Légica Computacional
Duracao: 3h
Ano de 2017 / 18 — Exame Final

Grupos para Avaliar
(Todos por Omissio)

Gl G2 G3 G4

Nome: n.’:

Grupo 1 (corresponde ao 1.° teste)

1.1. (5 valores) Considere as seguintes frases:
e A Tailandia e 0 Vietname sio paises da Asia.
e A capital da Taildndia ¢ Bangkok e a sua (da Tailandia) area é maior que a do Vietname.
e A Tailandia e o Vietname sdo vizinhos do Laos, mas ndo fazem fronteira entre si.

a) Apresente uma assinatura X = <NP, NF,U NF> de uma linguagem de 1.* ordem que lhe permita escrever
férmulas de 1* ordem correspondentes

NF,: Constantes NF.: Fungoes NP: Predicados
tailandia, . Vizinhos/2,
. capitalDe/1, =/2,
vietname, laos
asia, bangkok areaDe/1, >/2,
' J ContinenteDe/2

b) Traduza para féormulas de 1* ordem as frases acima indicadas:

i) A Tailandia e o Vietname sdo paises da Asia.

continenteDe (tailandia, asia) A continenteDe (vietname, asia)

ii) A capital da Tailandia é Bangcok e a sua (da Taildndia) 4rea ¢ maior que a do Viename.

capitalDe(tailandia) = bangcok A areaDe(tailandia) > areaDe (vietname)

iii) A Tailandia e o Vietname sdo vizinhos do Laos, mas ndo fazem fronteira entre si.

Vizinhos (tailandia,laos) A Vizinhos (vietname,laos) A mVizinhos(tailandia,vietname)

1.2. (2 valores) Considerando os mundos e a linguagem de Tarski, classifique cada uma das férmulas abaixo,
indicando no quadro (com S e N, respectivamente) se sdo ou ndo

V-TT: Verdade Tautologica; V-FO: Verdade Logica;
P-TT: Possibilidade Tautologica;  P-FO: Possibilidade Lodgica;

V-TW: Verdade Analitica (Tarski);
P-TW: Possibilidade Analitica (Tarski).

V-TT |V-FO |V-TW| P-TT | P-FO |P-TW
- Cube(a) A Cube(b) A a =b N N S N N
Tet(a) A (Cube(a) v Dodec(a)) N N N S N
(Cube (a) A - Cube(a)) — Dodec(a) S S S S S

1.3. (3 valores) Considerando os mundos ¢ a linguagem de Tarski, indique (com S/N) se os seguintes argumentos
sdo validos tautologica (Val-TT), logica (Val-FO) e/ou analiticamente (nos mundos de Tarski Val-TW).

{Premissa 1, ..., Premissa n } F Conclusio Val-TT | Val-FO Val-TW
{ Cube(a) v Tet(a) } F - Dodec (a) N N S
{ Tet(a), -Tet(b) } Fa#b N S S
{ Cube(a), Dodec(a) } F Cube (a) S S S
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1.4. (5 valores) Considere as formulas P1: (+Av =B v C), P2:A & B,eZ: = C > (- A A-B).
a) Preencha a seguinte tabela de verdade relativa as formulas P1, P2 e Z.

A B C -A v aBv C A ©B -C—> (—=A A -aB)
v VvV V F F F V v F VvV F FF
v VvV F F F F F v Vv F F FF
vV F V F v V V F F VvV F F Vv
vV F F F v V V F Vv F F F Vv
F V V \Y vV F V F F VvV \Y FF
F V F \Y vV F V F Vv F \Y FF
F F V \Y v VvV V v F VvV \Y vV VvV
F F F \Y v VvV V v vV Vv \Y vV VvV

b) Por analise da tabela, indique justificando se a férmula Z € ou ndo consequéncia tautoldgica da premissa
P1, apenas. E das premissas P1 e P2?

Justificacao:

A formula Z niao é consequéncia tautoldgica da premissa P1 pois C ¢ falsa em duas
interpretacdes, (A,~ B,-C) e (- A, B, C), que tornam a premissa verdadeira.

No entanto, a formula Z € consequéncia tautologica das premissas P1 e P2 pois nas
interpretacdes acima referidas a premissa P2 ¢ falsa, pelo que ndo existem interpretacdes que
tornem ambas as premissas verdadeiras e a conclusdo falsa.

1.5. (5 valores) Considere a formula (A <> B) A (C —» B) . Converta-a para as formas normais conjuntiva
(CNF) e disjuntiva (DNF), simplificando-as da forma mais conveniente.

(A< B) A (C—> B)
< (A >B) A(B >A) A (C> B) Equivaléncia de <>
< (A VB)A (B VA)A(-C VB) Equivaléncia de =

Esta formula estd em CNF e ndo pode ser simplificada.

< (AVB)A (C VB)A (=B VA) Comutatividade

< ((AVB)A (C VB))A (=B VvA) Associatividade

< ((RAAAC)VB)A (0B VA) Distribui¢io

<& (AAACA-B)V (AAASCAA) V(BAAB) V (BAA) Distribuigdo

& (AAACA-B)V (FAAC)V F Vv (BAA) Contradicdo (e Comutatividade)
< (AA-SCA-B)V FV F V (BAA) Elemento Absorvente

< (AAASCASB)V (BAA) Elemento Neutro

Esta formula ja estd em DNF e ndo podes ser simplificada.
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Grupo 2
(corresponde ao 2.° teste)
2.1. (4 valores) Considerando os predicados da linguagem do Mundo de Tarski, traduza para essa

linguagem as seguintes proposicdes:
a) Um e apenas um dos blocos a e b é grande.

(Large (a) Vv Large(b)) A —(Large(a) A Large (b))

b) Os blocos a e b s3o ambos tetraedros excepto se existir um dodecaedro d.

—Dodec(d) — (Tet(a) A Tet (b))

¢) Um dos blocos a e b ¢ um cubo e um deles ¢ tetraedro.

(Cube(a) v Cube(b)) A (Tet(a) v Tet(b))

d) Dois dos blocos a, b e ¢ estdo na mesma linha.

SameRow (a,b) v SameRow(a,c) v SameRow (b, c)

2.2. (4 valores) Considerando os mundos e a linguagem do Mundo de Tarski (com tabuleiros de 3 x 3
casas), desenhe um mundo (em 2D) em que sejam verdadeiras as seguintes proposigoes:

1. —Dodec(a) — Between(a,b,c) @

2. BackOf(a,b) A FrontOf (a,c)

3. Sameshape(b,c) A —Sameshape(a,c) a
4. Cube(a) A —Tet(b) @
5. —LeftOf(a,c) > LeftOf(a,c)

2.3. (3 valores) Considere o seguinte argumento na linguagem de Tarski, e a respectiva demonstracao.
a) Verifique que a demonstracdo esta errada, e indique o(s) passo(s) em que as regras do sistema
de Deducdo Natural ndo foram corretamente utilizadas.

1. | Cube(a) v Cube(b)
2. | Large(a) > Cube (a)
3. Cube (b)
4. —./c}be-(-a-)—/ Elim v : 1 , 3 b
5. | Large (a)
6. Cube (a) Elim —»: 2 , 5
7. 1 Intr L: 4 , 6 a
8. -Large (a) Intr = : 5 - 7
9. | Cube (b) — -Large(a) Intr »>: 3 - 8
Erro(s):

No passo 4 ndo se poderia ter inferido que b € um cubo, por eliminacdo da disjun¢do (ou por outra
qualquer regra). De facto, a disjun¢do Cube (a) v Cube(b) ndo € exclusiva e, portanto, se um
dos disjuntos € verdadeiro, o outro também o pode ser!

Assim sendo, b pode ser um cubo, o que satisfaz as premissas, mas ndo a conclusdo, como
mostrado no contra-exemplo do tabuleiro ao lado.

b ) Indique no tabuleiro ao lado um contra-exemplo que mostre que o argumento ndo € valido.
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2.4. (4 val) Complete a demonstracdo abaixo no sistema de Dedu¢do Natural, preenchendo as caixas

assinaladas
1 A > (B C)
2 Bv~ C
3. —(—=A VB)
4. I —A
5. —A VB Intr Vv 4
6. 1L Intr L : 3, 5
7. ——A Intr - : 4 - 6
8. A Elim — 7
9. B & C Elim —> 1, 8
10. B
11. —A VB Intr v : 10
12. il Intr 1l : 3 , 11
13. (o
14. B Elim © 9, 13
15 —A VB Intr v : 14
16. 1L Intr L : 3 , 15
17. L Elim v: 2 , 10 - 12, 13 - 16
18. | |=—(—A VB) Intr - : 3 - 17
19. | - A VB Elim - : 18

2.5. (5 valores) Valide o argumento abaixo apresentando a respectiva demonstragdo no sistema de
Deducao Natural

1.|Ae B > C)

2. =B v —C

3. A

4. B > C Elim < : 1 , 3
5 B

6. c Elim —» : 4 , 5
7. —B

8. L Intr L : 5 , 7
9 —C

10. . L Intr L : 6 , 9
11. L Elim v : 2, 7 - 8, 9 - 10
12. —B Intr - : 5 - 11
13. (A »> —B Intr > : 3 - 12
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Grupo 3

(corresponde ao 3.° teste)

3.1. (5 valores) Considerando os predicados da linguagem do Mundo de Tarski, traduza para essa

linguagem as seguintes proposigdes:
a) Alguns dodecaedros sdo maiores que outros.

Jdx dx (Dodec(x) A Dodec(y) A Larger(x,y))

b) Os blocos pequenos sdo cubos a menos que tenham outros blocos na mesma coluna.

Vx (Small(x) A —dy (x # y A SameCol(x,y))) — Cube(x))

¢) Os tetraedros grandes tém sempre um cubo na mesma linha.

Vx ((Tet(x) A Large(x)) — dy (Cube(y) A SameRow(x,y)))

d) Se dois blocos estio juntos (adjoined), pelo menos um deles ¢ um dodecaedro.

Vx Vy (Adjoins(x,y) — (Dodec(x) Vv Dodec(y)))

e) Os blocos médios estao todos em linhas diferentes.

Vx Vy ((Medium(x) A Medium(y) A x # y) — — SameRow(x,y))

f) Todos os tetraedros a frente de algum cubo sdo grandes.

Vx ( (Tet(x) A dy (Cube(y) A FrontOf(x,y))) — Large(x))

3.2. (4 valores) Considerando os mundos ¢ a linguagem do Mundo de Tarski (com tabuleiros de 3 x 3
casas), desenhe um mundo (em 2D) em que sejam verdadeiras as seguintes proposigoes:

.Dodec (d) A Cube (c)

.—dx Jdy dz Between (x,y, z)

.Vx Vy ((Cube(x) A x # y) — FrontOf(x,y))

.dx Jy (Tet(x) A Tet(y) A SameRow(x,y) A —Adjoins(x,y))
.— dx (Cube(x) A — SameCol (x,d))

.Vx Vy ((Tet(x) A Dodec(y)) — BackOf(x,y))

o UL W DN BK

3.3. (2 valores) O seguinte argumento ¢ valido analiticamente nos Mundos de Tarski.

1| dx Medium(x)
2 | Vx (Cube (x) > Large (x))

3 | - Vx (- Tet(x) A - Dodec(x))

A

A

@

Assinale em baixo, quais os axiomas de Tarski que seria necessario colocar explicitamente como

premissas para que o argumento fosse valido logicamente (valido-FO).

Vx (Large(x) Vv Medium(x) v Small(x))
- dx (Large(x) A Medium(x))

- dx (Large(x) A Small (x))

- dx (Medium(x) A Small (x))

Vx (Tet(x) v Cube(x) v Dodec(x))

= Jdx (Tet(x) A Cube(x))

= Jdx (Tet(x) A Dodec(x))

DO00OXKOOKDO

= Jdx (Cube(x) A Dodec (x))
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3.4. (4 valores) Complete a demonstragdo abaixo no sistema de Deducdo Natural, preenchendo as caixas

assinaladas.
1.|Vx Vy ((Cube(x) A Dodec(y)) — FrontOf(x,y))
2.| -dx3dy FrontOf(x,y)
3. dx Cube (x)
4. a: Cube(a)
5. Jy Dodec (y)
6. b : Dodec(b)
7. Cube (a) A Dodec (b) Intr A: 4, 6
8. Vy ((Cube (a) A Dodec(y))— FrontOf(a,y))| ElimV: 1
9. (Cube (a) A Dodec (b)) — FrontOf (a,b) ElimV: 8
10. FrontOf (a,b) Elim —: 7, 9
11. Jdy FrontOf (a,y) Intr J: 10
12. Jdx dy FrontOf (x,y) Intr J: 11
13. 1 Intr L: 2, 12
14. 1 Elim3d: 5, 6 - 13
15. —Jy Dodec (y) Intr —-: 5 - 14
16. —3Jy Dodec (y) Elim3: 3, 4 - 15
17 .| dx Cube (x) — —dy Dodec (y) Intr—>: 3 - 16

3.5. (5 valores) Valide o argumento abaixo apresentando a respectiva demonstracdo no sistema de

Dedugao Natural.
1. | Ix (Cube(x) AVy (Dodec(y) — Larger (y,x)))
2. Vx Vy —Larger (x,y)
3. dx Dodec (x)
4, d: Dodec(d)
5. c: Cube(c) AVy (Dodec(y) — Larger(y,c))
6. Vy (Dodec(y) — Larger(y,c)) Elim A: 5
7. Dodec(d) — Larger(d,c) Elim V: 6
8. Larger(d, c) Elim —»: 4 , 7
9. Vy —-Larger (d,y) Elim V: 2
10. —Larger (d,c) Elim V: 9
11. 1L Intr 1: 8 , 10
12. 1 Elim J: 1, 5 - 11
13. 1 Elim dJ: 3, 4 - 12
14. | —dx Dodec (x) Intr —-: 3 - 13
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Grupo 4
(corresponde ao 4.° teste)

4.1. (2 valores) Verifique se o conjunto S de clausulas Horn abaixo indicado ¢ satisfazivel. Existe mais
do que uma interpretagcdo que satisfaca S ? Justifique.

1. T>C 5. T—> A

2. (CAD) 5> F 6. (EAF) > L
3. (BAC) D 7. (A AE) > G
4. (A AD) > E 8. (A AC) 5B

Resposta: Pela cldusula 1: ¢ = True e, pela clausula 5, A = True. Pela cldusula 8, sera B =
True. Logo pela clausula 3 serd D = True. Entdo, a cldusula 2 impde F = True enquanto a
clausula 4 impde F = True. Em consequéncia, a cldusula 6 impdes L = True, 0 que ¢
impossivel, pelo que as clausulas Horn ndo sdo satisfaziveis, ndo havendo pois nenhuma

interpretacdo que as satisfaca.

4.2. (5 valores) Mostre por resolucdo a validade do seguinte argumento em ldégica proposicional (ja
apresentado no problema 2.4)

Pl1| A > (B & C)
P2| Bv C

x|—.AvB

a) Coloque as premissas e a b) Mostre que as clausulas obtidas em a) sdo
negacdo da conclusdo na inconsistentes, derivando por resolugdo a
forma clausal. clausula vazia.

1. —-A v B v —=C (P1) 6. C Res 5, 3
2. -A v —B vV C (P1) 7. -A VB Res 6 , 1
8. —A R 7,5
3. B VC (P2) - es
9. I Res 8 , 4
4. A (—X)
5. -B (=X)

4.3. (2 valores) Converta as formulas abaixo para a forma Prenex, com a matriz na forma normal CNF.

a) Vx ((Tet(x) A dy FrontOf(y,x)) — Jz Larger(z,x))

Vx Vy dz (—Tet(x) v —FrontOf(y,x) v Larger(z,x)))

b) Vx (Cube(x) — Vy (Tet(y) — —3Jz Between(z,x,y)))

Vx Vy Vz (—-Cube(x) v —Tet(y) v —Between(z,x,y))

4.4. (1 valor) Coloque na forma clausal, incluindo a Skolemizagao, a seguinte férmula:
Vx Vy 3z — (Large(x) — (Adjoins(y,x) A SameSize(z,x)))

1. Large(x1)

2. —Adjoins(y2,x2) v SameSize (f (x2) ,6x2)
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4.5. (5 valores) Mostre por resolucao a validade do seguinte argumento de logica de predicados de 1?
ordem (idéntico ao apresentado no problema 3.5)

Pl Jdx (Cube(x) AVy (Dodec(y) — Larger(y,x)))

P2 Vx Vy —Larger(y, x)

c | _Jx Dodec (x)

a) Coloque as premissas e a nega¢do da conclusdo na forma clausal.

1. Cube(a) de P1
2. — Dodec(y2) v Larger(y2,a) de P1
3. - Larger (x3,y3) de P2
4. Dodec(d) de -C

b) Mostre que as cldusulas obtidas sdo inconsistentes, derivando por resolucdo a clausula vazia.

5. Larger(d,a) Res 4, 2 {y2 / d}
6. [ Res 5, 3 {x3 / d, y3 / a}

4.6. (5 valores) Mostre que todos os nimeros na sequéncia S(n) = 5"+2x11" (para qualquer n > 0) sdo
todos multiplos de 3.

Passo Base : S(0) = 5%2x11°
Paran = 0 temos
S(0) = 5%2x11°= 1+2 = 3, que ¢ um multiplo de 3.

Passo de Inducio :
S(n) = 5"+2x11" = 3p = S (n+l) = 5™l42x117 = 3q

De facto temos
S(n+l) = 514 2x11°*!

= 5°%5 + 2x11°*11 Regra da poténcia (expoente ¢ uma soma)
= 5°*5 + 2x11"*5 + 2x11"*6 Propriedade Distribuitiva

= 5(5 + 2x11™)+ 2x11"*6 Propriedade Distribuitiva

= 5*3p + 12x11" Substituigao
= 3(5p + 4*11") Propriedade Distribuitiva
= 3q Substituigao

com g = 5p + 4*11"
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