Conjuntos, relacoes e funcoes
Conjuntos

Esta seccdo foi escrita por Isabel Oitavem com base no capitulo 3 do livro “Elements

of Logic via Numbers and Sets” de D.L. Johnson, Springer-Verlag, 1998.

» Os objectos que formam um conjunto designam-se por
elementos, membros, ou (por vezes) pontos.

» Normalmente os conjuntos sao representados por letras
maitsculas, e os seus elementos sao representados por
letras minusculas.
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Conjuntos

» Ser elemento de um conjunto é expresso pelo simbolo €.
Escrevemos a € A, e dizemos ‘“a € elemento de A” ou ‘a
pertence a A”.

» Dizemos que o conjunto A é subconjunto do conjunto
B, e escrevemos A C B, se todos os elementos de A sao
elementos de B (i.e. Vx€ A x € B).

» Dizemos que dois conjuntos A e B sao iguais, e

escrevemos A = B, se eles tém os mesmos elementos (i.e.
sc ACBABCA).

aZ A AZ Be A+ B abrevia —(a€ A), -(AC B) e
—(A = B), respectivamente. A C B abrevia AC B NA # B.
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Conjuntos

> () (conjunto vazio) é conjunto.

» N é conjunto (pode-se considerar em alternativa outra
classe indutiva).

» Se S é um conjunto, os elementos de S que verificam
uma determinada propriedade 1 i.e.

{neS :1(n)} é conjunto.

Dizemos que o conjunto assim definido esta representado
em compreensao.

Exemplo: A={ne N : n<4}.
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Conjuntos

Quando um conjunto tem um numero finito de elementos
podemos representa-lo explicitando os seus elementos. Neste
caso dizemos que o conjunto estd representado em extensao.
Usamos chavetas para delimitar o conjunto e virgulas para
separar os seus elementos.

Exemplo: A= {1,234}

A representacao de conjuntos em compreensao é usada para
introduzir nocoes importantes, como a nocao de conjunto
complementar, conjunto interceccao e conjunto uniao.
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Conjuntos: operacoes basicas
Sejam A e B subconjuntos de um conjunto S.

» A diferenca de A e B (ou complementar de B em A),
A— B (ou A\B), éoconjunto {x €S : x€ AANx ¢ B}.
A’ denota S\ A.

» A interceccaio de Ae B, AN B, é o conjunto dos

elementos de S que pertencem simultaneamente a A e a
B. Ou seja,

ANB={xeS:xe AAxec B}.

» A unidode Ae B, AU B, é o conjunto dos elementos de
S que pertencem a A ou a B. Ou seja,

AUB={xeS:xe AvxecB}.
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Conjuntos: operacoes basicas

Se ANB =1 (i.e. Ae B n3o tém elementos em comum),
dizemos que A e B sao conjuntos disjuntos. Nestas
circunstancias podemos representar AU B por AU B (unido
disjunta).

As operacoes bdsicas que introduzimos podem ser descritas
com base nos seus diagramas de Venn ou nas suas tabelas
de verdade.



Conjuntos, relacoes e funcoes

Conjuntos: operacoes basicas

Note-se que propriedades sobre conjuntos nao podem ser
demonstradas com base em diagramas de Venn.

Para provar propriedades sobre conjuntos podemos construir a
respectiva tabela de verdade ou fazer a demonstracao

formal.
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Conjuntos: operacoes basicas
Exemplo: Dado A um subconjunto de S, mostre que

ANA=A.

Tabela de verdade:

Demonstracao formal: Dado x € S arbitrario,

xeEANA&S (xe AAxeA) e xeA

Logo (como dois conjuntos sdo iguais se tém os mesmos
elementos), AN A = A.
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Conjuntos: conjunto das partes
Podemo-nos deparar com conjuntos cujos elementos sao, eles
proprios, conjuntos.

Exemplo:
{{encarnado, verde, amarelo}, {encarnado, amarelo} }

cores da bandeira de Portugal  cores da bandeira de Espanha

» Dado um conjunto S,

P(S)={A : ACS}

é conjunto e designamo-lo por conjunto das partes de S.
Exemplo: Dado S = {1,2}, P(S) ={0,{1},{2},{1.2}}.

Exemplo: Dado S = {encarnado(E), verde(V), amarelo(A)},
P(S) = {0, {E}, {V} {A} {EV}.{EA},{V.A},{EV.A}}
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Conjuntos: conjunto das partes

Dado um conjunto S, seja A um subconjunto de P(S). Os
elementos de A sdo portanto subconjuntos de S. Definimos

» UA={aecS : IXeA aeX}
» NA={acS : VXeA aeX}

Exemplo: Se S = {0, 1,2},

P(5) = {0,{0},{1},{2},{0.1},{0,2}, {1,2},{0,1,2}}.
Sendo A = {{0,2},{2}} C P(S), temos que UA = {0,2} e
NA = {2}.
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Conjuntos: conjunto das partes

Seja S um conjunto. A C P(S)\{0} é uma particdo de S se
cada elemento de S pertence a um e um sé elemento de A.

Exemplo: Se S = {0,1,2},

P(5) = {0,{0},{1},{2},{0.1},{0,2},{1,2},{0,1,2}}.
Ar={{1},{0,2}} e

A, = {{0},{1},{2}} sdo particBes de S.

Az = {{0}7 {1}7 {07 2}} ¢

A, = {{1},{2}} ndo sdo.
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Conjuntos: produto cartesiano

Definicao
Dado um conjunto S e a,b € S, o par ordenado formado por
a e b, € o conjunto {{a},{a, b}}, que denotamos por (a, b).

Exemplos: (1,2) = {{1},{1,2}} e (2,1) = {{2},{1,2}}.
Note-se que (1,2) # (2,1).

Proposicao
Dado um conjunto S e a,b,c,d € S, (a,b) = (c, d) se e sé se
a=ceb=d.
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Conjuntos: produto cartesiano

Definicao
O produto cartesiano de conjuntos A e B € o conjunto de
pares ordenados

Ax B={(a,b) CP(AUB) : ac€AADbeB}.

Mais geralmente, para qualquer nimero natural n > 2
> (317 az, an) — (317 (327 ( T (an—17 an) T )))v
» AL X A X - x A, ={(a1,a,--- ,an) €
P(Ui<i<hAi) @ a€e Ainied{l,--- n}}.
» A" abrevia A X --- X A (n vezes).
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Conjuntos: cardinalidade

» O ndmero de elementos de um conjunto, S, é designado
por cardinalidade de S e representa-se por |S| ou #S.

» Um conjunto diz-se finito, se tiver cardinalidade finita, e
diz-se infinito caso contrario.

Exemplos:
L. 0] =0;
2. Seja Z(n) ={x€Z : 1 <x <n}, |Z(n)| = n;
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Conjuntos: cardinalidade

Proposicao
Qualquer subconjunto A de um conjunto finito S € finito e
tem-se |A| < |S]|.

Questdes: Se |S| = n, qual é a cardinalidade de P(S5)?
Se |A| = me |B| = n, qual é a cardinalidade de A x B?
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Conjuntos: cardinalidade

Teorema

Se S é um conjunto finito tal que |S| = n, entdo |P(S)| = 2".
Demonstraremos este teorema mais tarde, por inducao em n.
Teorema

Se A e B s3o conjuntos finitos tais que |A| = m e |B| = n,
entdo |A X B| = m x n.
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Conjuntos: cardinalidade

N, Z,Q e R sao conjuntos infinitos.

Representamos por Ny a cardinalidade de N e por ¢ (cardinal
do continuo) a cardinalidade de R.

> [N| = |Z| = Q] = N0
» Ny < C

Portanto, os conjuntos infinitos ndo tém todos a mesma
cardinalidade.



