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Teoria de Conjuntos?!

A ideia (matematica)
“Tudo & um conjunto”’, ou mais precisamente, tudo pode ser
modelado por um conjunto.

O que &7
Noc¢des que definem a entidade “conjunto”, as suas propriedades e

as operacdes sobre tais entidades.

Para que serve?

» Para dar fundacdes a Matematica

» Para modelar conceitos de (outras) disciplinas cientificas

» Juntamente com a Légica, é o “calculo” da Informatica (&
semelhanga da Analise Matematica para, e.g., a Fisica):
sistemas e tipos de dados sdo modelaveis com conjuntos.
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Teoria de Conjuntos de Cantor

A Teoria de Conjuntos que vimos foi definida por Cantor, usando a
Logica de Primeira Ordem, seguindo Frege.
Légica da Teoria de Conjuntos
Considere-se uma Assinatura de Primeira Ordem que inclua:
» a constante (J;
» a fungdo unaria sobre conjuntos \;
» as funcdes binarias sobre conjuntos U, N, X;
» os predicados =, €, C

A Légica da Teoria de Conjuntos é a linguagem que permite definir
conjuntos por compreensao.
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Légica da Teoria de Conjuntos

A Logica da Teoria de Conjuntos é a linguagem que permite definir
conjuntos por compreens3o.

Definicdo por compreensio
Se P for uma férmula da Légica da Teoria de Conjuntos,

S (x| P(x)}

€ um conjunto.

Note-se que a variavel x esta implicitamente universalmente
quantificada, sendo o seu ambito definido pelas chavetas.
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Tudo é um conjunto?!

A Teoria é inconsistente, como provou Russel (com o paradoxo do
Bibliotecario).
O problema: o conjunto de todos os conjuntos...

Seja R o conjunto de todos os conjuntos que ndo se contém a si
mesmos:

RE x| X ¢ X}

A propriedade parece fazer sentido — o conjunto vazio, por exemplo,
n3o € um membro de si mesmo...

Ha obviamente inameros exemplos de conjuntos que n3o sio
membros de si mesmos, logo

Proposicdo

O conjunto R, se existe, ndo é vazio.
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O paradoxo de Russel

RE (x| x¢x}

Consegue-se verificar que R € R?

» Por definicdo de R, se R € R entdo tem-se que R ¢ R,
o que é absurdo.
» Assumindo antes que R ¢ R, concluimos que ndo podemos ter
que R ¢ R,
ou seja tem que se verificar que R € R,
o que é igualmente absurdo!
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A inconsisténcia

Acabamos de provar que:

Re€ Rse esése, R¢R
Como a propriedade é obviamente falsa (inconsistente!), a Teoria
de Conjuntos ndo pode permitir definir conjuntos como R.

» O problema esta na auto-referéncia.

» Expressdes como {X | X ¢ X} ndo podem ser aceites
(“legais”) na linguagem da Teoria de Conjuntos.

» O problema foi identificado por Russel e resolvido por Zermelo
e Fraenkel.
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Teoria de Conjuntos ZFC (de Zermelo-Fraenkel-Cantor)

Como conseguir que a compreens3o fique bem definida?

O principio da Separacdo

Dada uma propriedade P da Légica da Teoria de Conjuntos,
{xe S| P(x)}

é um conjunto bem definido, se S € um conjunto bem definido.

Exemplos e contra-exemplos

» O conjunto dos naturais pares {n € NAT | n%2 = 0} esta
bem definido.

» O conjunto dos conjuntos n&o vazios {S | S # (0} ndo esta
bem definido.
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Uma operacdo “mal definida”

Complemento de um conjunto
O complemento “absoluto” de um conjunto S, que se escreve A, é
o conjunto de todos os elementos que n3o estdo em S.

» Esta “definicdo” n3o respeita o principio da Separagdo,

» logo o complemento “absoluto” de um conjunto n3o é definivel
em ZFC.
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Modelacdo de Sistemas

ZFC permite modelar entidades como valores naturais ou
booleanos, relacées, funcdes, bases de dados e até algoritmos.

Uma lista telefénica

Pode ser entendida como uma relag3o:

PHONELIST ' FIRSTNAME x LASTNAME x PHONENUM

> FIRSTNAME & STRING

> LASTNAME % STRING

> PHONENUM %f ALG®

sendo ALG ¥ {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
Note-se que um valor em STRING é uma sequéncia de caracteres.
Em STRING estdo sequéncias de todos os comprimentos possiveis.

Um valor na lista telefénica é um triplo:
(Ivo, Ives, 212212212) € PHONELIST
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Modelacdo de Tipos de Dados

Uma lista telefénica é um conjunto de triplos.
» Mas esta lista pertence a que conjunto?

» Ou seja, como definir o conjunto das listas telefénicas?

Listas telefénicas
LISTAS TEL %" o(PHONELIST)

sendo
PHONELIST def FIRSTNAME x LASTNAME x PHONENUM

Powerset
Dados conjuntos A e S, tem-se que

Acp(S)<ACS

Anténio Ravara Teoria da Computagio



Teoria de Conjuntos de Cantor
Inconsisténcia: paradoxo de Russel
O principio da Separagdo

ZFC para modelagdo

Teoria de Conjuntos ZFC

Funcdes em ZFC

No contexto da Teoria de Conjuntos, uma fungdo & um conjunto de
pares ordenados.

Notacado

Seja (x,y) um elemento de dado conjunto que define uma fung&o.
Escreve-se frequentemente o par ordenado na forma x — y,

de forma a sublinhar que x é aplicado em y.

Extensdo da funcdo
Conjunto (de pares ordenados) que define a fungdo.
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Funcdes em ZFC
Define-se uma fun¢do f como um conjunto

fFeix sy eDx C|P(x,y)}

» sendo P(x,y) uma férmula da Légica da Teoria de Conjuntos,
estabelece uma relacdo entre o argumento x e o resultado y,

» onde D é o dominio e C o contra-dominio.
Em alternativa
fFCDxC ou feD—C
FE x| Plxy)}
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Negacdo: funcdo NOT € BOOL — BOOL

NOT ' { TRUE — FALSE, FALSE + TRUE}

Tem-se entdo que:
» NOT(TRUE) = FALSE
» NOT(FALSE) = TRUE
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Um exercicio de modelacdo: uma lampada

Considere que tem dois estados (ON e OFF) e fungdes para a ligar
(turn_on), desligar (turn_off) e verificar se esta ligada (status).
» O conjunto de estados: SLAMP = {0,1}
» A fungdo turn_on € SLAMP — SLAMP

turn_on %ef {0—~1,1—1}

» A funcio status € SLAMP — BOOL
status % {0 — FALSE,1— TRUE}

» A estrutura que modela o sistema:

LAMP &F (SLAMP, turn_on, turn _off , status)
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Como “destruir” pares?

Para seleccionar elementos num par, usam-se as funcdes de
projeccio.

Dado um produto cartesiano A x B, definem-se as funcdes

7r1d§f{((a,b)'—>a)E(A><B)XA](a,b)GAXB}

1 ¥ {((a,b) > b) € (Ax B) x B | (a,b) € A x B}

Logo, m € (Ax B) > Aem e (Ax B)— B.
Por exemplo, 71 (("Sofia",22255)) = “Sofia” e
ma((“Sofia” , 22255)) = 22255,
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Outro exercicio de modelacdo: um Banco

Pretende-se definir uma entidade que é essencialmente
um conjunto de contas bancarias.
Uma conta bancaria tem um nome, um namero e um saldo.

O sistema: ACC % NAME x ACCNUM x AMOUNT

sendo:

NAME < STRING
ACCNUM < nAT
AMOUNT % nAT
Uma conta

(Belmiro, 1000, 2000000000) € ACC
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Operacdes no Banco

O Banco

ACC & NAME x ACCNUM x AMOUNT

permite saber o saldo de dada conta, depositar e levantar
montantes arbitrarios.

» A funcdo balance € ACC — AMOUNT

balance & {c—= m|m=m3(c)}

> A funcdo deposit € ACC x AMOUNT — ACC

deposit def {(¢,m) — d | d = (m1(c), m2(c), balance(c) + m)}
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Operacdes no Banco

O Banco

ACC € NAME x ACCNUM x AMOUNT

A funcdo withdraw
E se o valor a retirar é superior ao saldo?

Como AMOUNT %f NAT, dados n, m € NAT, tem-se por

definicdo que m—n=0se n > m.
Logo, fica bem definida

withdraw % {(¢,m) — d | d = (m1(c), m(c), balance(c) — m)}
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Operacdes no Banco

O Banco: ACC ¥ NAME x ACCNUM x AMOUNT

onde agora AMOUNT % INT

A funcio withdraw

Sé se permite levantar se o saldo for suficiente; sendo aplica-se uma
multa.

withdraw % {(c,m) — d | 3b.d = (m1(c), ma(c), b)
A ((balance(c) — m > 0) — (b = balance(c) — m))
A ((balance(c) — m < 0) — (b = balance(c) — 5))}
Note-se que o antecedente da segunda implicacdo é a nega¢do do

da primeira. Logo, uma das implicacdes sera verdadeira porque o
antecedente é falso e a outra estabelece o valor de b.
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