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Objetivos

* Introduzir as transtformacdes geometricas simples:

Translacao

Rotacao

Mudanca de Escala

Deformacao Transversa

« Derivar as respetivas matrizes de transtormagcédo com coordenadas
homogeéneas

 Aprender a usar a composicao de transformacdes simples para deduzir
transtormacdes geométricas arbitrarias
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Transformacoes
Geométricas Genéricas

 Uma transformacédo geomeétrica qualquer transforma pontos e/ou
vetores em outros pontos/vetores.
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Transformacoes Afins

e Preservam as linhas

e As transformacdes mais importantes sédo transformacoes
afins:

e TJransformacdes dos corpos rigidos (translacéo, rotacéo)

 Mudanca de escala e deformacéo transversa (shear)
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ITratamento no Pipeline
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Notacao

* PQ,R: pontos num espaco afim
* U,v,w: vetores num espaco afim
e Q,[3, v: escalares

* P, q,r: representagdes de pontos - array com 4 escalares em
coordenadas homogéneas

* U, V, W: representagcdes de vetores - array com 4 escalares
em coordenadas homogeéneas
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ITranslacao

 Mover (transladar, deslocar) um ponto para uma nova
localizacao.

P )
P'=P+d

P

 Deslocamento determinado por um vetor d

3 graus de liberdade
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ITranslacao

* Embora um ponto se possa mover para outra localizacao
mais do que de uma forma, para um conjunto de pontos
existe normalmente apenas uma forma.

translacao: todos os pontos
deslocados dum mesmo vetor

objeto
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ITranslacao

 Usando a representacao em coordenadas homogéneas num
determinado reterencial:

p=[px py pz 1]
p’=[pxpyp=z1]!

d—[d d. d O'T:> Componente Esta expressao e em 4D e
LAY M2 M W exprime o conceito:
ponto = ponto + vetor

p,x:px+dx /
Oy = Py + dy p=p+d
p,z:pz+dz
p’W:pW‘FdW
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ITranslacao
(Matriz de Transtormacao)

* Também se pode representar uma translacao usando uma matriz
T, de 4x4, usando coordenadas homogeneas, de tal modo que:

p =Tp

1 0 O
O 1 O

M — T(ij7 dy, dz) — O O 1
0

- _a R

0 0

* A vantagem desta abordagem € que todas as transtormacdes
afins se podem exprimir desta forma, podendo varias
transtormacdes ser concatenadas e guardadas numa unica
matriz.
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Rotacao (2D)

 (Considerando coordenadas polares de um ponto

P(x,y)=(r cos(®), r sin(d)), na rotacdo em torno da origem de
um angulo 8, o raio mantém-se constante, aumentando o
angulo inicial em 6:

(X, y)

X =r cos(®d)

o y =1 sin(o)
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Rotacao (2D)

 (Considerando coordenadas polares de um ponto
P(r,@)=(r cos(®), r sin(¢)), na rotacédo em torno da origem de
um angulo 8, o raio mantém-se constante, aumentando o
angulo inicial em 6:

(X, Y)
(X, y)
S X =r cos(®d)
o y =1 sin(o)
>
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Rotacao (2D)

 (Considerando coordenadas polares de um ponto
P(r,@)=(r cos(®), r sin(¢)), na rotacédo em torno da origem de
um angulo 8, o raio mantém-se constante, aumentando o
angulo inicial em 6:

X' =1 Ccos(B+Q)

Yy =rsin(6+o¢)
(X', Y)
(X, ¥)
S X =r cos(®d)
o y =1 sin(o)
>
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Rotacao (2D)

 (Considerando coordenadas polares de um ponto
P(r,@)=(r cos(®), r sin(¢)), na rotacédo em torno da origem de
um angulo 8, o raio mantém-se constante, aumentando o
angulo inicial em 6:

X' =1 Ccos(B+Q) X'=r cos(p) cos(B) - r sin(p) sin(B)
t Yy =rsin(6+o¢) y' = rsin(®) cos(B) + r cos(d) sin(B)
(X, y')
(%, Y)
S X =r cos(®d)
® y = r sin(})
>
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Rotacao (2D)

 (Considerando coordenadas polares de um ponto
P(r,@)=(r cos(®), r sin(¢)), na rotacédo em torno da origem de
um angulo 8, o raio mantém-se constante, aumentando o
angulo inicial em 6:

X' =1 Ccos(B+Q) X' =[F €OS(P) cos(B) - r sin(¢p) sin(B)
t V' = sin(B+d) V' = r sin(d) cos(B) + FEE[@) sin(P)
(X, y')
(X, y)
O X = r cos(d)
® y =1 sin(o)
>
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Rotacao (2D)

 (Considerando coordenadas polares de um ponto
P(r,@)=(r cos(®), r sin(¢)), na rotacédo em torno da origem de
um angulo 8, o raio mantém-se constante, aumentando o
angulo inicial em 6:

X' = r cos(B+d) x'=[r cos(®) cos() - FSin(@) sin(o)
t V' = sin(B+d) y' =[fSIA@) cos(0) + Fees(®) sin(o)
(X, y')
(%, Y)
O X = r cos(d)
0 y -
-
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Rotacao (2D)

 (Considerando coordenadas polares de um ponto
P(r,@)=(r cos(®), r sin(¢)), na rotacédo em torno da origem de
um angulo 8, o raio mantém-se constante, aumentando o

angulo inicial em 6:

'=[1.C0os(®) cos(0) - FSin(@) sin(e)
Sin(@®) cos(0) + Feas(@) sin(e)

X =1 cos(6+®) X
Yy’ =rsin(6+¢) Yy’

(X, y)
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Rotacdo em torno de Z (3D)

* Em 3D, a rotacdao em torno de Z deixa todos os pontos com o
valor da coordenada Z inalterada.

 E equivalente a rotacdo 2D em planos de Z constante:
X'= X c0os(0) - y sin(B)
V' =X sin(B) + y cos(B)
Z'=7
* Em coordenadas homogeéneas:

- cos® —sinB 0 O
| sin@ cosf8 0 O
0 0 0O 1
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Matrizes de rotacao em 3D

 De forma analoga:

Rotacao em torno de X nao altera a coordenada X
Rotacao em torno de Y nao altera a coordenada Y

R = Rx(0)

1

0) 0) 0 |
O cos@ —-sinB O
O sin@ cos@ O
0) 0) 0) 1
- cos O
sin 6
R =R,(0) 0
0

R = Ry(0)

—siné@
cos 6
0
0)

oo -0

sin@ 0

0

cos@ O

0

0

1
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Mudanca de escala

 EXpanséo ou contracado ao longo de cada um dos eixos, com

0 ponto fixo na origem

:Sxx
y' =Sy
Z’:Szz

S = S(Sx, Sy, Sz) =

Ct
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Reflexdes

e SA0 um caso particular da mudanca de escala (com fatores
unitarios negativos)

y
A
Sx=-18y=1 E& - ﬁ original

sx = -1 8y = -1 ) Sx =18y =-1
% >
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Transformacoes inversas

e As transformacdes inversas das transtormacdes simples
podem ser obtidas sem recorrer a formulas gerais:

* Translacdo: T-1(dx,dy,dz)=T(-dx,-dy,-d>)

 Rotacéo: R1(6)=R(-9)
=RT(0), pg. sin(-6)=-sin(B) e cos(-6)= cos(B)

 Escala: S-1(sx,Sy,s2)=8(1/sx,1/sy,1/sz)
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Composicéao de
transformacoes geoméetricas

 Podem formar-se transformacdes afins arbitrarias por
composicao das transformacdes simples: rotacoes,
translacao e mudanca de escala

e Supondo que temos um conjunto grande de vértices p, para
transtormar com uma composi¢cao de transformacoes
simples Mx(...M2(M+p))...), o custo do calculo de M=M,...
M>.M1, € negligenciavel guando comparado com o custo
M.p, para um grande numero de veértices.

(O desafio é encontrar a composicao certa para fazer o que
se pretende numa dada aplicacéao.
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Ordem de aplicacao

* O produto de matrizes (a composicao de transformacdes) é
associativo, mas nao € comutativo!

p' = ABCp = A(B(Cp))

e Se se usassem vetores linha para representar os pontos, a
transformacao acima seria:

p'=pC'B'A" = ((pC")B")AT
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Rotacao em torno de eixo

arbitrario (que cruza a origem)

Transformacao complexa que pode ser decomposta em
transformacdes simples

Uma rotacao de 6 em torno dum eixo arbitrario pode ser
decomposta em rotacdes em torno dos eixos X, y € z 0

R(6)=R.(0,)R,(6,)R«(6y) /

Os angulos 6y, 6y e 8, denominam-se por angulos de
Euler.

Embora as rotagcoes nao se possam trocar, € possivel
encontrar 3 outros angulos de Euler, para outra ordem
de aplicacdo das transtormacdes, que produzem o
mesmo efeito.
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Rotacao em torno de eixo
arbitrario (que cruza a origem)

* Alternativamente, poder-se-ia deduzir uma expressao gue faz
a mesma transformacao usando 0s seguintes passos:

1. Rodar, segundo y, o vetor v que passa pelo
eixo de rotacédo, por forma coloca-lo no plano Y,

Xy

2. Rodar em z por forma a que o vector de 1
fique coincidente com 0 €ixo x

3. Rodar em torno do eixo x do valor 6

4. Desfazer as rotacdes dos passos 1 e 2, pela z
ordem inversa.

R(6)=Ry(-6y)R(-0:)Rx(0)R-(6)Ry(6y)
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Rotacao em torno dum eixo
gue Nao passa na origem

* Usa-se o resultado anterior, mas com a seguinte alteracao:

1. Mover um ponto (pr) do eixo para a

origem
2 Rodar R(6) M = T(pr)R(O)T(-pr)
3. Mover o ponto de volta para a sua

posicao inicial

Y

. Y Y
A
A P
® ®
/Pf
X X ﬁrx X
z/ / Z

Z

y
A
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Transformacoes de
iINnstanciacao

Em modelacéao, os objetos primitivos estao normalmente
centrados na origem, orientados com 0s €iX0s principais e
com um determinado tamanho

A0S vertices desses objetos “primitivos” aplicam-se
transtformacodes que seguem muitas vezes o0 padrao:

e Escala P Y, N

e Transformacéo de
* QOrientacéo T Instanciac&o

. / Comum
e Posicionamento |
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Transformacoes de
iINnstanciacao

 Mas também é possivel aplicar uma sequéncia arbitraria de
transformacdes geomeétricas (acumulacao), sem nenhuma
ordem especial gue n&do a definida pelo modelador.

A maior parte do software adopta a ordem fixa TRS:
* Blender
 Unity
* Maya

* efcC.
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Deformacao Transversa em
2D

a=tan©

FACULDADE DE B . ,
FCt CIENCIAS E TECNOLOGIA Computacéao Grafica e Interfaces Fernando Birra
........................



Deformacao Transversa

 Exemplo dum caso particular em 3D

Y ¥

|

A matriz de deformacao transversa, para o caso geral, é

dada por:
1 a b 0] |
c 1 d 0 X' =X+ ay+ bz
e f 1 0 Yy =Yy +CX + dz
O O O 1 Z’:Z+eX+fy
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Operacdes comutativas

e Apesar de, no caso geral, a ordem das transformacdes ser importante,
em alguns casos pode trocar-se a ordem das operacdes visto serem
comutativas:

 S(a, b, c)S(d, e, f)=9(d, e, f)S(a, b, c)=S(ad, be, cf)
+ T(ab,c)T(d e f)=T(d, e f) T(a b, c) = T(a+d, b+e, c+f)
* Ri(®)Ri(d) = Ri(P)Ri(0) = Ri(O+9), i € {xy,Z}
* R«(B) S(a, k, k) = S(a, k, k) R«(6)
Escala uniforme em dois dos

* Ry(O) S(k, a, k) = S(k, a, k) Ry(6) eixos e rotacdo no 3° eixo

* Rz(0) S(k, k, a) = S(k, k, a) Rz(0)
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