Capitulo 1

Programacao Dinamica

(Dynamic Programming)
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Problema
dosS

Numeros de Fibonacci
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Numeros de Fibonacci

Qual é o valor de F(7)7

(O n=2~0

F(n)=< 1 n=1

 Fn—1)+F(n—2) n>2
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Solucao Recursiva por Forca Bruta

long fibRec( int n ) {

int res;
if(n==0 | n==1)
res = n;
else
res = fibRec(n—-1) 4+ fibRec(n —2);
return res;

Qual é a complexidade temporal de fibRec(n)?
Quantas chamadas recursivas, nCR(n), sao efetuadas durante a execu-

cao de fibRec(n)?
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Complexidade da Solucao Forca Bruta

7 6 5 4 — 3 — 22— 1
— 0
— 1
— 22— 1
— 0
- 3—2—1
— 0
— 1
4 9 Chamadas
S 15 Chamadas

Facto: nCR(n) € O(¢"), onde ¢ = 1+2\/§ ~ 1.618 é 0 numero de ouro.
Portanto, a complexidade temporal de fibRec(n) € exponencial.
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Caracteristica do Problema

O numero de sub-problemas distintos a resolver € polinomial. Para

calcular o valor de F(n) s6 precisamos dos valores de:

F(n—-1), F(n—-2), ..., F(1), F(0)

A funcao fibRec(n) executa chamadas recursivas repetidas.
Técnicas de Desenho de Algoritmos Aplicaveis
e Funcao-Memoria (memoization): algoritmo recursivo (top-down)
e Programacao Dinamica: algoritmo iterativo (bottom-up)

Em ambas, cada sub-problema é resolvido, no maximo, uma vez, guar-

dando-se a solucao numa ‘“tabela” .
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Solucao com Funcao-Memoria

long fibMem( int n ) {
long[] tab = new long[n + 1];
for (inti=0; i<n; i++)

tab[i] = —1; Complexidade temporal:
return fioMem(tab, n); fioMem(n) = ©(n)
}
Complexidade espacial:
long fibMem( long]] tab, int n ) { fibMem(n) = ©(n)
iIf ( tab[n] == -1 ) {
if(n==0 | n==1)
tab[n] = n;
else
tab[n] = fibMem(tab, n—1) 4 fibMem(tab, n—2);
}
return tab[n];
}
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Solucao com Programacao Dinamica
Aplicacao Direta da Técnica

long fibDP( int n ) {
long[] tab = new long[n 4 1];
// Position 0: Base case.

tab[O] = 0O;
// Position 1: Base case.
tab[l] = 1;

// Recursive case.

for (inti=2; i<n; i4++4+)
tabl[i] = tab[i— 1] 4 tab[i —2];

return tab[n];

Complexidade temporal:
fioDP(n) = ©(n)

Complexidade espacial:
fioDP(n) = ©(n)
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Solucao com Programacao Dinamica
Versao Otimizada

long fibIter( int n ) {
if(n==0 ] n==1)
return n;

long penultimate;

long last = O;

long current = 1;

for (inti=2; i<n;, i+4){
penultimate = last;
last = current;
current = penultimate + last;

}

return current;

Complexidade temporal:
fiblter(n) = ©(n)

Complexidade espacial:
fiblter(n) = ©(1)
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Problema
dosS

Caixotes de Morangos

Lucro Maximo
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Caixotes de Morangos — Lucro (1)

O dono de uma pequena cadeia de (L > 1) mercearias adquiriu (C > 1)
caixotes de morangos e quer saber como deve distribuir os caixotes

pelas lojas de forma a maximizar o lucro que pode obter.

Devido as caracteristicas de cada loja (localizacdao, capacidade de ar-
mazenamento, nimero médio de clientes, etc.), o lucro esperado com
a venda dos morangos varia, nao so6 de loja para loja, como também
consoante o numero de caixotes enviados para cada |loja. Mas o dono
sabe estimar o lucro obtido com o envio de um numero de caixotes
para uma determinada loja (para qualquer numero de caixotes entre 1

e C e qualquer loja). Estas estimativas estao na tabela Lucros.

Por razdes administrativas, cada caixote é indivisivel (i.e., 0 seu con-
teldo nao pode ser repartido por varias lojas). Ndo é necessario enviar
caixotes para todas as lojas.
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Caixotes de Morangos — Lucro (2)

Assuma que ha trés lojas (L = 3), cinco caixotes de morangos (C = 5)

e que a tabela Lucros tem os seguintes valores (em euros):

Numero de Caixotes
0 1 2 3 4 5

Lucros

Loja O

0.00

1.50

3.50

4.50

6.00

6.50

Loja 1

0.00

2.50

5.00

5.50

5.50

5.50

Loja 2

0.00

2.00

3.00

5.50

6.00

6.00

Se se enviassem trés caixotes para a Loja 0, zero caixotes para a Loja

1 e dois caixotes para a Loja 2, o lucro seria:

4.50 + 0.00 + 3.00 = 7.50 euros.
Qual € o lucro maximo?
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Resolucdao do Problema (1)

Identificacao das lojas: 0,1,...,.L—1
Numero de caixotes a distribuir: C

Lucro com o envio para a Loja 7 de j caixotes: Lucros[:][j]
(com ¢=0,...,.L—-1 e 57=0,...,C)

L(i,7) € o lucro maximo com O envio para as lojas 0,1,...,: de j
caixotes:
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Resolucdao do Problema (2)

Identificacao das lojas: 0,1,...,.L—1
Numero de caixotes a distribuir: C

Lucro com o envio para a Loja 7 de j caixotes: Lucros[:][j]
(com ¢=0,...,.L—-1 e 57=0,...,C)

L(i,7) € o lucro maximo com O envio para as lojas 0,1,...,: de j
caixotes:

e (O caixotes) Se j =0, L(i,7) =0;
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Resolucao do Problema (3)

Identificacao das lojas: 0,1,...,.L—1
Numero de caixotes a distribuir: C

Lucro com o envio para a Loja 7 de j caixotes: Lucros[:][j]
(com ¢=0,...,.L—-1 e 57=0,...,C)

L(i,7) € o lucro maximo com O envio para as lojas 0,1,...,: de j
caixotes:

e (O caixotes) Se j =0, L(i,7) =0;

e (1s6loja)Sei=0ej>1, L(ij)= Lucros[i[j];

Margarida Mamede, DI — FCT NOVA ADA, 2019/20, Capitulo I 15



Resolucao do Problema (4)

Identificacao das lojas: 0,1,...,.L—1
Numero de caixotes a distribuir: C

Lucro com o envio para a Loja 7 de j caixotes: Lucros[:][j]
(com i=0,...,.L—-1 e j=0,...,C)

L(i,7) € o lucro maximo com O envio para as lojas 0,1,...,: de j
caixotes:

e (O caixotes) Se j =0, L(i,7)=0;
e (1s6loja)Sei=0ej>1, L(i,7)= Lucros[i][j];

e (Caso geral) Sei>1 e j > 1, enviam-se k caixotes para a Loja 1,

para algum £ =0,1,...,7, € Oos restantes para as lojas O0,1,...,72— 1.
Portanto:

L3, 5) = nax. (Lucros[i][k] +£(i — 1,5 — k) ).
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Resolucao do Problema (5)

Qual é o valor de £(L —1,C)7

(0 j=0

L@, ) = d Lucros[i][j] i=0e j2>1

max <Lucros[i][k]+£(i—1,j—k)) i>1 e j>1

| 0<k<j

No caso do exemplo, qual € o valor de £(2,5)7

luc 0 1 2 3 4 5
O 0015|3545 [6.0/6.5
1 [0.0]25(5.0/55|55|55
2 10.0/20|3.0/55(6.0|6.0
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Programacdao Dinamica da Funcao £ (1)
Passo 1: Obter memoria para tabelar a funcao

(0 j=0
L@, ) = 4 Lucros|i][j] i=0¢€e j>1

L ' ) — 1.7 — > 1 > 1
\Ongl?%(j< ucros[i][k] + £(i — 1, k)) i>1 e j>

luc 0 1 2 3 4 5
O [00|15|/3.5(45]6.0|6.5
1 [|0.0/25]50|55|55|55
2 10.0/20[|3.0/55]6.0|6.0

N = O D
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Programacao Dinamica da Funcao L (2)

Passo 2: Tratar a(s) base(s) da recursividade
(Caso j = 0, primeira coluna)

(0 j=0
L@, ) =4 Lucros|i][j] i=0¢€e j>1
Lucros|z[k L(i—1,7—k ' >1 e 52>1
| gnax, (Lucrosl]lkl + LG - 1,5 —k) ) i21 e 52
luc 0 1 2 3 4 5 L 0 1 2 3 4 5
O (00153545 |6.0/6.5 0/0.0
1 0.0, 25|5.0/55]|55|5.5 1]/0.0
2 |0.0/20[3.0/55|6.0|6.0 2|0.0
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Programacao Dinamica da Funcao £ (3)

Passo 2: Tratar a(s) base(s) da recursividade
(Caso 1 =0 e j > 1, restante primeira linha)

(0 j=0

L@, ) =4 Lucros|i][j] i=0¢€e j>1

L ) ), — 1.9 — > 1 > 1
\o”g";?%ﬁ ucros[i][k] + £(i — 1, k)) i>1 e j>

luc 0 1 2 3 4 5 L 0 1 2 3 4 5
O [00/15|3.5(45]6.0|6.5 0 00|15]35/45|6.0]6.5
1 [0.0]25(50/55|55]5.5 1/0.0
2 10.0/2.0/3.0/55|6.0/6.0 210.0
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Programacdao Dinamica da Funcao L (4)

Passo 3: Tratar o caso geral
(Caso 7 >1 e j > 1, tabelacdo por linhas)

(0 j=0
L0, ) = 4 Lucros|i][j] i=0¢e j>1

Lucros|:||k — 1,5 —k > 1 > 1
| gnax, ((Lucroslillk] + LG - 1,j—k) ) izl e j2

O 1 2 3 4 5
00[15]35/45|6.0|6.5
0.0]25|50|65]85|9.5
0.0

luc 0 1 2 3 4 5
O [00/15|3.5(45]6.0|6.5
1 [0.0/25]50|55]|55|55
2 10.0/]20(3.0(55(6.0/6.0

N = O D
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Programacao Dinamica da Funcao £ (5)

Passo 3: Tratar o caso geral
(Caso 7 >1 e j > 1, tabelacdo por linhas)

(0 j=0

L0, ) = 4 Lucros|i][j] i=0¢e j>1

Lucros|:||k — 1,5 —k > 1 > 1
| gnax, ((Lucroslillk] + LG - 1,j—k) ) izl e j2

o 1 2 3 4 5
0.0/1.5/35(45|6.0| 6.5
0.0/25|5.0/65|85| 9.5
0.0/25|5.0/7.0|8.5|10.5

luc 0O 1 2 3 4 5
0O [0.0]1.5/35]45|6.0|6.5
1 [|0.0/25]5.0|55|55|55
2 10.0/20[3.0(55(6.0/6.0

N = O D
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Programacao Dinamica da Funcao L (6)

L[2][4] = max( Lucros[2][0] + £[1][4] , Lucros[2][1] + £[1][3] ,
Lucros[2][2] 4+ £[1][2] , Lucros[2][3] + £[1][1] ,

Lucros[2][4] 4+ L£[1][O] )

= max( 0.00 4+ 8.50 : 2.00 4+ 6.50 :

3.00 4+ 5.00 : 5.50 + 2.50 :

6.00 + 0.00 )

= max( 8.50 , 8.50 :

8.00 : 8.00 :

6.00 )
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// The values in profit first column (O crates) are ignored.

double strawberriesP( double[][] profit ) {
INt nShops = profit.length;
int nCols = profit[0].length;
double[][] maxProf = new double[nShops][nCols];
// Column O — O crates.
for (inti=0; i< nShops;, i++4+ )
maxProfli][0] = O;
// Row 0 — Only one shop.
for (intj=1; j< nCols; j++4)
maxProf[0][j]] = profit[0][j];

// Remaining cells, filled by rows.
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// Remaining cells, filled by rows.
for (inti=1; i< nShops i++4 )
for (intj=1; j<nCols; j++ ) {
maxProfli][i]] = maxProf[i — 1][j];
for (intk =1; k<=j;, k++){
double value = profit[i][k] + maxProf[i — 1][j — K];
iIf ( value > maxProffi][j] )

maxProf[i][i]] = value;

t

return maxProf[nShops — 1][nCols — 1];
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Complexidade Temp. de strawberriesP

(L = profit.length, C = profit[0].length — 1)

Primeiro Ciclo

Segundo Ciclo

Terceiro Ciclo

Total

Margarida Mamede, DI — FCT NOVA

L—1 L—1

> =2
=1 ]:1 1=1
= O(LC?

ADA, 2019/20, Capitulo I

o(L)
e(C)
C(C+1)
2
(L C?)
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Complexidades
(L = profit.length, C = profit[0].length — 1)
Temporal

strawberriesP O (L C?)

Espacial

strawberriesP O(LC)
Matriz maxProf tem L linhas e C + 1 colunas.
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Problema
dosS

Caixotes de Morangos

Distribuicio Otima
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Caixotes de Morangos — Distr.Ot. (1)

O dono de uma pequena cadeia de (L > 1) mercearias adquiriu (C > 1)
caixotes de morangos e quer saber como deve distribuir os caixotes

pelas lojas de forma a maximizar o lucro que pode obter.

Devido as caracteristicas de cada loja (localizacdao, capacidade de ar-
mazenamento, nimero médio de clientes, etc.), o lucro esperado com
a venda dos morangos varia, nao so6 de loja para loja, como também
consoante o numero de caixotes enviados para cada |loja. Mas o dono
sabe estimar o lucro obtido com o envio de um numero de caixotes
para uma determinada loja (para qualquer numero de caixotes entre 1

e C e qualquer loja). Estas estimativas estao na tabela Lucros.

Por razdes administrativas, cada caixote é indivisivel (i.e., 0 seu con-
teldo nao pode ser repartido por varias lojas). Ndo é necessario enviar
caixotes para todas as lojas.
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Caixotes de Morangos — Distr.Ot. (2)

Assuma que ha trés lojas (L = 3), cinco caixotes de morangos (C = 5)

e que a tabela Lucros tem os seguintes valores (em euros):

Numero de Caixotes
0 1 2 3 4 5

Lucros

Loja O

0.00

1.50

3.50

4.50

6.00

6.50

Loja 1

0.00

2.50

5.00

5.50

5.50

5.50

Loja 2

0.00

2.00

3.00

5.50

6.00

6.00

Se se enviassem trés caixotes para a Loja 0, zero caixotes para a Loja

1 e dois caixotes para a Loja 2, o lucro seria:

4.50 4+ 0.00 4+ 3.00 = 7.50 euros.

Como encontrar uma distribuicao 6tima (i.e. que maximize o lucro)?
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Resolucao do Problema

Identificacao das lojas: 0,1,...,.L—1
Numero de caixotes a distribuir: C

Lucro com o envio para a Loja 7 de j caixotes: Lucros[:][/]
(com ¢=0,...,.L—-1 e 57=0,...,C)

L(i,7) € o lucro maximo com O envio para as lojas 0,1,...,7 de j
caixotes:

e (0O caixotes) Se =0, L(z,7) =0;
e (1s6loja)Sei=0ej>1, L(:,5)=Lucros[i][j];

e (Caso geral) Sei>1 e j > 1, enviam-se k caixotes para a Loja 1,

para algum £k=0,1,...,7, € os restantes para as lojas 0,1,...,72—1.
Portanto:

L£(i,7) = max ( Lucros[i][k] + £( — 1,7 — k) ) .
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Programacdao Dinamica da Funcao £ (1)
(0 j=0

L0 ) = 4 Lucros|i][j] i=0¢€e j>1

max ( Lucros|:||k L(t1—1,9—k >1 e 3>1
- gmax ( (k] + LG ~1.5 k) ) i>1 e j>

Lucros O 1 2 3 4 5 (Numero de Caixotes)
Loja O 0.0/15|35/45]|6.0| 6.5
Loja 1 0.0/2.5]5.0|55|55| 55
Loja 2 0.0/20]3.0/55|6.0| 6.0

L O 1 2 3 4 5 (Numero de Caixotes)
lojas O 0.0/15/35(45]6.0| 6.5
lojas 0,1 0.0/25]|5.0/6.5][85| 9.5
lojas 0,1,20.0/25(5.0|7.0[8.5]10.5
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Programacao Dinamica da Funcao L (2)

L[2][4] = max( Lucros[2][0] + £[1][4] , Lucros[2][1] + £[1][3] ,
Lucros[2][2] 4+ £[1][2] , Lucros[2][3] + £[1][1] ,

Lucros[2][4] 4+ L£[1][O] )

= max( 0.00 4+ 8.50 : 2.00 4+ 6.50 :

3.00 4+ 5.00 : 5.50 + 2.50 :

6.00 + 0.00 )

= max( 8.50 , 8.50 :

8.00 : 8.00 :

6.00 )
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O que deve ser guardado
para se poder construir uma distribuicao oétima?

L[2][4] = max( Lucros[2][0] 4+ £[1][4] , Lucros[2][1] + £[1][3] ,
Lucros[2][2] 4+ £[1][2] , Lucros[2][3]+ £[1][1] ,
Lucros[2][4] 4+ L£[1][O] )
= max( 0.00 4+ 8.50 : 2.00 4+ 6.50 :
3.00 4+ 5.00 : 5.50 + 2.50 :
6.00 + 0.00 )
= max( 8.50 : 8.50 ,
3.00 : 8.00 :
6.00 )
D[2][4] = O

D[2][4] é o numero de caixotes a enviar para a Loja 2,
quando ha 4 caixotes para distribuir pelas lojas 0, 1, 2.

(E o valor do “k que maximiza”.)
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O que deve ser guardado
para se poder construir uma distribuicao o6tima?
(0 j=0

£(i, ) = ¢ Lucros|i][/] i=0e j>1

Lucrosf:lk] + L(:— 1,7 — k > 1 > 1
| gnax ((Lucroslillk] + LG - 1,j—k) ) iz1 e j2

D(i,7) € o numero de caixotes a enviar para a Loja 1,
quando ha j caixotes para distribuir pelas lojas 0,1, ...,z.

e (0O caixotes) Se =0, D(i,j) = 0;
e (1s6loja)Sei=0ej>1, D(G,j) =j;
e (Casogeral) Sei>1ej>1, D(,j) =k, ondek’ é qualquer

valor em {0,1,...,5} tal que Lucros[:][K |+ L(:— 1,7 — k') = L(14, 7).
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O que deve ser guardado
para se poder construir uma distribuicao oétima?

L O 1 2 3 4 5 (Numero de Caixotes)
lojas O 0.0/1.5]35]45|6.0| 6.5
lojas 0,1 0.0/25]|5.0(6.5|8.5| 9.5
lojas 0,1,20.0/2.5|/5.0|7.0/8.5|10.5

D O 1 2 3 4 5 (Numero de Caixotes)
lojas O O 1 2 | 3| 4 5
lojas 0,1 0 1 2 | 2| 2 2
lojas 0,1,2| O | O | O 1 O 1

Margarida Mamede, DI — FCT NOVA ADA, 2019/20, Capitulo I 36



Construc3do da Distribuicido Otima

D O 1 2 3 4 5 (Numero de Caixotes)

lojas O o1, 2|3 |4 |5

lojas 0,1 o1, 22|22

lojas 0,1,2] O | O L O | 1|0 |1

Problema D Distribuicao

(2,5) D[2][5] =1 1 Restam 5 — 1 = 4 caixotes
(1,4) D[1][4] =2 2 |1 Restam 4 — 2 = 2 caixotes
(0,2) D[0][2] = 2 2 | 2] 1 Restam 2 — 2 = 0 caixotes

(_170)
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// The values in profit first column (0 crates) are ignored.
Pair<Double,int[]> strawberriesD( double[][] profit ) {
INt nShops = profit.length;
int nCols = profit[0].length;
double[][] maxProfTab = new double[nShops][nCols];
int[][] distrTab = new int[nShops][nCols];
compMaxProfit(profit, maxProfTab, distrTab);

double maxProfit = maxProfTab[nShops — 1][nCols — 1];

int[] optDistr = new int[nShops];
compDistr(distrTab, nShops — 1, nCols — 1, optDistr);

return new PairClass<Double,int[]>(maxProfit, optDistr);
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void compMaxProfit( double[][] profit, double[][] maxProfit,
int[][] distr ) {

INnt nShops = profit.length;

int nCols = profit[0].length;

// Column O — O crates.

for (inti =0; i< nShops;, i++ ) {
maxProfit[i][0] = O;
distr[i][0] = O;

¥

// Row 0 — Only one shop.

for (intj=1; j<nCols; j++ ) {
maxProfit[0][j] = profit[0][j];
distr[O][J] = J;

}

// Remaining cells, filled by rows.
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// Remaining cells, filled by rows.
for (inti=1; i< nShops i++4 )
for (intj=1; j<nCols; j++ ) {
maxProfit[i][j]] = maxProfit[i — 1][j];
distrl[i][j] = O;
for (intk =1; k<=j; k++){
double value = profit[i][k] + maxProfit[i — 1][j — k];
if ( value > maxProfit[i][j] ) {
maxProfit[i][j]] = value;

distr[i][j] = k:
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Complexidade Temp. de compMaxProfit

(L = profit.length, C = profit[0].length — 1)

Primeiro Ciclo

Segundo Ciclo

Terceiro Ciclo

Total

Margarida Mamede, DI — FCT NOVA
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void compDistr( int[][] distrTab, int shop, int crates, int[] optDistr ) {
if (shop>=0) {
int cratesToShop = distrTab[shop][crates];
optDistr[shop] = cratesToShop;
compDistr(distrTab, shop — 1, crates — cratesToShop, optDistr);
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void compDistr( int[][] distrTab, int shop, int crates, int[] optDistr ) {
if (shop>=0) {
int cratesToShop = distrTab[shop][crates];
optDistr[shop] = cratesToShop;
compDistr(distrTab, shop — 1, crates — cratesToShop, optDistr);

}

void compDistr( int[][] distrTab, int shop, int crates, int[] optDistr ) {
while ( shop >=0 ) {
int cratesToShop = distrTab[shop][crates];
optDistr[shop] = cratesToShop;
shop — —;
crates —= cratesToShop;

}
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Complexidades

(L = profit.length, C = profit[0].length — 1)

compMaxProfit

Temporal

compDistr (Chamada inicial (_,L—1, _, _))
©(L) chamadas/passos, cada uma/um ©(1).

strawberriesD

strawberriesD

Matriz maxProfTab tem L linhas e C' 4+ 1 colunas;
Matriz distrTab tem L linhas e C 4+ 1 colunas.

Margarida Mamede, DI — FCT NOVA

Espacial

ADA, 2019/20, Capitulo I
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Problema
da

Maior Subsequéncia Comum

(Longest Common Subsequence)
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Maior Subsequéncia Comum

b d ¢ a b a Subsequéncia: a b a
a b c¢c b d a b Comprimento: 3

L d ¢ a b a Subsequéncia: bcab
a b c b d a b Comprimento: 4

Dadas duas sequéncias:

X = (21 2o 23 - xm) (Mm>1)

Y

(y1 y2 y3 - yn) (n2>1),

calcular o comprimento das maiores subsequéncias comuns a X e Y.
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Resolucdao do Problema (1)

X = (x1 o> 3 -+ Tm) (m>1)
Y = (y1 v2 ¥3 - yn) (n>1)

C(7,7) € o comprimento das maiores subsequéncias comuns a X;

eYj:

s
[

(z1 @2 23 -+ z;) (12>0)
Y, = (y1 v2 yz -+ y;) (G=>0)
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Resolucdao do Problema (2)

X = (21 o 23 -+ xm) (Mm>1)
Y = (y1 v2 y3 -+ yn) (n2>1)

C(7,7) € o comprimento das maiores subsequéncias comuns a X;
ey;:

X; = (1 20 z3 -+ x;) (12>0)
Y, = (y1 v2 y3 ~-- y;) (1=0)

e Se:=0o0uj=0,
eSei1>1,j>1eux =yj,

eSei>1,j>1eux; £y
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Resolucao do Problema (3)

X = (21 o 23 -+ xm) (Mm>1)
Y = (y1 v2 y3 -+ yn) (n2>1)

C(7,7) € o comprimento das maiores subsequéncias comuns a X;
ey;:

X; = (1 20 z3 -+ x;) (12>0)
Y, = (y1 v2 yz -+ y;) (G=>0)
e Sei=0o0uj=0, C(i,7) = 0;

eSei1>1,j>1eux =yj,

eSei>1,j>1eu#y;,
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Resolucao do Problema (4)

X = (21 o 23 -+ xm) (Mm>1)
Y = (y1 v2 y3 -+ yn) (n2>1)

C(7,7) € o comprimento das maiores subsequéncias comuns a X;

ey;: |
X; = (1 20 z3 -+ x;) (12>0)
Y, = (y1 v2 yz -+ y;) (G=>0)
e Sei=0o0uj=0, C(i,7) = 0;

eSei>1,j>1eu#y,
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Resolucao do Problema (5)

X = (21 2o 23 - xm) (Mm>1)
Y = (y1 v2 y3 -+ yn) (n2>1)

C(7,7) € o comprimento das maiores subsequéncias comuns a X;

ey;: |
X; = (1 20 z3 -+ x;) (12>0)
Y, = (y1 v2 yz -+ y;) (G=>0)
e Sei=0o0uj=0, C(i,7) = 0;

eSei>1,j>lem#y;, C(,j)=max(C(i—1,7),Clj—-1)).
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Resolucao do Problema (6)

X = (x1 o> 3 -+ Tm) (m>1)
Y = (y1 v2 ¥3 - yn) (n>1)

Qual € o valor de C(m,n)?

e i=0 ou =0

max<C(i—1,j), C(i,j—l)) i1>1,7>21 e z; Fy;

\

No caso do exemplo, qual € o valor de C(6,7)7

X = (b dcaba)
Y = (abcbdab)
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Programacao Dinamica da Funcao C

(0 i=0 ou j=

C(i,j)={ 1+CGE—-1,j-1) 121,521 e x;=yj

max(C(i—l,j), C(i,j—l)) i>1,5>1 e z; #vyj

\

a b c¢c b d a b

C 01 2 3 4 5 6 7

O 00O 0O O 0O 0O

b1 0 0 1 1 1 1 1 1
d2 0 01 1 1 2 2 2
c3 00 1 2 2 2 2 2
a4 01 1 2 2 2 3 3
b5 01 2 2 3 3 3 4
a6 0 1 2 2 3 3 4 4
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// The values in seqX[0] and seqV¥Y|[0] are ignored.
int LCS( char[] segX, char[] seqY ) {
int[][] maxLength = new int[segX.length][seqY.length];
// Row 0 — seqgX is empty.
for (intj =0; j<seqgY.length; j++ )
maxLength[0][j] = O;
// Column 0 — seqV is empty.
for (inti=1; i< segX.length; i4++4+ )
maxLengthli][0] = O;

// Remaining cells, filled by rows.
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// Remaining cells, filled by rows.
for (inti=1; i< segX.length; i4++ )
for (intj=1; j <seqVY.length; j++4 )
if ( segX[i] == seaY][j] )
maxLengthli][j] = 1 4+ maxLengthli — 1][j — 1];
else if ( maxLength[i — 1][j] >= maxLength[i][j — 1] )
maxLength[i][i] = maxLength[i — 1][j];
else

maxLengthli][j] = maxLengthl[i][j — 1];

return maxLength[segX.length — 1][seqY.length — 1];
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Complexidades
(m = segX.length — 1, n = seqY.length — 1)

Temporal
LCS O(mn)

Primeiro ciclo: ©(n)
Segundo ciclo: ©(m)
Terceiro ciclo: ©(mmn)

Espacial
LCS O(mn)

Matrix maxLength tem m + 1 linhas e n + 1 colunas.
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Problema
da

Multiplicacao de uma Cadeia
de Matrizes

(Matrix-Chain Multiplication)
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Multiplicacao de Duas Matrizes

a1 a2

m X k

blj
- b2j — -
A , = Cij
| bk
kX n m X n

k
Cij = D inbn;
h=1

Multiplicacao2Matrizes(m, k,n) = ©(m x n x k)

Margarida Mamede, DI — FCT NOVA
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Multiplicacao de Cadeia de Matrizes

My X Mo X M3 X Mgy
2x50 50x100 100x200 200 x 30

((Ml X M2> X M3) X Mgy 62 000 produtos

(M7 x (Mo x M3)) X My 1032000 produtos
(Ml X MQ) X (M3 X M4) 616 000 produtos

M1 x ((Ms x M3z) x My) 1303 000 produtos

LoD

My x (Mo x (M3 x My)) 753 000 produtos

Dadas as dimensoes das matrizes:
My X Moy X Mz X  --- X  Mp
do d1 do dz -+ dp_1 dn
qual € o numero minimo de produtos para calcular Mq X --- X M7
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Resolucdao do Problema (1)

My X Moy X Mz X --- X  Mp
do d1 do dz -+ dp_1 dn

P(i,j) € o numero minimo de produtos para calcular M; x - - -

(com ¢ < 5):

Margarida Mamede, DI — FCT NOVA ADA, 2019/20, Capitulo I

X M ;

60



Resolucdao do Problema (2)

My X Moy X Mz X --- X  Mp
do d1 do dz -+ dp_1 dn

P(i,j) € o numero minimo de produtos para calcular M; x - - -

(com ¢ < 5):
o Se =y,

e Se 1<y,
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Resolucao do Problema (3)

My X Moy X Mz X --- X  Mnp
do d1 do dz -+ dp_1 dn

P(i,j) € o numero minimo de produtos para calcular M; x - - -

(com 7 < 4):
e Sei=3j, P(i,5)=P>,1)=0;

e Se 1<y,
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Resolucao do Problema (4)

M1><M2><M3>< X  Mpy
do dy do dz -+ dp—1 dn

P(i,5) € o numero minimo de produtos para calcular M; x --- x M,

(com i < j):

e Sei=y3j, P(i,5) =P(i,1) =0;

e Se i < j, a dltima operagdo € (M; x --- X My) X (Mp41 X --- X M;),
para algum k = +¢,i+ 1,...,57 — 1, efetuando-se d;_1d;dj produtos
nessa ultima operacao.

Portanto:

PG, )= min (PGR) +Ph+1.5) +di1djdy )

Margarida Mamede, DI — FCT NOVA ADA, 2019/20, Capitulo I 63



Resolucao do Problema (5)

My X Moy X Mz X --- X  Mnp
do d1 do dz -+ dp_1 dn

Qual é o valor de P(1,n)7

(0 i =
P(i,j) =«

min (PGR) + PO+ 1))+ diadjdy ) i<

\

No caso do exemplo, qual € o valor de P(1,4)7

My X Mo X M3 X Mg
2 50 100 200 30
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Programacao Dinamica da Funcao P (1)

(0 i =37
Pl,j) =4 . . .
‘min ( P(i, k) + Pk + 1,7) + d;_1d;dy, ) i < g
| 1<k<j
Ml X M2 X M3 X M4
2 50 100 200 30
P[1][3] = min( P[1][1] 4+ P[2][3] + 2 x 200 x 50

P[1][2] + P[3][3] + 2 x 200 x 100 )

= min( 1020000 , 50000 )
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Programacao Dinamica da Funcao P (2)

(0 i =7
PG, j) =9 . . . .
‘min ( P(i, k) + Pk + 1,7) + d;_1d;dy, ) i < g
| 1<k<j
Ml X M2 X M3 X M4
2 50 100 200 30
P11 = 0| Pos = 0| P33z = 0| Psa =

P12 = 10000 | Po3 = 1000000 | P34 = 600000

P13 = 50000 | Py = 750000

P14 = 62000
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// Matrix i has dims[i — 1] rows and dimsJi] columns.

long matrixChainMult( int[] dims ) {
long|[][] minProd = new long[dims.length][dims.length];

// Base case: 1 matrix.
for (inti=1; i< dims.length; i+4 )
minProdli][i] = O;
// Recursive case: d is the difference between the indices.
for (intd =1; d < dims.length—1; d4+4 )
// iis the left index.
for (inti=1; i< dims.length—d; i+4+ ) {
// Jj is the right index.
intj =i+ d;
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// Recursive case: d is the difference between the indices.
for (intd =1; d < dims.length—1; d++ )
// iis the left index.
for (inti=1; i< dims.length—d; i+4+ ) {
intj=i+4d; //]isthe right index
int fixedFacts = dims[i — 1] * dims[j];
minProd[i][j] = minProd[i4 1][j] + fixedFacts * dimsJi];
for (intk =i+ 1, k<j, k++4+ ) {
long value = minProd|[i][K] + minProd[k + 1][j] +
fixedFacts * dims|k];
iIf ( value < minProdli][j] )
minProd[i][j] = value;

t

return minProd[1][dims.length — 1];

}
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Complex. Temp. de matrixChainMult
(n = dims.length — 1)

Primeiro Ciclo (caso base) O(n)

Segundo Ciclo (caso geral)

n—1 n—d j—1 n—1 n—d n—1 n—d

> 2 21l = > Y U-1-i+l) = d

d=1 i=1 k=i d=1 i=1 d=1 i=1
n—1 n—1 n—1 n—1

=Y (n-dd = Y (nd-d?) = nd d - Y d?
d=1 d=1 d=1 d=1
(n—1)n (n—1)n(2n—1)

- 2 6
1 1 1

— §n3_|_...) _ (§n3_|_...) — 6n3+... = On3)
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Complexidades

(n = dims.length — 1)

Temporal

matrixChainMult ©(n3)

Espacial

matrixChainMult ©(n?)
Matrix minLength tem n+ 1 linhas e n 4+ 1 colunas.

Margarida Mamede, DI — FCT NOVA ADA, 2019/20, Capitulo I 70



Problema

do

Robotruck

Margarida Mamede, DI — FCT NOVA

ADA, 2019/20, Capitulo I
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Robotruck (1)

There is a robotic truck that distributes mail packages to several loca-
tions in a factory. The robot sits at the end of a conveyer at the mail
office and waits for packages to be |loaded into its cargo area.

The robot has a maximum load capacity, which means that it may
have to perform several round trips to complete its task. Provided that
the maximum capacity is not exceeded, the robot can stop the conveyer
at any time and start a round trip distributing the already collected
packages. The packages must be delivered in the incoming order.

T he distance of a round trip is computed in a grid by measuring the
number of robot moves from the mail office, at location (0,0), to the
location of delivery of the first package, the number of moves between
package delivery locations, until the last package, and then the number
of moves from the last location back to the mail office. The robot
moves a cell at a time either horizontally or vertically in the factory
plant grid.
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Robotruck (2)

For example, consider four packages, to be delivered at the locations:

(1,2), (1,0), (3,1), (3,1).

By dividing these packages into 2 round trips K

of 2 packages each, the number of moves is 3
3+2+1=6 (first trip) 1 o34
44+0+4+4=8 (second trip) o 5
® ° -
0 1 2 3 4

Notice that the two last packages are delivered at the same location

and thus the number of moves between them is 0.

Margarida Mamede, DI — FCT NOVA ADA, 2019/20, Capitulo I 73



Robotruck (3)

Given:

the robot maximum load capacity: C

the sequence of delivery locations: (z1,v1), (z2,vy2), ..., (xn,yn)
the package weights: w1, Wo, ..., Wpy
(n>1, z;,y; >0 and 1 <w; <(C, forevery i=1,...,n) compute the

minimum distance the robot must travel to deliver all packages.

3
5 ol C =10
A o34 Locais: (1,2), (1,0, (3,1), (3,1), (1,1)
2 Pesos: 3, 2, 4,4, 3
Qe ® -
0 1 2 3 4
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Resolucdao do Problema (1)

Capacidade do robot: C
Locais das entregas: (z1,vy1), (z2,v2), ..., (xn,yn)
Pesos dos pacotes: w1, Wo, ..., Wpy

Distancia entre Locais

d((z,y), (',y")) é a distancia entre os locais (z,y) e (2/,v'):

d((z,y), (', ¢) = |z—2' |+ |y—v |
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Resolucdao do Problema (2)

Capacidade do robot: C
Locais das entregas: (z1,vy1), (z2,v2), ..., (xn,yn)
Pesos dos pacotes: w1, Wo, ..., Wpy

Distancia de round trip

r(z,7) € a distancia da viagem completa, da base até a base, para

entregar os pacotes i,i+1,...,57 (com i < j):
r(i,7) = d((0,0), (x4, yi))
j—1
+ > d((@k, vk)s (Tp+1,Vk+1))
k=i
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Resolucao do Problema (3)

Capacidade do robot: C

Locais das entregas: (z1,vy1), (z2,v2), ..., (xn,yn)
Pesos dos pacotes: w1, Wo, ..., Wpy
D(7) € a distancia minima para entregar os pacotes 1,...,7 (¢ > 1):
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Resolucao do Problema (4)

Capacidade do robot: C

Locais das entregas: (z1,vy1), (z2,v2), ..., (xn,yn)
Pesos dos pacotes: w1, Wo, ..., Wpy
D(7) € a distancia minima para entregar os pacotes 1,...,7 (¢ > 1):
e Sei=1, D(i) =r(1,1);

e Sei1=2¢ew;+wy <C(C,
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Resolucao do Problema (5)

Capacidade do robot: C

Locais das entregas: (z1,v1), (z2,y2), ..., (xn,yn)
Pesos dos pacotes: w1, Wo, ..., Wpy
D(7) € a distancia minima para entregar os pacotes 1,...,7 (¢ > 1):
e Sei=1, D() =r(1,1);
e Sei1=2¢ew;+wy <C(C, D(i) = r(1,2);

oSei=3ew1—|—w2—|—w3§C,
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Resolucao do Problema (6)

Capacidade do robot: C

Locais das entregas: (x1,vy1), (z2,v2), ..., (xn,yn)
Pesos dos pacotes: w1, W, ..., Wny
D(7) € a distancia minima para entregar os pacotes 1,...,7 (1 > 1):
e Sei=1, D(i) =r(1,1);
e Sei=2¢cwi+wy<C, D) = r(1,2);

e Sei=3ewitwr4+w3z3<C, Du)=r(1,3);

e Se (zz: wk) <C,

k=1
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Resolucao do Problema (7)

Capacidade do robot: C

Locais das entregas: (x1,vy1), (z2,v2), ..., (xn,yn)
Pesos dos pacotes: w1, W, ..., Wny
D(7) € a distancia minima para entregar os pacotes 1,...,7 (1 > 1):
e Sei=1, D(i) =r(1,1);
e Sei=2¢cwi+wy<C, D) = r(1,2);

e Sei=3ewitwr4+w3z3<C, Du)=r(1,3);

e Se (z’&: wk> <C, D(1) = r(1,1);

k=1
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Resolucao do Problema (8)

Capacidade do robot: C

Locais das entregas: (z1,vy1), (z2,v2), ..., (xn,yn)
Pesos dos pacotes: w1, Wo, ..., Wpy
D(7) € a distancia minima para entregar os pacotes 1,...,7 (¢ > 1):

1
e Se (Z wk> > (J, quais os pacotes entregues na ultima viagem?
k=1
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Resolucao do Problema (9)

Capacidade do robot: C

Locais das entregas: (z1,vy1), (z2,v2), ..., (xn,yn)
Pesos dos pacotes: w1, Wo, ..., Wpy
D(7) € a distancia minima para entregar os pacotes 1,...,7 (¢ > 1):

1
e Se (Z wk> > C, quais 0s pacotes entregues na ultima viagem?
k=1
— apenas o ultimo pacote (uma alternativa que existe sempre)
Distancia minima:
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Resolucao do Problema (10)

Capacidade do robot: C

Locais das entregas: (z1,vy1), (z2,v2), ..., (xn,yn)
Pesos dos pacotes: w1, Wo, ..., Wpy
D(7) € a distancia minima para entregar os pacotes 1,...,7 (¢ > 1):

1
e Se (Z wk> > (J, quais os pacotes entregues na ultima viagem?
k=1
— apenas o ultimo pacote (uma alternativa que existe sempre)
Distancia minima: »(4,i) + D(i — 1)
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Resolucao do Problema (11)

Capacidade do robot: C

Locais das entregas: (z1,vy1), (z2,v2), ..., (xn,yn)
Pesos dos pacotes: w1, Wo, ..., Wpy
D(7) € a distancia minima para entregar os pacotes 1,...,7 (¢ > 1):

1
e Se (Z wk> > (J, quais os pacotes entregues na ultima viagem?
k=1

— apenas o ultimo pacote (uma alternativa que existe sempre)
Distancia minima: »(4,i) + D(i — 1)

— 0S 2 ultimos pacotes, se a soma dos seus pesos nao exceder C
Distancia minima:
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Resolucao do Problema (12)

Capacidade do robot: C

Locais das entregas: (z1,vy1), (z2,v2), ..., (xn,yn)
Pesos dos pacotes: w1, Wo, ..., Wpy
D(7) € a distancia minima para entregar os pacotes 1,...,7 (¢ > 1):

1
e Se (Z wk> > (J, quais os pacotes entregues na ultima viagem?
k=1

— apenas o ultimo pacote (uma alternativa que existe sempre)
Distancia minima: »(4,i) + D(i — 1)

— 0S 2 ultimos pacotes, se a soma dos seus pesos nao exceder C
Distancia minima: r(t — 1,i) + D(1 — 2)
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Resolucao do Problema (13)

Capacidade do robot: C

Locais das entregas: (z1,vy1), (z2,v2), ..., (xn,yn)
Pesos dos pacotes: w1, Wo, ..., Wpy
D(7) € a distancia minima para entregar os pacotes 1,...,7 (¢ > 1):

k=1
— apenas o ultimo pacote (uma alternativa que existe sempre)
Distancia minima: »(4,i) + D(i — 1)

1
e Se (Z wk> > (J, quais os pacotes entregues na ultima viagem?

— 0S 2 ultimos pacotes, se a soma dos seus pesos nao exceder C
Distancia minima: r(t — 1,i) + D(1 — 2)

— 0S 3 ultimos pacotes, se a soma dos seus pesos nao exceder C
Distancia minina: r»(1 —2,7) + D(1 — 3)
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Resolucao do Problema (14)

Capacidade do robot: C

Locais das entregas: (x1,y1), (2,y2), ..., (Tn,yn)
Pesos dos pacotes: w1, W, ..., Wpy
D(i) € a distancia minima para entregar os pacotes 1,...,: (i > 1):

k=1

— apenas o ultimo pacote (uma alternativa que existe sempre)
Distancia minima: r(i,7) + D(i — 1)

— 0S 2 ultimos pacotes, se a soma dos seus pesos nao exceder C
Distancia minima: (¢t — 1,7) + D(1 — 2)

— 0S 3 ultimos pacotes, se a soma dos seus pesos nao exceder C
Distancia minina: (¢t — 2,7) + D(: — 3)

— e assim sucessivamente. Qual € a melhor alternativa?

1
e Se (Z wk> > (J, quais 0s pacotes entregues na ultima viagem?
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Resolucao do Problema (15)

Capacidade do robot: C

Locais das entregas: (xz1,vy1), (z2,v2), ..., (Tn,yn)
Pesos dos pacotes: w1, Wo, ..., Wpy
D(i) € a distancia minima para entregar os pacotes 1,...,7 (i« > 1):

1
o Se (Z wk) > (', a ultima viagem leva os pacotes j,7+1,...,2—1,1,
k=1
para algum j (entre 2 e 4) tal que w; +wjyr+ -+ w; <C

D) = min ( r(i,1) + D@G—-1) |,
r(e—1,9) + D(GE—-2)
r(i—2,i9) + D(GE—-3)

rGi)  + DG - 1)

N’
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Resolucao do Problema (16)

Capacidade do robot: C
Locais das entregas: (z1,vy1), (z2,vy2), ..., (xn,yn)
Pesos dos pacotes: w1, W, ..., Wny

Qual é o valor de D(n)7?

r(1,1) (Z wk) <C
. k=1
D(i) = |
min ( r(7,1) +D( — 1) ) caso contrario
{1 1<iSie (Thaywe) <C

Para o exemplo seguinte, qual é o valor de D(5)7?
C =10 Locais (1,2), (1,0), (3,1), (3,1), (1,1) Pesos 3, 2, 4, 4, 3
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Programacao Dinamica da Funcdao D (1)

r(1,1) (Z wk) <C
, k=1
D(i) = |
min ( r(7,1) +D(j —1) > caso contrario
{1 1<iSie (Thaywe) <C

C =10 Locais (1,2), (1,0), (3,1), (3,1), (1,1) Pesos 3, 2,4, 4, 3

D 6 6 | 12
O 1 2 3 4 5

D[1] = r(1,1) = 3+3 = 6
D[2] = r(1,2) = 34241 = 6
D3] = r(1,3) = 3424344 = 12
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Programacao Dinamica da Funcao D (2)

r(1,1) (Z wk) <C
, k=1
D(i) = |
min ( r(7,1) +D(j —1) > caso contrario
{1 1<iSie (Thaywe) <C

C =10 Locais (1,2), (1,0), (3,1), (3,1), (1,1) Pesos 3, 2,4, 4, 3

D 6 6 | 12 | 14
O 1 2 3 4 5

D[4] = min( »(4,4)+D[3] , r(3,4)+D[2] , r(2,4)+DJ[1] )

= min( 8+ 12 : 8+ 6 : 8+ 6 )
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Programacao Dinamica da Funcao D (3)

r(1,1) (Z wk) <C
, k=1
D(i) = |
min ( r(7,1) +D(j —1) > caso contrario
{1 1<iSie (Thaywe) <C

C =10 Locais (1,2), (1,0), (3,1), (3,1), (1,1) Pesos 3, 2,4, 4, 3

D 6 6 | 12 | 14 | 18
O 1 2 3 4 5

DI5] = min( r(5,5) +D[4] , r(4,5)+D[3] )

= min( 4+ 14 : 8+ 12 )
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Problema
do

Jogo da Piramide
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Jogo da Piramide (1)

No jogo da Piramide, o jogador recebe uma piramide de numeros in-
teiros. O objetivo é efetuar um percurso do topo da piramide até a
base que maximize a soma dos numeros do percurso.

O 5 2 —6 5

O percurso comeca no topo da piramide. Em cada ponto do percurso
(que nao pertenca a base da piramide), o jogador € obrigado a descer
para 0 numero que se encontra imediatamente a esquerda ou imediata-
mente a direita do ponto onde se encontra. O percurso termina assim
que se chega a base da piramide.
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Jogo da Piramide (2)

Considere os dois seguintes percursos na piramide (e os seus valores):

Valor 29

Se a piramide tiver n niveis (n > 1),
esta guardada numa tabela com n
linhas e n colunas, como se ilustra
na figura da direita.

.
3 9
1 -1
2 7 4 4
2 -6 5
Valor 30
0 1 2 3 4
0| 7
1/ 3 9
2/ 8 1 -1
3| 2 7 4 4
4/ 0 5 2 -6 5

Dada uma piramide, qual € o valor maximo dos percursos do topo até

a base?
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Resolucdao do Problema (1)

Piramide com n > 1 niveis: int[n][n] P

V(i,7) € o valor maximo dos percursos desde a posicao (i,j) ateé
a base (com:=0,1,....n—1 e 7=0,1,...,7):
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Resolucdao do Problema (2)

Piramide com n > 1 niveis: int[n][n] P

V(i,7) € o valor maximo dos percursos desde a posicao (i,j) ateé
a base (com:=0,1,....n—1 e 7=0,1,...,7):

e (Posicao pertence a base) Sei=n—-—1, V(i,5) = Pli][j];
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Resolucao do Problema (3)

Piramide com n > 1 niveis: int[n][n] P

V(i,7) € o valor maximo dos percursos desde a posicao (i,j) ateé
a base (com:=0,1,....n—1 e 7=0,1,...,7):

e (Posicao pertence a base) Sei=n—-—1, V(i,5) = Pli][j];

e (Caso geral) Se i < n — 1, desce-se pela esquerda ou pela direita.

Portanto:

V(i,j) = max( PLllj]+V(@i+1,5), PEll]+V(@i+1,5+1))
= PLEI[]+max( V(i+1,5), Vi+1,j+1) ).
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Resolucao do Problema (4)

Piramide com n > 1 niveis: int[n][n] P

Qual é o valor de V(0,0)7
([ P[i][j] i=n-—1

V(i,j) =
P[z'][j]—l—max(V(i—l—l,j), V(i—l—l,j—l—l)) 0<i<n—2
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Programacao Dinamica da Funcao V (1)

( P[] [7] i=n—1
e 0<j<i
V(i,7) =«
P14+ max ( V(Gi+1,5), V(i+1,j+1) ) 0<i<n-—2
\ e 0< 3L
P| O 1 2 3 4 Vi O 1 2 4
0 7 O
1 3 9 1
2 8 1 -1 2
3 2 7 4 4 3
4 O 5 2 —6 5 4 0 5 2 —6 5
V[4][1] = P[4][1]
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Programacao Dinamica da Funcao V (2)

( P[] [7] i=n-—1
e 0<7<1
V(i,7) = 4
P14+ max ( V(Gi+1,5), V(i+1,j+1) ) 0<i<n-—2

\ 0<3<1
Py, 0 1 2 3 4 vV 0o 1 2 3 4
O 7 0| 30
1| 3 9 1| 23 22
2|1 8 1 -1 2120 13 8
3| 2 7 4 4 3| 7 12 6 9
41 0 b 2 —6 b5 4,1 0 5 2 —6 b

V[2][1]

P[2][1] + max( V[3][1] , VI[3][2] )
1 4+ max( 12 6 )
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