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Numeros de Fibonacci

0 n=10
Fin)=41 =l

Fin-1)+Fin-2) =l @

@ @ @ @@
@

e Complexidade da implementagdo recursiva: (X2")
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0 n=10
Fin)=41 =l

Fin=-1)+Fi{n-2) n=l @ o

2011/2012 01-PD-ADA

Numeros de Fibonacci
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Numeros de Fibonacci

int Fibonaci (int n) {

int result = 0;

if (n > 0) {
int[] table = new int[n+1];
table[0] = 0;
table[l] = 1;
for (int i = 2; 1 < n; i++)

table[i] = table[i-1] + table[i-2]

result = table[n];

}

return result;

}

e Complexidade da solugao iterativa: ()
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Numeros de Fibonacci

e Embora seja um problema artificial, ilustra algumas
das caracteristicas da programacao dinamica:

e Subproblemas coincidentes

¢ Solugdo construtiva que permite eliminar calculos
repetidos
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Problema da Mochila (Knapsack)

ER
e Dados N objectos {1, ..., N} e uma mochila 15 *@\ .

.r-'

¢ Peso total na mochila ndo pode exceder P ‘

e Cada objecto tem um valor v, e um peso w;,

e Objectivo:
e Maximizar o valor transportado pela mochila sem
exceder o limite de peso

e Formalizacdo:
e Determinar o subconjunto A de {1, ...,N } que satisfaz a

condigdo:
.l Y "
max 21 - ral  que 2 W s F
i i
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Problema da Mochila

e Comparar diferentes abordagens:
e Soluc¢ao Exaustiva (Brute Force)
e Algoritmo Greedy

e Programagdo Dindmica
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Problema da Mochila

e Solucdo Exaustiva
¢ Avaliar todas as possibilidades e seleccionar o melhor
e Exemplo
*V,=70,W,=5
®V,=90, W, =5
*V,=130, W, =7

e P=10
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Problema da Mochila

¢ Solucgdo Exaustiva

e Subconjuntos:

L {} Lucro = o, Peso =0

2 {v} Lucro = 70, Peso = 5
3. {v,} Lucro = 9o, Peso = 5
4 v} Lucro = 130, Peso = 7
5. {v,v,} Lucro = 160, Peso =10
6. {v, v, } Lucro = 200, Peso =12
7. {v, v, } Lucro = 220, Peso = 12
8 {v,v, v, } Lucro = 290, Peso =17

e Complexidade é exponencial!

e Um conjunto de dimensdo n tem 2" subconjuntos
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Problema da Mochila

e Algoritmo Greedy

e Critério de selecgdo: a cada passo selecciona o objecto com
maior valor

e Exemplo
L] V1=7O,W1=5
V=90, W, =5
*Vv,=130,W;=7

e P=10

e Nem sempre encontra a solu¢do optima!
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Problema da Mochila

e Algoritmo Greedy

e (ritério de selecgdo: a cada passo selecciona o objecto com
maior valor

e Exemplo
[ ] V1=70,W1:5
®V,=90,wW,=5
* V,=130,W;=7

e P=10

e Nem sempre encontra a solugdo optima!

e Neste problema o primeiro objecto seleccionado impede que
se encontre a solu¢do 6ptima

2011/2012 01-PD-ADA 15

Metodologia

e Etapas para a constru¢dao de um algoritmo baseado
em programacao dindmica:

1. Caracterizar a estrutura da solu¢do dptima

2. Definir recursivamente o valor de uma solugdo
optima, em fungdo de solug¢Ges optimas de
subproblemas

3. Calcular o valor da solugdo 6ptima segundo uma
estratégia bottom-up

4. Construir soluc¢do a partir da informacdo obtida
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Metodologia

e Etapas para a constru¢do de um algoritmo baseado
em programacao dindmica:

1. Caracterizar a estrutura da solu¢ao optima

2. Definir recursivamente o valor de uma solugdo
optima, em fungdo de solugdes optimas de
subproblemas

3. Calcular o valor da solugdo éptima segundo uma
estratégia bottom-up

4. Construir solug¢do a partir da informacdo obtida
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Estrutura da Soluciao Optima

e Assumir o subproblema no qual conjunto de objectos
esta restrito a {1,...,i} com i < N e o peso maximo da
mochila é k < P

¢ L(i,k) denota o valor maximo que € possivel transportar
para este subproblema

¢ A solu¢do optima para o problema inicial estd em L(N,P)
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Metodologia

e Etapas para a constru¢do de um algoritmo baseado
em programacao dindmica:

1. Caracterizar a estrutura da solugdo éptima

2. Definir recursivamente o valor de uma solucao
optima, em funcdo de solu¢ées optimas de
subproblemas

3. Calcular o valor da solugdo 6ptima segundo uma
estratégia bottom-up

4. Construir solug¢do a partir da informacdo obtida
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Definir Solucio Optima

e Construcao da funcdo recursiva L(i,k)
e Nao existem objectos a transportar na mochila ou o
peso maximo é zero
e Nesse caso L(1,k) = o
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Definir Solucio Optima

e Construcdo da funcdo recursiva L(i,k)
e Nao existem objectos a transportar na mochila ou o
peso maximo € zero
e Nesse caso L(i,k) = o
e O peso do objecto i excede k

¢ O objecto i ndo ndo pode ser colocado na mochila. Nesse
caso L(i,k) = L(i-1,k)
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Definir Solucio Optima

e Construc¢do da fungdo recursiva L(i,k)

e Nao existem objectos a transportar na mochila ou o
peso maximo é zero
e Nesse caso L(i,k) = o

e O peso do objecto i excede k
e O objecto i ndo ndo pode ser colocado na mochila. Nesse

caso L(i,k) = L(i-1,k)

e (Caso contrario, é preciso comparar o lucro entre colocar
ou nao o objecto i na mochila
e max( L(i-1,k) , L(i-1,k-w;)+v;)
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Definir Solucio Optima

e Construcdo da funcao recursiva L(i,k)

|'n s¢  f=0Ovk=0
Eiik) e L0F =100 5 [=0ak=0aw =k
Wmnxlf_lr =LE) L =LE=w)+v) case  comirdrio
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Metodologia

e Etapas para a constru¢dao de um algoritmo baseado
em programacao dindmica:

1. Caracterizar a estrutura da solu¢do dptima

2. Definir recursivamente o valor de uma solugdo
optima, em fungdo de solug¢Ges optimas de
subproblemas

3. Calcular o valor da solug¢dao 6ptima segundo uma
estratégia bottom-up

4. Construir soluc¢do a partir da informacdo obtida
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Célculo da Solugio Optima

Calculo da Solugido Optima

0 3 =lvk =0 0 s =0y k=0
Liik) = L = 1K) 5e [>0ak>0aw >k Liik) = LF = 1K) 5e I=0ak>Daw >k
max(Lif = LK) Lii =Lk =w,)+v.) case  conirdrio max(Lif = LEpLif = L& =w)+v.) case  conrdrio
0 k | k+1 P
S e Exemplo
\
i e v, =70, w, = 5; v, = 90, w, = 5; vy = 130, wy = 7; P = 10
ik 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
i = - 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
i+1 1 0 >
2 0 >
3 0 N
N
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Calculo da Solugao Optima Calculo da Solugao Optima
0 5 =0y k=0 0 5 =0vk=0
Liik) e LAF=1.K) 5e I>0ak>0aw =k Liik) e LiF=1.K) 5e I=20ak>0aw =k
max({L(f = LK) Lii =Lk =w,)+v.} case  conirdrio max(Lif = LEpLif =L =w)+v.) caso  condrdrio
e Exemplo e Exemplo
e v, =70, w, =5; v, =90, w, = 5; vy =130, wy =7; P =10 e v, =70, w, = 5; v, =90, w, = 5; vy =130, wy =7; P =10
i\k| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 i\k| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 70 | 70 70 70 70 70 1 0 0 0 0 0 70 70 70 70 70 70
2 0 2 0 0 0 0 0 90 90 90 90 90 160
3 0 3 0
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Célculo da Solugido Optima

[n 5 fely k=0

Lii = 1.k} 5e [>0ak>0aw =k

Liik)
Wmnxlf_lr =Lk L =Lk =w)+v) case  conirdrio

e Exemplo
e v, =70, w, = 5; v, =90, w, = 5; vy = 130, wy = 7; P =10

Programacdo da Funcao L

int functionL(int[] v, int[] w, int N, int P) {
int[][] tableL = new int[N+1] [P+1];

for (int k=0; k < P; k++) //Linha 0: Base da recursivade
tableL[0] [k] = 0;

for (int i=0; i < N; i++) //Coluna 0: Base da recursivade
tableL[i] [0] = 0;

for (int i=1; i < N; i++) //Caso geral
for (int k=1; k £ P; k++)
if (w[i] > k)

ik 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 tableL[i] [k] = tableL[i-1][k];:
else {
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 int value = tableL[i-1] [k-w[i]] + v[i];
1 0 0 0 0 0 70 | 70 70 70 70 70 if (value > tableL[i-1][k])
tableL[i] [k] = value;
2 0 0 0 0 0 90 | 90 90 90 90 160 else
tableL[i] [k] = tableL[i-1][k]:
3 0 0 0 0 0 90 | 90 | 130 | 130 | 130 | 160 }
return tableL[N] [P];
}
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e Etapas para a constru¢do de um algoritmo baseado
for (int k=0; k < P; k++) (N F) A
em programacao dindmica:
for (int i=0; i < N; i++) NN) 1. Caracterizar a estrutura da solu¢do 6ptima
Sor (ink imir 4 £ Ny 1ol QN  F) 2. ]?eﬁnlr recurs1va~mente 0 Val~or d,e uma solugdo
for (int k = 1; k < P; kt+) optima, em fungdo de solug¢Ges optimas de
subproblemas
Total (N x P) 3. Calcular o valor da solugdo 6ptima segundo uma
estratégia bottom-up
4. Construir solugdo a partir da informacgao obtida
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Construgao da Solugao

Exemplo
e v, =70, w, = 5; v, =90, w, = 5; vy =130, wy =7; P

10

90 90 90

i\k 5
0 m
0 0 0 0 0 70 70 70 70 70
© A
> .
3 90

90 | 130 | 130 | 130 60

1
aerRE
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Construgao da Solugao

void solution(int[][] tablel, int[] w, int N, int P)

int k = P;
for (int i=N; i 2 1; i--)
if (tableL[i] [k] # tableL[i-1][k]) {
print(i);
k =k - wli];
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Caracteristicas da Programacao Dindamica

e Subestrutura 6ptima:
e Solugdo 6ptima engloba solu¢des dptimas para
subproblemas
e Subproblemas coincidentes:
¢ Solugdo recursiva resolve repetidamente os mesmos
subproblemas
¢ Sobreposi¢do de problemas
e Numero limitado de subproblemas

e Solugdo construtiva para eliminar calculo repetido de
subproblemas

* Nao é possivel aplicar um algoritmo Greedy

¢ Porque a escolha éptima local ndo conduz a uma escolha éptima
global
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Efectuar Troco

e Dado um conjunto de moedas com valores

1<d,<d,<..<d,

qual é o menor nimero de moedas necessarias para
efectuar um troco de valor N

e Exemplo:
e Troco de 3 euros e 45 céntimos

20112012 01-PD-ADA 36




Relembrar a Metodologia Efectuar Troco

e Etapas para a constru¢do de um algoritmo baseado e Dado um conjunto de moedas com valores

em programacao dindmica:
) o 1<d <d,<..<d,
1. Caracterizar a estrutura da solu¢do dptima

qual é o menor niimero de moedas necessdrias para

2. Definir recursivamente o valor de uma solugdo
efectuar um troco de valor N

optima, em fungdo de solugdes optimas de

subproblemas

o e Aplicar a metodologia referida no slide anterior...
3. Calcular o valor da solugdo éptima segundo uma

estratégia bottom-up

4. Construir solug¢do a partir da informacdo obtida
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Maior Sub-sequéncia Comum

Dadas duas sequéncias:
X=X X, ... X,
N e oA . Y=Y.Y,¥n
1. Programagao Dlnamlca Determinar a sub-sequéncia comum de maior

comprimento (LCS)
Carla Ferreira
(carla.ferreira@fct.unl.pt) Exemplo:

x=|A|B|lc|B|D|A]B]

Licenciatura em Engenharia Informatica

DI-FCT-UNL

vy=|B|D|c|a|B]|aA|
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Maior Sub-sequéncia Comum

LCS: BCAB

x=|A|Blc|B|DpD[A]|B]
I N
vy=[B|p|[clal[B]a]
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Maior Sub-sequéncia Comum

LCS: BCAB

x=|A|Blc|B|D[A]B]
‘//'///' /\ o // 1/:///7
vy=[B]p|[c|al[B]a]

LCS: BDAB
x=|A[B|lc|B[D|[A]|B]
7 -

y- B DT ¢ TATET 4|
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Maior Sub-sequéncia Comum

Solucdo Exaustiva
Considerar a inclusdo de cada caracter de X e Y
Total de sub-sequéncias em X: 2™
Total de sub-sequéncias em Y: 2"

Total de casos a analisar; 2™+

2011/2012 01-PD-ADA 42

Estrutura da Solucao Optima

X, denota o prefixo x, ... x; de X, ... X,
e X, denota a sequéncia vazia
Y; denota o prefixoy, ... y;deyy, ...y,

* Y, denota a sequéncia vazia

2011/2012 01-PD-ADA
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Estrutura da Solucio Optima

X, denota o prefixo X, ... x; de x, ... X,

¢ X, denota a sequéncia vazia
Y; denota o prefixoy, ... y;dey, ...y,

* Y, denota a sequéncia vazia

Comecar por determinar o comprimento da LCS entre X e Y,
Assumir o subproblema considerando apenas os prefixos X; e Y;

C(i,j) denota o comprimento da LCS entre as sequéncias X; e Y;

A solug¢do éptima para o problema inicial estd em C(m,n)

2011/2012 01-PD-ADA
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Definir Solucio Optima

Constru¢do da fungdo recursiva C(i,j)
Se uma das sequéncias é a sequéncia vazia
e Nesse caso o comprimento da LCS é zero, i.e, C(i,j) = 0
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Definir Solucao Optima

Construcao da fungdo recursiva C(i,j)

Se X; e Y; terminam no mesmo caracter X;=y;

Xi=| X, X, | Xia ‘ Xi
-
—
Yi=| Y. Y. i | Yi-l ‘ Y] ‘
Zk=| Z, . | Zy, zk=xi=Yi | Zk & a LCS entre Xi e Yj
2011/2012 01-PD-ADA
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Definir Solucio Optima

Construcdo da fungdo recursiva C(i,j)

Se X; e Y; terminam no mesmo caracter X;=y;
¢ Nesse caso o comprimento da LCS é C(i-1,j-1) + 1

Xi= | X, | X, | Xia ‘ X;
-—
=
Yi=| A | Y. | Yja ‘ Y ‘
Zk=| z, | | Zi, | Li=X=Yj | 7k é a LCS entre Xi e YJ
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Definir Solucio Optima

Construc¢do da fungdo recursiva C(i,j)

* SeX;eY, terminam em caracteres diferentes x;zy;

X~=|x |x Xl‘

Definir Solucio Optima

Constru¢do da fungdo recursiva C(i,j)

¢ SeX;eY;terminam em caracteres diferentes x;#y;
e Nesse caso o comprimento da LCS é max(C(i,j-1), C(i-1,j))

T

X={ x

i 1 xz i-1 xz i-1 xi
Yl = | YI Y2 oo | Yj-l Y] ‘ Yi = | YI Yz oo | Yj»l Y] ‘
Z,=| z, | Zi, | Zk= X | Zk=| Z, - | Zi, | Zk=Yj | Zk=| Z, - | Zi, | Zx= X | Zk=| Z, . | Z, | Zk=Yj |
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Definir Solugao Optima Calculo da Solucao Optima
0 se i=0vj=0
Construgdo da fungdo recursiva C(i,j) C.j) =5 Ci-Lj =D+l se i>0nj>0nx =y,
max(C(i -1,),C(,j -1)) se i>0/\j>0Axi==yj
0 se i=0vj=0
C@i,j))=CGIi-1,j-1)+1 se i>0nj>0nx =y,

max(C(i -1,/),CG,j-1)  se i>0nj>0nx =y, 61 2 3 4 5 6 7

A B C B D A B

0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 B 0 0 1 1 1 1 1 1

2 D 0 0 1 1 1 2 2 2

3 C 0 0 1 2 2 2 2 2

4 A 0 1 1 2 2 2 3 3

5 B 0 1 2 2 3 3 3 4

6 A 0 1 2 2 3 3 4 4
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Programacao da Funcao C

int functionC(char[] X, char[]

Y,

int M, int N) {

int[][] tableC = new int[M+1] [N+1];

for (int j=0; j < M; j++) //Linha 0: Base da recursivade

tableC[0] [k] = 0;

for (int i=0; i < N; i++) //Coluna 0: Base da recursivade

tableC[i] [0] = O;

for (int i=1; i < M; i++) //Caso geral

for (int j=1; j < N; J++)

if (X[i] == Y[3])

tableC[i] []j] =

tableC[i] []j] =

else

tableC[i] [§] =

return tableC[M] [N];

2011/2012

tableC[i-1][j-1] + 1;
else if (tableC[i-1]1[j] > tableC[i]l[j-1])
tableC[i-11[j];

tableC[1i] [j-1];

01-PD-ADA 52

Complexidade

for (int j=0; j < N; j++) CKfV)

for (int i=0; i < M; i++) O(M)

for (imt i=1; i < M; i++) O(M x N)
for (int j = 1; j < N; J++)

Total O(M x N)

2011/2012 01-PD-ADA
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Construcdo da Solugao (1/2)

void LCS (char([] X, char[] Y, int M, int N, int[][] tableL, char[][] move) {

for (int i=1; i < M; i++) //Caso geral

for (int j=1; j < N; j++)

if (X[4] == Y[3])

tableC[i] [j] =
move[i] [j] = ‘D';

}

{

tableC[i-1][J-1] + 1;

else if (tableC[i-1][j] 2 tableC[i][j-1]) {

tableC[i] [

move [i] []]

else {
tableC[1i
move [i] [

1
jl

2011/2012

il

(31

= tableC[i-1][j]:
o ;

= tableC[i] [j-11:
S
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Construgao da Solucao

0 1 2 4
A B C B D A B
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 B 0 0 1 1 1 1 1 1
AlR|le|lR|€e|€|RrR
2 D 0 0 1 1 1 2 2 2
AN A AR €| €
3 C 0 0 1 2 2 2 2 2
AN KR €A IAMA
4 alolr|rl2]2al2|3]3
R AAAM A K| €
s Blo|1|z2|z2|3|3|3]|4
AlRIAIR|€|A|R
6 A 0 1 2 2 3 3 4 4
RiAAAMAS A
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Construcgdo da Solucao

01 2 3 4 5 6

0 ojlojojojojolol]o
1 BlO|Oo|1|1|1]1]1]|:1
AR |l€|R|€e|€|R
2 plojof1f1f1|2|2]|z2
AP R €€
3 clojo|1|2f2]2]|2]|2
rAR|EAMNAMN
4 alof1|1|2]2]2]|3]|3
RIA AK€
5 Blo|1|2|2|3|3|3]|4
AIR|AIR| €K
6 Aalo|1|2]|2|3|3]|4a]4
RIA A2
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Construcdo da Solucao (2/2)

void printLCS(char[][] move, char[] X, int I, int J) {
if ( I>0 && J>0)
switch (move[I][J]) {

case 'D' : printLCS (move,X,I-1,J-1);
print (X[I]);
break;
case 'U' : printLCS (move,X,I-1,J);;:
break;
case 'L' : printLCS(move,X,I,J-1);
break;
}
}
2011/2012 01-PD-ADA 57

1. Programacgdao Dinamica

Carla Ferreira
(carla.ferreira@fct.unl.pt)

Licenciatura em Engenharia Informatica

DI-FCT-UNL

Problema da Produto de Matrizes

Produto de matrizes

k m
_>
n X =
\J

nxk kxm nxm

« E uma operacio associativa
(AxRAy) xRy = Ayx (A,xAj)

* Ndo é uma operagdo comutativa
A xA, # A,xA,
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Produto de Matrizes

int[] [] prodMatrix(int([] Al, int[] A2, int N, int K, int M)
//Al tem dimensdo [N+1] [K+1]
//A2 tem dimensdo [K+1] [M+1]

int[][] C = new int[N+1] [M+1];
for (int i=1; i < N; i++)
for (int j=1; j < M; j++)
Clil (31 = 0;
for (int r=1; < K; r++)
J

r
Cli]1[3] = C[i]1([3] + AL[i][r]xA2[r][]]

return C;
Sao necessarias NxKxM multiplica¢cdes escalares
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Produto de Matrizes

Exemplo
A,(10%x100), A,(100x10), A,(10x50), A, (50x30)

Existem 5 colocagGes possiveis de paréntesis
e A x (A,x (AyxA,)) -> 75M multiplicagbes escalares
o A x ((A,xA5) xA,) -> 230M multiplica¢des escalares
e (A;xA,) x (AyxA,) -> 28M multiplicagGes escalares
e (A% (A,xA;)) xA, -> 115M multiplica¢bes escalares
e ((A;xA,) xA;) xA, -> 30M multiplica¢bes escalares
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Produto de Matrizes

Qual é a ordem pela qual se devem multiplicar as
matrizes de forma a minimizar o niumero de
multiplica¢des?
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Problema do Produto de Matrizes

Dada uma cadeia de produtos de matrizes A, xA, x...xA
determinar a colocacdo de paréntesis que minimize o
numero total de multiplicagbes escalares
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Problema do Produto de Matrizes

Dada uma cadeia de produtos de matrizes A, xA,x..xA
determinar a colocagdo de paréntesis que minimize o
numero total de multiplicagdes escalares

n

Po <51 Py Ps Pn-1 Pn

Matriz 2, tem dimensédo p,_,p; (para 1<i<n)
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Estrutura da Soluciao Optima

A; . denota o produto das matrizes A;xA;,;x..xA,

Assumir que a solugdo 6ptima para o produto de
matrizes A,  divide o produto entre A, e A,,, para
algum inteiro k tal que 1<k<n
A colocagdo paréntesis para A, , também é 6ptima
Caso contrario existia uma melhor coloca¢do de
paréntesis para A, , e como consequéncia para A,

.n
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Estrutura da Solucdo Optima

M(i,Jj) denota o numero minimo de multiplicagGes
escalares para o cdlculode A; | (com i<j)

Solugdo optima para o problema original esta em M (1, n)
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Definir Solucio Optima

Construc¢do da fungdo recursiva M (1, J)
Sei = j, entaoM (i, j) =0

2011/2012 01-PD-ADA 67




Definir Solucio Optima

Construgdo da fungdo recursiva M (i, J)
Sei = j, entaoM(1i,73)=0
Se i < j,entdo escolher ovalor k (com i<k<j) que
minimize a ultima colocacdo de paréntesis
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Definir Solucio Optima

Construgdo da fungdo recursiva M (i, )

Sei = j, entaoM(1i,]j)=0

Se i < 7, entdo escolher ovalor k (com i<k<7j) que

minimize a ultima coloca¢do de paréntesis
°Sek = i,entdo A, A,
*Sek = i+l,entdo A,
e Sek = i+2,entdoA;
.

e Se k

-]

j-l,entdon; ., A
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Definir Solucio Optima

Construgdo da funcdo recursiva M (1, J)
Sei = j, entaoM (1, 73)=0
Se i < 7, entdo escolher ovalor k (com i<k<7j) que
minimize a ultima coloca¢do e paréntesis

C R A5

°eM(i,3) = M(i,k) + M(k+1,3) + Pi-1PyP5
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Definir Solucio Optima

Construc¢do da fungdo recursiva M (1, J)

0 se i=]
MUD =\ min(M(ik) + Mk +1.))+ ppp,)  se i<j

isk< j
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Definir Solucio Optima

0

se i=]j

MED = min(MG) + MK+ L)+ popp)  se i<
isk< j

Definir Solucio Optima

0

MED = min(M (i) + Mk +1,))+ pr e,
isk< j

Ay xRy x Ay XAy

se i=j

) se i<j

10

10 100 10 50 30
10 100 10 50 30
iy 1 2 3 4 iy 1 2 3 4
M(1,2) = min(M(1,1) + M(2,2) + 10x100x10)
1| o 1| o |1om 10000
2 0 S 2 0 | 5mM M(2,3) = min(M(2,2) + M(3,3) + 100x10x50)
3 0 [™ 3 0 | 15 = 50000
4 0 4 0 M(3,4) = min(M(3,3) + M(4,4) + 10x50x30)
= 15000
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. ~ £ . . A~ 2 .
Definir Solu¢dao Optima Definir Solu¢dao Optima
0 se i=j 0 se i=]
MED =1 min(MG k) + MK+ 1))+ ppp,)  se i< MED =1 min(MG k) + M+ 1))+ pppy)  se i<
isk< j ’ isk<j ’

Ay xRy X Ay xRy

100 10 50 30
i\j 1 2 3 4
M(1,3) = min(M(1,1)
1 0 10M | 15M M(1,2)
2 0 | soM| asm = min (100000,
3 0 15M M(2,4) = min(M(2,2)
A 0 M(2,3)
= min( 45000,
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+ M(2,3) + 10x100x50,
+ M(3,3) + 10x10x50)
15000) = 15000

+ M(3,4) + 100x10x30,
+ M(4,4) + 100x50x30)
200000) = 45000

74

Ay xRy xRy X Ry

10 100 10 50 30
iy 1 2 3 4
M(1,4) = min(M(1,1)
1 0 10M | 15M | 28M
M(1,2)
2 0 50M | 45M M(1,3)
3 0 |15M = min( 75000,
4 0 = 28000
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+ M(2,4) + 10x100x30,
+ M(3,4) + 10x10x30,
+ M(4,4) + 10x50x30)
28000, 30000)
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Programacdo da Funcao M

int functionM(int[] dim) {
int N = dim.length-1;
int[][] tableM = new int[N+1][N+1];

for (int i=1; i < N; i++) //Diagonal: cadeia com 1 matriz
tableM[i] [i] = 0;

for (int h=1; h < N; h++) //Caso geral: cadeia com h+l matrizes
for (int i=1; i < N-h ; i++) {
int j = i + h;
tableM[i] [§] = tableM[i+1][j] + dim[i-1]*dim[i]*dim[]];
for (int k=i+1l; k < j; J++) {
int valor = tableM[i] [k] + tableM[k+1][]] +
dim[i-1]1*dim[k]*dim[j];
if (valor < tableC[i][]j])
tableM[i] [j] = valor;
}

}
return tableM[1] [N];
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Complexidade

for (int i=1; i < N; i++) O(N)
for (int h=1; h < N; h++) O(N)
for (int i=1; i < N-h; i+4) O(N) OV

int j = i+h;

for (int k = i+1; k < j; k++) O(N)

Total O(N?)

2011/2012 01-PD-ADA
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Complexidade (ciclo do caso geral)

N-1N-h j-1 N-IN-h

SINi = I -D-i+D

h=1 i=1 k=i h=1 i=1

N-DN (N-DQN -1
N+ 6
= AN+ =GN+ =IN 4. = O(N?)
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Construgao da Solucao

M(1,2) = min(M(1,1) + M(2,2) + 10x100x10)
= 10000
M(2,3) = min(M(2,2) + M(3,3) + 100x10x50)

1 0 10M | 15M | 28M = 59000
1 2 2 M(3,4) = min(M(3,3) + M(4,4) + 10x50x30)
5 0 50M | 45M = 15000
2 2 M(1,3) = min( M(1,1) + M(2,3) + 10x100x50,
15M M(1,2) + M(3,3) + 10x10x50)
3 0 3 = min (100000, 15000) 15000
M(2,4) = min( M(2,2) + M(3,4) + 100x10x30,
4 0 M(2,3) + M(4,4) + 100x50x30)
= min( 45000, 200000) = 45000
M(1,4) = min(M(1,1) + M(2,4) + 10x100x30,
M(1,2) + M(3,4) + 10x10x30,
M(1,3) + M(4,4) + 10x50x30)
= min( 75000, 28000, 30000)
= 28000
2011/2012 01-PD-ADA

79




Construgao da Solugao

void matrizMult (int[] dim, int[][] tableM, int[][] pos) {
int N = dim.length-1;

for (int h=1; h < N; h++) //Caso geral: cadeia com h+l matrizes
for (int i=1; i < N-h ; i++) {
int j = i + h;
tableM([i] [j] = tableM[i+1][j] + dim[i-1]*dim[i]*dim[]];
pos[il[j] = i
for (int k=i+1l; k < J; j++) {
int valor = tableM[i] [k] + tableM[k+1][j] +
dim[i-1]1*dim[k]*dim[]j];
if (valor < tableC[i][j]) {
tableM[i] [j] = valor;
pos[il[j] = k
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Construgao da Solugao

. o | 1om| 15 | 28 pos(l,4) = 2
1 2 2 (A xRy) x (AyxRy)
2 o |2 pos(1,pos(1,4)) = pos(l,2) =1
3 0 15M e
3
4 0
pos (pos(1,4)+1,4) = pos(3,4) = 3
AsxA,
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Construgao da Solugao

. l;J-M 1;1\4 221\4 pos(1,4) = 2
(A xA,) x (AyxAy,)
0 52M 42M pos(1,pos(1,4)) = pos(1,2) =1
15M ByxBy
0 3 pos(l,pos(l,2)) = pos(l,1)
0 pos(pos(1,2)+1,2) = pos(2,2)
pos(pos(l,4)+1,4) = pos(3,4) = 3

A3xBy
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Construgao da Solucao

pos(1,1)
= pos(2,2)

pos (3, 3)
= pos (4, 4)

) o | 1o [ 15 | 28 pos(1l,4) = 2
1 2 2 (A xRy) x (A3xRy,)

2 0 52M 4;M pos (1,pos(1,4)) = pos(1,2) =1
A XA

3 0 1§M 1po;(l,pos(l,Z)) =

4 0 pos (pos (1,2)+1,2)

pos (pos(l,4)+1,4) = pos(3,4) = 3

AzxA,
pos (3,pos (3,4)) =
pos (pos (3,4)+1,4)

2011/2012 01-PD-ADA

83




Construgao da Solugao

void printMatrix(int([][] pos, int i, int j) {

if (i==3)

print ("A" + 1i);
else {

print (" (");

printMatrix(pos,i,pos([i][]j]):
printMatrix (pos,pos[i] [j1+1,3):
print(")");
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Escalonamento de uma Linha de Montagem

Existem 2 linhas de montagem, cada uma com n estag¢des
de trabalho

¢ Estagdes da linha de montagem 1:S, ;, S, ,, S, 5, ..., S,

* Estagdes da linha de montagem 2:s, ,, S, ,, S, 35, ..., S, ,

* Estacdes S, ; e S, ; realizam a mesma tarefa, mas tém diferentes
tempos de produgdo a, ; e a, ;

¢ Cada linha de montagem tem um tempo de entrada e, e e,, e um
tempo de saida x; e x,

* Existe um tempo de transferéncia t; ;da estagdo s, ;paraa
estagdo seguinte na linha de montagem oposta

Determinar a seleccdo das esta¢des de trabalho das 2 linhas de
montagem que minimizam o tempo de produgdo
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Exemplo: Linha de Montagem

station §; ;  station§;,  station §;;  station §; 4 station §; , | station S, ,

assembly line 1 @ @
2 completed
chassis ! P
cee auto
enters N
@ exits
assembly line 2 @ @
station S,  stationS,,  station S,y  station S, station S, , |  station S,
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Exemplo: Linha de Montagem

station §, | station §;,  station §);  station §, ;  station5, s  station 5,

assembly line 1

; 0 o
chassis completed

auto
enters »
exits
assembly line 2
station 85 | station 55,  station §,;  station §,,  station 5,5 station 5,
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Relembrar a Metodologia

Etapas para a constru¢do de um algoritmo baseado
em programacao dindmica:

1. Caracterizar a estrutura da solugdo 6ptima

N

Definir recursivamente o valor de uma solugdo
optima, em fungdo de solugdes optimas de
subproblemas

Calcular o valor da solugdo éptima segundo uma
estratégia bottom-up

W

4. Construir solug¢do a partir da informac¢do obtida

2011/2012 01-PD-ADA
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Exemplo: Linha de Montagem

Determinar a seleccdo das estagdes de trabalho das 2
linhas de montagem que minimizam o tempo de
produgdo

Aplicar a metodologia referida no slide anterior...
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2. Conceitos Basicos de Grafos

Planeamento
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Programacdo Dindmica
Introdugdo aos Grafos
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Complexidade Amortizada
Algoritmo de Prim

ITAD Fila com Prioridade Adaptavel
Algoritmo de Dijskstra

Filas Binomiais

Filas de Fibonacci

Algoritmo de Bellman-Ford

Fluxo Maximo: Algoritmo de Ford-Fulkerson
Algoritmo de Edmonds-Karp

Introdugdo a Teoria da Complexidade
Exemplos de Problemas NP

Redutibilidade entre Problemas de Decisdo
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O que é um Grafo?

Informalmente um grafo é um conjunto de nos
ligados por um conjunto de linhas ou setas

Grafo Simples

G=(V,A)
V - conjunto de vértices ou nds
A - colecgdo de arcos ou arestas
ACV xV

Sem lacetes

| | : : D V={123456)
D 2 : | A={(12).(1.3).(2.3).3.4).(6.5)}
Grafo Orientado Grafo Nao Orientado

Os arcos tém sentido

V={1,2,3,4,5,6}
A ={(12),(1,3),(2,3),(3,4),(6,5)}

2011/2012 02-GRAFOS-ADA

Os arcos ndo tém sentido, ou seja, (V,w) = (w,v)

V={1,2,3,4}
A={(2.0),3.D.(2.3),(3,4)}
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Grafo Pesado

Cada arco tém um peso (ou custo)

12 12
1 2 1 » 2
| ry

2 4 2 4
7 "7
3 4 3 *a
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Caminho

Sequéncia ndo vazia de vértices v,, v,, ..., v,, tal que,
para qualquer i =1,2, ...,n-1 temos que (v,v. )EA

Caminho: 1,2,3,1,2

1 2
f Comprimento: 4
2 4
| Comprimento Pesado: 30
"o
3 v Caminho Simples: 1,2,3,1 ou 1,2,3.4
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Ciclo

Grafo orientado: um caminho onde o primeiro e o
ultimo vértices sdo iguais

Grafo ndo orientado: um caminho onde o primeiro e o
ultimo vértices sdo iguais, e que ndo passa
repetidamente pelo mesmo arco

1 2 1 2
. . |
3 Y4 3 4
Ciclo: 3,1,2,3 Ciclo: 1,2,4,3,1
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Grafo Conexo

Grafo ndo orientado tal que:

Yv,w €V existe um caminho de v para w
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Grafo Fortemente/Fracamente Conexo

Grafo Fortemente Conexo: grafo orientado tal que:
Vv,wEV existe um caminho de v para w

Grafo Fracamente Conexo: grafo orientado tal que,
ignorando o sentido dos arcos:
Vv,w €V existe um caminho de v para w

1 2 1 2
Fortemente fr | 1 Fracamente
conexo conexo
v | . v
3 g 3 g
2011/2012 02-GRAFQS-ADA

Grafo Bipartido

Grafo ndo orientado G = (V,E) tal que V pode ser
particionado em 2 conjuntos V, e V, tais que para
qualquer arco (v,w) de E, v e w ndo pertencem ao
mesmo subconjunto
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Grau de um Vértice

Grafo ndo orientado: numero de arcos incidentes
Grafo orientado

Grau de entrada (in degree): nimero de arcos de
entrada

Grau de saida (out degree): numero de arcos de saida

1 »2 1 2
Y ¥ T
Grau de entrada de V1 é2 Numero de arcos incidentes
Grau de saida de V3 é2 ‘ | | deV2¢3
3 — 4 3 4
2011/2012 02-GRAFOS-ADA
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TAD Veértice

public interface Vertex<V> {
// Returns the vertex label.
V label( );

}
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TAD Arco

public interface Edge<V,E> {
// Returns the edge label.
E label( );

// Returns an array of length 2 with the edge end-vertices.
Vertex<V>[] endVertices( );

// Returns the edge end-vertex that is distinct from the specified vertex.
Vertex<V> oppositeVertex( Vertex<V> endVertex );

TAD Grafo

public interface AnyGraph<V,E> {
// Returns the number of vertices.
int numVertices( );

// Returns the number of edges.
int numEdges( );

// Returns an iterator of the vertices.
Iterator<Vertex<V>> vertices( );

} // Returns an iterator of the edges.
Iterator<Edge<V,E>> edges( );
// Inserts and returns a new (isolated) vertex
// associated with the specified label.
Vertex<V> insertVertex( V label );
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TAD Grafo TAD Grafo Ndo Orientado
public interface AnyGraph<V,E> { public interface UndGraph<V,E> extends AnyGraph<V,E> {
v // Returns the degree of the specified vertex.
// Removes the specified vertex and all its incident edges. int degree( Vertex<V> vertex );
void removeVertex( Vertex<V> vertex );
// Returns an iterator of the vertices adjacent to the specified vertex.
// Inserts and returns the edge (vertexl, vertex2) and Iterator<Vertex<V>> adjacentVertices( Vertex<V> vertex );
// associates it with the specified label.
Edge<V,E> insertEdge( Vertex<V> vertexl, Vertex<V> vertex2, E label ); // Returns an iterator of the edges incident upon the specified vertex.
Iterator<Edge<V,E>> incidentEdges( Vertex<V> vertex );
// Removes the specified edge. }
void removeEdge( Edge<V,E> edge );
// Returns true iff there is an edge of the form (vertexl, vertex2).
boolean edgeExists( Vertex<V> vertexl, Vertex<V> vertex2 );
1
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TAD Grafo Orientado

public interface Digraph<V,E> extends AnyGraph<V,E> {

// Returns the in-degree of the specified vertex.

Matriz de Adjacéncias (Sucessores)

int inDegree( Vertex<V> vertex ); 0 1 2 3 4
// Returns the out-degree of the specified vertex. 0 »oq 0
int outDegree( Vertex<V> vertex ); v | 0 1 0 0 0
1 0 0 0 1 0
// Returns an iterator of the vertices adjacent to the specified 4 2 1 0 0 1 0
// vertex along incoming edges to it. !
Iterator<Vertex<V>> inAdjacentVertices( Vertex<V> vertex ); - — i3 3 1 0 0 0 0
4 1 0 1 0 0
// Returns an iterator of the vertices adjacent to the specified
// vertex along outgoing edges from it.
Iterator<Vertex<V>> outAdjacentVertices( Vertex<V> vertex );
//Returns an iterator of the incoming edges to the specified vertex.
Iterator<Edge<V,E>> inIncidentEdges( Vertex<V> vertex );
//Returns an iterator of the outgoing edges from the specified vertex.
Iterator<Edge<V,E>> outIncidentEdges( Vertex<V> vertex );
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Lista de Adjacéncias (S ) C lexidad
Complexidade Matriz de Adjacéncias | Lista de Adjacéncias
8 1 i Temporal (de Sucessores) (de Sucessores)
Pesquisar Arco (v,w) O(1) O(#Suc(V))
e A= Y
v Pesquisar Sucessores v O(#V) O(#Suc(V))
2 '*4’( 0 ]’—.‘3 ; P R
4 esquisar Antecessores v | O(#V) O(#A)
v 3 ° "0 ; Inserir Arco (v,w) 0o(1) O(#Suc(V))
Y2 "3 Remover Arco (v,w o(1 O( #Suc(V
R I (vw) (1) (#Sue(V))
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Complexidade

Complexidade

. Matriz de Adjacéncias
Espacial

Lista de Adjacéncias

O((#V)?)

O(#V +#E)

2011/2012 02-GRAFOS-ADA
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3. Percursos em Largura e

Profundidade
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Redutibilidade entre Problemas de Decisdo
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Percurso em Profundidade

()
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Percurso em Profundidade

©
. f/f\ s /®\
TR (00

®

Ordem:a bd gc e £
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Percurso em Profundidade

void dfsTraversal( Graph graph ) {
boolean[] explored = new boolean[ graph.numVertices() 1];

for every Vertex v in graph.vertices()
explored[v] = false;

for every Vertex v in graph.vertices()

if ( 'explored[v] )
dfsExplore(graph, explored, v);
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Arvore em Profundidade (recursivo)

void dfsExplore( Graph graph, boolean[] explored, Vertex root ) {
TREAT(root);
explored[root] = true;
for every Vertex v in graph.outAdjacentVertices(root)
if ( lexplored[v] )
dfsExplore(graph, explored, Vv);

2011/2012 02-GRAFOS-ADA 20

Percurso em Profundidade (recursivo)

Ordem:a bd gc e £
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Arvore em Profundidade (iterativo)

void dfsExplore( Graph graph, boolean[] explored, Vertex root ) {
Stack<Vertex> foundUnexplored = new StackInlList<Vertex>();
foundUnexplored.push(root);
do {
Vertex vertex = foundUnexplored.pop();
if ( lexplored[vertex] ) {
TREAT(vertex); explored[vertex] = true;
for every Vertex w in graph.outAdjacentVertices(vertex)
if ( 'explored[w] )
foundUnexplored.push(w);
3

} while ( !foundUnexplored.isEmpty() );
}
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Percurso em Profundidade (iterativo)

o TN, 78

d c a

Ordem:a d ¢ b g e £
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Percurso em Largura

OO CLD AN

Hd%@
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Percurso em Largura

3CD\

O— /[ ofcRoNe
AN %
c—>d(—g

d b d a c

Ordem:a b c d g e £
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Percurso em Largura

void bfsTraversal( Graph graph ) {
boolean[] found = new boolean[ graph.numVertices() J;

for every Vertex v in graph.vertices()
found[v] = false;

for every Vertex v in graph.vertices()

if ( !found[v] )
bfsExplore(graph, found, v);

2011/2012 02-GRAFOS-ADA
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Arvore em Largura (iterativo)

void bfsExplore( Graph graph, boolean[] found, Vertex root ) {

Queue<Vertex> waiting= new QueueInArray<Vertex>(graph.numVertices()-1);

waiting.enqueue(root);
found[root] = true;
do {
Vertex vertex = waiting.dequeue(); TREAT(vertex);
for every Vertex w in graph.outAdjacentVertices(vertex)
if ( !found[w] ) {
waiting.enqueue(w);
found[w] = true;
3

} while ( !'waiting.isEmpty(Q) );
1 2012012 02-GRAFOS-ADA
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Complexidade

Percurso em Profundidade Recursivo
ou
Percurso em Profundidade Iterativo
ou
Percurso em Largura Iterativo

Implementac¢do

Matriz de Adjacéncias O((#V)?)

Lista de Adjacéncias O(#V +#A)

2011/2012 02-GRAFOS-ADA
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4. Ordenacao Topologica
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Algoritmo de Dijskstra

Filas Binomiais

Filas de Fibonacci

Algoritmo de Bellman-Ford

Fluxo Maximo: Algoritmo de Ford-Fulkerson

Algoritmo de Edmonds-Karp

Introdugdo a Teoria da Complexidade
Exemplos de Problemas NP

Redutibilidade entre Problemas de Decisdo

04-ADA-TS
2011/2012

Ordenacao Topologica

Dado um grafo G = (V,A), orientado e aciclico, uma
ordenacdo topologica é uma permutagdo de V tal que

Vx,y€V (x,y)EA=x precede vy
[
@
©
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Ordenacgao Topologica

Dado um grafo G = (V,A), orientado e aciclico, uma
ordenacdo topoldgica é uma permutacdo de V tal que

Vx,y€V (x,y)EA=x precede vy

@——> — Ordenagdes:
cbadcfeg

\
S
(o)
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Exemplo

Ordenagao: b
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Exemplo

Ordenagao: b a
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Exemplo

R

RO
(o)

Ordenagdo: b a d
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Exemplo

F

(s)

Ordenagdo: b a d c
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Exemplo

2)
Y

(s)

Ordenagdo: b a d ¢ £
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Exemplo

Ordenagdo: b a d c £ e
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Exemplo

Ordenagdo: b a d c f e g
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Antecessores @%—%%
a i ¥ Pa

Numero de antecessores
a 1
b 0
c 2
d 1
e 1
£ 1
g 2
Ordenagdo b

2011/2012 04-ADA-TS 12

Antecessores @%——@s
a z y Pa

Numero de antecessores
a 1 0 - - - - - -
b 0 - - - - - - -
c 2 2 1 0 - - - -
d 1 1 0 - - - - -
e 1 1 1 1 1 (V] - -
£ 1 0 0 0 0 - - -
g 2 2 2 2 2 1 -
Ordenagdo b a d c £ e g
2011/2012 04-ADA-TS 13




Ordenacao Topologica

void topologicalSort( Digraph graph ) {
Queue<Vertex> ready =
new QueueInArray<Vertex>( graph.numVertices() )
int[] inCounter = new int[ graph.numVertices() 1;

for every Vertex v in graph.vertices() {
inCounter[v] = graph.inDegree(v);
if ( inCounter[v] == 0 )
ready.enqueue(v);

2011/2012 04-ADA-TS

Ordenacao Topologica

while ( !ready.isEmpty() ) {
Vertex vertex = ready.dequeue();
TREAT(vertex);
for every Vertex w in graph.outAdjacentVertices(vertex) {
inCounter[w]—;
if ( inCounter[w] == 0 )
ready.enqueue(w);

2011/2012 04-ADA-TS 15

Teste a Aciclicidade

boolean isAcyclic( Digraph graph ) {
Queue<Vertex> ready =
new QueueInArray<Vertex>( graph.numVertices() );
int[] inCounter = new int[ graph.numVertices() 1;

for every Vertex v in graph.vertices() {
inCounter[v] = graph.inDegree(v);
if ( inCounter[v] == 0 )
ready.enqueue(v);

}

int numSortedVertices = 0;

2011/2012 04-ADA-TS

Teste a Aciclicidade

while ( !ready.isEmpty() ) {
Vertex vertex = ready.dequeue();
TREAT(vertex);
numSortedVertices++;
for every Vertex w in graph.outAdjacentVertices(vertex) {
inCounter[w]——;
if ( inCounter[w] == 0 )
ready.enqueue(w);

}
}
return numSortedVertices == graph.numVertices();
}
2011/2012 04-ADA-TS 17




Complexidade

Implementagdo

Ordenagdo Topoldgica

(grafo orientado e aciclico)

ou
Teste a Aciclicidade
(grafo orientado)

Matriz de Adjacéncias

O((#V)?)

Lista de Adjacéncias

O(H#V +#A)

2011/2012 04-ADA-TS

5. Arvore Minima de
Cobertura

Planeamento

Apresentacdo da disciplina

Programagdo Dindmica

Introdugdo aos Grafos

Percurso em largura e profundidade

Ordenacdo Topoldgica

Arvore Minima de Cobertura

ITAD Particdo

Complexidade Amortizada

Algoritmo de Prim

ITAD Fila com Prioridade Adaptavel

Algoritmo de Dijskstra

Filas Binomiais

Filas de Fibonacci

Algoritmo de Bellman-Ford

Fluxo Maximo: Algoritmo de Ford-Fulkerson

Algoritmo de Edmonds-Karp

Introdugdo a Teoria da Complexidade

Exemplos de Problemas NP

Redutibilidade entre Problemas de Decisdo

05-ADA-MST

2011/2012

Arvore de Cobertura

Um grafo G=(V,A) ndo orientado, diz-se conexo se
VYv,w EV existe um caminho de v para w

Um grafo G=(V,A) ndo orientado, diz-se um arvore se ¢ aciclico e
conexo

Dado grafo ndo dirigido e conexo G = (V, A), uma arvore abrangente é
sub-conjunto aciclico T € A, que liga todos os vértices
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Arvore de Cobertura

Um grafo G=(V,A) ndo orientado, diz-se conexo se
Yv,wEV existe um caminho de v para w

Um grafo G=(V,A) ndo orientado, diz-se um arvore se ¢é aciclico e
conexo

Dado grafo ndo dirigido e conexo G = (V, E), uma drvore abrangente ¢
sub-conjunto aciclico T C E, que liga todos os vértices

|
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Arvore Minima de Cobertura

Arvore de cobertura de custo minimo (nenhuma arvore de
cobertura tem custo menor)

’ O

1

/

2011/2012 05-ADA-MST

Arvore Minima de Cobertura

Arvore de cobertura de custo minimo (nenhuma 4rvore de
cobertura tem custo menor).

2011/2012 05-ADA-MST

Algoritmo de Kruskal

(3,6) 7 (5,7)
(4,5) 8 (1,3)
(6,8) 8 (2,5)
(1,2) 9 (7,9)

(5,8) 10 (8,9)
(4,6) 11 (2,3)
(3,4) 14 (7,8)

S o s B NN

/’\

\QQ\ A “/
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Algoritmo de Kruskal

1 (3,6) 7 (5,7)
2 (4,5) 8 (1,3)
2 (6,8) 8 (2,5)
4 (1,2) 9 (7,9)
4 (5,8) 10 (8,9)
6 (4,6) 11 (2,3)
7 (3,4) 14 (7,8)
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Algoritmo de Kruskal

1 (3,6) 7 (5,7)
2 (4,5) 8 (1,3)
2 (6,8) 8 (2,5)
4 (1,2) 9 (7,9)
4 (5,8) 10 (8,9)
6 (4,6) 11 (2,3)
7

(3,4) 14 (7,8)

2011/2012 05-ADA-MST

Algoritmo de Kruskal

@ ® @
® ® ®
© © ©

{1} {2} {3} {4} {5} {6} {7} {8} {9}
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Algoritmo de Kruskal

1 (3,6)

(2) & @
O (&) (o)
5

{1} {2} {3,6} {4} {5} {7} {8} {9}
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Algoritmo de Kruskal

1 (3,6)
2 (4,5)

(1) O] (o)
O——

{1} {2} {3,6} {4,5} {7} {8} {9}

Algoritmo de Kruskal

1 (3,6)
2 (4,5)
2 (6,8)

{1} {2} {3,6,8} {4,5} {7} {9}

Algoritmo de Kruskal Algoritmo de Kruskal
1 (3,6) 1 (3,6)
2 (4,5) 2 (4,5
2 (6,8) 2 (6,8)
4 (1,2) 4 (1,2)
4 (5,8)
S ONES OO O ORI O
o o 5 o 7\ ©
(o= O OO
{1,2} {3,6,8} {4,5} {7} {9} {1,2} {3,6,8,4,5} {7} {9}
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Algoritmo de Kruskal

1 (3,6)
2 (4,5)
2 (6,8)
4 (1,2)
4 (5,8)
6 (4,6)

{1,2} {3,6,8,4,5} {7} {9}

Algoritmo de Kruskal

1 (3,6)
2 (4,5)
2 (6,8)
4 (1,2)
4 (5,8)
6 (4,6)
7 (3,4)

@ 1 @ 2 @

{1,2} {3,6,8,4,5} {7} {9}
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Algoritmo de Kruskal Algoritmo de Kruskal
1 (3,6) 7 (5,7) 1 (3,6) 7 (5,7)
2 (4,5) 2 (4,5) 8 (1,3)
2 (6,8) 2 (6,8)
4 (1,2) 4 (1,2)
4 (5,8) 4 (5,8)
6 (4,6) 6 (4,6)
7 (3,4) 7 (3,4)
7 7
ZONES O O, ZONE O O,
O (&) N O, () O e
@ D @ @ T & 2 @
{1,2} {3,6,8,4,5,7} {9} {1,2,3,6,8,4,5,7} {9}
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Algoritmo de Kruskal

1 (3,6) 7 (5,7)
2 (4,5) 8 (1,3)
2 (6,8) 8 (2,5)
4 (1,2)
4 (5,8)
6 (4,6)
7 (3,4)

{1,2,3,6,8,4,5,7} {9}

20
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Algoritmo de Kruskal

1 (3,6) 7 (5,7)
2 (4,5) 8 (1,3)
2 (6,8) 8 (2,5)
4 (1,2) 9 (7,9
4 (5,8)
6 (4,6)
7 (3,4)

8\“\
O——O—
1 & 2 &
{1,2,3,6,8,4,5,7,9}
21
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TAD Particdo (n elementos)

Permite manter uma colecg¢io de conjuntos
dindmicos disjuntos

Cada conjunto caracterizado por representante, um
elemento do conjunto

Representante nao alterado devido a consultas a
estrutura de dados

Os elementos dos conjuntos sdo 0,1,2, .. ,n-1
Dominio = {0, 1, ..., n-1}

22
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Interface UnionFind

public interface UnionFind {

// Creates the partition {{0}, {1}, . . . , {domainSize - 1}}
// UnionFind( int domainSize );

// Returns the representative of the set that contains
// the specified element.
int find( int element ) throws InvalidElementException;

// Removes the two distinct sets S1 and S2 whose representatives
// are the specified elements, and inserts the set S1 U S2.

// The representative of the new set S1 U S2 can be any of

// its members.

void union( int representativel, int representative2 ) throws
InvalidElementException, NotRepresentativeException,

EqualSetsException;

23
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Fila de Prioridade de Arcos

MinPriorityQueue<E,Edge<?,E>> buildEdgesPQ( UndiGraph<?,E> graph ) {
int size = graph.numEdges(Q);
Entry<E,Edge<?,E>>[] auxArray =
(Entry<E,Edge<?,E>>[]) new Entry[size];

int pos = 0;
for every Edge<?,E> e in graph.edges()
auxArray[pos++] = new EntryClass<E,Edge<?,E>>(e.label(), e);

MinPriorityQueue<E,Edge<?,E>> priQueue =
new MinHeap<E,Edge<?,E>>(size, auxArray, size);

return priQueue;

24
2011/2012 05-ADA-MST

Arvore Minima de Cobertura (Kruskal)

Iterator<Edge<?,E>> mstKruskal( UndiGraph<?,E> graph ) {
MinPriorityQueue<E,Edge<?,E>> allEdges = buildEdgesPQ(graph);

UnionFind vertPartition =
new UnionFindInArray( graph.numVertices() );

List<Edge<?,E>> mst = new DoublylLinkedlList<Edge<?,E>>();

int mstFinalSize = graph.numVertices() - 1;

2011/2012 05-ADA-MST

Arvore Minima de Cobertura (Kruskal)

while ( mst.size() < mstFinalSize ) {
Edge<?,E> edge = allEdges.removeMin().getValue(Q);
Vertex<?>[] endPoints = edge.endVertices();

int repl = vertPartition.find( endPoints[0@] );
int rep2 = vertPartition.find( endPoints[1] );
if C repl !'= rep2 ) {
mst.addLast(edge);
vertPartition.union(repl, rep2);

3
3

return mst.iterator();

26
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Arvore Minima de Cobertura (Kruskal)

Iterator<Edge<?,E>> mstKruskal( UndiGraph<?,E> graph ) {
MinPriorityQueue<E,Edge<?,E>> allEdges = buildEdgesPQ(graph);

UnionFind vertPartition =
new UnionFindInArray( graph.numVertices() );

List<Edge<?,E>> mst = new DoublylLinkedlList<Edge<?,E>>();

int mstFinalSize = graph.numVertices() - 1;

while ( mst.size() < mstFinalSize ) {
Edge<?,E> edge = allEdges.removeMin().getValue();
Vertex<?>[] endPoints = edge.endVertices();

int repl = vertPartition.find( endPoints[@] );
int rep2 = vertPartition.find( endPoints[1] );
if C repl != rep2 ) {
mst.addLast(edge);
vertPartition.union(repl, rep2);

}
return mst.iterator();
}
27
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Complexidade (a completar...)

Criar fila de prioridade O(#A)
Criar particdo ?
Criar lista 0()

Ciclo (executado entre #V — 1 e #A vezes)
Instrucdes executadas entre #V — 1 e #A vezes
Remover minimo O(log#A)
Seleccionar 2 representantes ?
Instrugdes executadas #V-1 vezes
Adicionar vertice na lista 0()

Unir representantes ?

2011/2012 05-ADA-MST 28

Unido sem Estratégia
Representante sem Efeitos Laterais

Criar fila de prioridade O(#A)
Criar parti¢do O(#V)
Criar lista O(1)

Ciclo (executado entre #V —1 e #A vezes)
Instrugdes executadas entre #V — 1 e #A vezes

Remover minimo O(log#A)
Seleccionar 2 representantes O(#V)
Instrugdes executadas #V-1 vezes
Adicionar vertice na lista (0]6))]
Unir representantes O(l)
Total O(#A#V)
2011/2012 05-ADA-MST 29

Unido sem Estratégia
Representante sem Efeitos Laterais
O( #A + #V + #A(loghA + #V) ) =

O( #A log#A + #A#V ) =
O( #A log#V + #A#V ) =

O( #A#V)

2011/2012 05-ADA-MST 30

Unido por Dimensao ou por Altura
Representante sem Efeitos Laterais

Criar fila de prioridade O(#A)
Criar parti¢do O(#V)
Criar lista 0@Q)

Ciclo (executado entre #V — 1 e #A vezes)
Instrugdes executadas entre #V — 1 e #A vezes

Remover minimo O(log#A)
Seleccionar 2 representantes O(log#V)
Instrucdes executadas #V-1 vezes
Adicionar vertice na lista O(1)
Unir representantes O(l)
Total O(#Alog#V)
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Unido por Dimensao ou por Altura
Representante sem Efeitos Laterais
O( #A + #V + #A(log#A + log#V) ) =

O( #A log#A + #A log#V ) =
O( #A log#V + #A log#V ) =

O(#A log#V) =

2011/2012 05-ADA-MST 32

Unido por Dimensao ou por Altura
Representante com Compressao do Caminho

Criar fila de prioridade O(#A)
Criar parti¢do O#V)
Criar lista O(1)

Ciclo (executado entre #V — 1 e #A vezes)
Instrugdes executadas entre #V — 1 e #A vezes

Remover minimo O(log#A)
Seleccionar 2 representantes O(log#V)
Instrugdes executadas #V-1 vezes
Adicionar vertice na lista O(1)
Unir representantes O(l)
Total O(#Alog#V)
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Unido por Dimensdo ou por Altura
Representante com Compressdao do Caminho

O(#A + #V + #A(log#A + 2R) ) =
O( #A log#A + #A (2R) ) =

O( #A log#V + #A a(#V) ) =
(x(#V) < 4)

O( #A log#V + #A ) =

O( #A log#V)

2011/2012 05-ADA-MST 34

6. TAD Particao
(Conjuntos Disjuntos)




Planeamento

Apresentagdo da disciplina

Programacgdo Dindmica

Introdugdo aos Grafos

Percurso em largura e profundidade
Ordenacgdo Topoldgica

Arvore Minima de Cobertura

TAD Particdo

Complexidade Amortizada

Algoritmo de Prim

ITAD Fila com Prioridade Adaptavel
Algoritmo de Dijskstra

Filas Binomiais

Filas de Fibonacci

Algoritmo de Bellman-Ford

Fluxo Maximo: Algoritmo de Ford-Fulkerson
Algoritmo de Edmonds-Karp

Introdugdo a Teoria da Complexidade
Exemplos de Problemas NP

Redutibilidade entre Problemas de Decisdo

05-ADA-MST
2011/2012

Interface UnionFind

public interface UnionFind {

// Creates the partition {{0}, {1}, . . . , {domainSize - 1}}
// UnionFind( int domainSize );

// Returns the representative of the set that contains
// the specified element.
int find( int element ) throws InvalidElementException;

// Removes the two distinct sets S1 and S2 whose representatives

// are the specified elements, and inserts the set S1 U S2.

// The representative of the new set S1 U S2 can be any of

// its members.

void union( int representativel, int representative2 ) throws
InvalidElementException, NotRepresentativeException,

EqualSetsException;

2011/2012 05-ADA-MST

Implementacdo em Floresta

{1,2,5} {0,3,4,8} {6,7} {9}
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Implementacdo em Floresta

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

L lzlal [ 2] | | [ |
2 8 6 9
1 5 0 3 7
~—_
4

{1,2,5} {0,3,4,8} {6,7} {9}
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Implementacdo em Floresta

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Lel | [sfs| | [ [-2] |

{1,2,5} {0,3,4,8} {6,7} {9}
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Implementagdo em Floresta

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

lelal-r]sfsa]-1]e[-1]-1]
2 8 6 9
1 5 0 3 7
4
{1,2,5} {0,3,4,8} {6,7} {9}
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Complexidade (Pior Caso)

Criar parti¢do (dimensdo n) O(n)
Representante O(n)
Unido O(1)

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
lel2|-1]sfs[2]a]e[-1]-1]

4
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Complexidade: Algoritmo Kruskal

Criar fila de prioridade O(#A)
Criar particao O(#V)
Criar lista 0O(1)

Ciclo (executado entre #V — 1 e #A vezes)
Instrugbes executadas entre #V — 1 e #A vezes

Remover minimo O(log #A)
Seleccionar 2 representantes O(#V)
Instrugbes executadas #V-1 vezes
Adicionar vertice na lista 0O(1)
Unir representantes 0(1)
Total (unido sem estratégia) O(#A#V)
2011/2012 05-ADA-MST 9




Complexidade: Algoritmo Kruskal

O#A + #V + #A(log #A + #V) + (#V-1)) =
O( #A+#V + #A log #A + #A#V + #V) =
(HA < HAHV e #V < #A#V)

O( #Alog#A + #A#V )=
(HA < #V?)

O( #Alog#V + #A#V )=
(HA < #VHV)

O( #A#V)

2011/2012 05-ADA-MST 10

Unido por Dimensao

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

lsl2]-3[e|s]2]-2]6]-a]-]
2 8 6 9
1 5 0 3 7
4
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Unido por Dimensao

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
lel2]-3|8f[3[2]-2]6[-a]1]
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Unido por Dimensao

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
lel2]-3[s8f[3[2]-3]6[-a]6]
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Unido por Altura

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
lel2]-2]8f[32]-2]6[-3]1]

2 8 6 9
1 5 0 3 7
4
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Unido por Altura

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
lel2|-2|8f[3[2]-2]6[-3[1]

2 8 6 9
1 5 0 3 7
4
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Unido por Altura

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
lel2]-2]8f[3[2]-2]6[-3]¢6]
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Complexidade

Representante com Unido por Dimensao

Numero minimo de nds de uma arvore com altura h

nodes (1) =1

nodes (2) = 2

2011/2012 05-ADA-MST 17




Complexidade

Representante com Unido por Dimensao

Numero minimo de nds de uma arvore com altura h

{

nodes (1) =1
nodes (2) = 2
nodes (h) = 2xnodes (h-1)

2011/2012 05-ADA-MST

Complexidade

Representante com Unido por Dimensao

Numero minimo de nds de uma arvore com altura h

nodes (1) = 1 20
nodes (2) = 2 = 21
nodes (h) 2xnodes (h-1) 2x2 (h=1)-1

_ oh-1
h-l{ 2

2011/2012 05-ADA-MST 19

Complexidade

Representante com Unido por Altura

Numero minimo de nds de uma arvore com altura h

nodes (1) = 1 = 20
nodes (2) = 2 = 21
nodes (h) = 2xnodes (h-1)

— oh-1
h-,_[ 2

2011/2012 05-ADA-MST

2><2 (h-1)-1

20

Complexidade

Representante com Unido por Dimensdo ou Altura

Dado um conjunto de dimensdo n, existe um h tal que:

h-1 < log(n)
h £ 1+log(n)

2011/2012 05-ADA-MST 21




Complexidade: Algoritmo Kruskal

Criar fila de prioridade O(#A)
Criar particao O#V)
Criar lista 0G)

Ciclo (executado entre #V — 1 e #A vezes)
Instrugbes executadas entre #V — 1 e #A vezes

Remover minimo O(log #A)

Seleccionar 2 representantes O(log #V)
Instrugbes executadas #V-1 vezes

Adicionar vertice na lista 0o@)

Unir representantes o)

Total (unido por altura ou dimensdo) O(#A log #V)

2011/2012 05-ADA-MST 22

Complexidade: Algoritmo Kruskal

Unido por altura ou dimensao
O#HA +#V +#A(log #A + log #V) + (#V-1)) =

O( #A+#V + #A log #A + #A log #V + #V) =
(HA <#A log #A e #V < #A log #A)

O( #Alog#A + #Alog#V )=
(HA < #V?)

O( #Alog#V + #Alog#V )=
O(#A log #V)

2011/2012 05-ADA-MST
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Interface UnionFind

public interface UnionFind {

// Creates the partition {{0}, {1}, . . . , {domainSize - 1}}
// UnionFind( int domainSize );

// Returns the representative of the set that contains
// the specified element.
int find( int element ) throws InvalidElementException;

// Removes the two distinct sets S1 and S2 whose representatives

// are the specified elements, and inserts the set S1 U S2.

// The representative of the new set S1 U S2 can be any of

// its members.

void union( int representativel, int representative2 ) throws
InvalidElementException, NotRepresentativeException,

EqualSetsException;

24
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Classe Particao em Vector

public class UnionFindInArray implements UnionFind {
// The partition is a forest implemented in an array
protected int[] partition;

// Definition of the range of valid elements
protected String validRangeMsg;

2011/2012 05-ADA-MST
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Criar Particao

// Creates the partition {{0}, {1}, , {domainSize - 1}}
public UnionFindInArray( int domainSize ) {
partition = new int[domainSize];
for ( int i = 0; i < domainSize; i++ )
partition[i] = -1;

int lastElement = domainSize - 1;
validRangeMsg =
“Range of valid elements: @, 1, ..., ” + lastElement;

26
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Validacao

protected boolean isInTheDomain( int number ) {
return ( number >= @ ) & ( number < partition.length );

}

// Pre-condition: @ <= element < partition.length
protected boolean isRepresentative( int element ) {
return partition[element] < 0;

}

2011/2012 05-ADA-MST
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Representante (Recursivo)

public int find( int element ) throws InvalidElementException {
if ( !'this.isInTheDomain(element) )
throw new InvalidElementException(validRangeMsg);
return this.findRec(element);

}

// Pre-condition: @ <= element < partition.length
protected int findRec( int element ) {
if ( partition[element] < 0 )
return element;
else
return this.findRec( partition[element] );

28
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Representante (Iterativo)

public int find( int element ) throws InvalidElementException {
if ( !this.isInTheDomain(element) )
throw new InvalidElementException(validRangeMsg);

int node = element;

while( partition[node] >= 0 )
node = partition[node];

return node;

2011/2012 05-ADA-MST
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Unido por Dimensao

public void union( int repl, int rep2 ) throws
InvalidElementException, NotRepresentativeException,
EqualSetsException {

if ( !'this.isInTheDomain(repl) || ! this.isInTheDomain(rep2) )
throw new InvalidElementException(validRangeMsg);
if ( !'this.isRepresentative(repl) )
throw new NotRepresentativeException(“First argument”);
if ( !this.isRepresentative(rep2) )
throw new NotRepresentativeException(“Second argument”);
if ( repl == rep2 )
throw new EqualSetsException(“The two arguments are equal”);

30
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Unido por Dimensao

if ( partition[repl] <= partition[rep2] ) {
// Size(S1) >= Size(S2)
partition[repl] += partition[rep2];
partition[rep2] = repl;

}

else {
// Size(S1) < Size(S2)
partition[rep2] += partition[repl];
partition[repl] = rep2;

}

}//Closes union method

2011/2012 05-ADA-MST
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Unido por Altura

public void union( int repl, int rep2 ) throws
InvalidElementException, NotRepresentativeException,
EqualSetsException {

if ( !'this.isInTheDomain(Crepl) || ! this.isInTheDomain(rep2) )
throw new InvalidElementException(validRangeMsg);
if ( !'this.isRepresentative(repl) )
throw new NotRepresentativeException(“First argument”);
if ( !'this.isRepresentative(rep2) )
throw new NotRepresentativeException(“Second argument”);
if ( repl == rep2 )
throw new EqualSetsException(“The two arguments are equal”);

32
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Unido por Altura

if ( partition[repl] <= partition[rep2] ) {
// Height(S1) >= Height(S2)
if ( partition[repl] == partition[rep2] )

partition[repl]--;

partition[rep2] = repl;

}

else
// Height(S1) < Height(S2)
partition[repl] = rep2;

} //Closes union method
} //Closes class UnionFindInArray

2011/2012 05-ADA-MST
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Compressao do Caminho

1 2 3 4 5 6 7 8 9
lel2]-3[sf[s[2]o]e[-6]-1]

find(7)
2 8 9

7
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Compressao do Caminho

1 2 3 4 5 6 7 8 9
lel2]-3[s8f[3s[2]ofe[-6]-1]

find(7)
2 8 9

7
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Compressao do Caminho

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
lel2-3[e|ls]2]8]8]-6]-1]

find(7)
2 8 9
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Representante com Compressao do Caminho

public int find( int element ) throws InvalidElementException {
if ( !'this.isInTheDomain(element) )
throw new InvalidElementException(validRangeMsg);
return this.findPathCompr(element);
}

// Pre-condition: @ <= element < partition.length
protected int findPathCompr ( int element ) {
if ( partition[element] < 0 )
return element;
else {
partition[element] =this.findPathCompr(partition[element]);
return partition[element];

37
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Complexidade: Algoritmo Kruskal

Criar fila de prioridade O(#A)
Criar partigao O(#V)
Criar lista 0()

Ciclo (executado entre #V — 1 e #A vezes)
InstrucGes executadas entre #V — 1 e #A vezes
Remover minimo O(log #A)

Seleccionar 2 representantes O(log #V)
(Representante com Compressio do Caminho)

InstrucGes executadas #V-1 vezes
Adicionar vertice na lista 0O()

Unir representantes O(1)

Total (unido por nivel ou dimensdo)  O(#A log #V)
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Como Determinar a Complexidade?

find (w)

—————e )
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Complexidade (Pior Caso)

Representante com Compressao do Caminho

Execucdo de m operac¢des sobre n elementos [Tarjan 75]:

O(m oa(n))
am)={k|A(l)=n}

j+1 se k=0

An=1'"
() {A,ﬁf_;”(j) se k=1

[Tarjan 75] Robert Endre Tarjan. Efficiency of a Good But Not Linear Set Union Algorithm.

J.ACM 22, 2 (April 1975), 215-225.
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Complexidade (Pior Caso)

Representante com Compressao do Caminho

Execucdo de m operac¢des sobre n elementos:

O(m o(n))

o) = {k|A(l)=n}

Al j+1 se k=0
KD =140y se k=1
A =2j+1 A()=2""(j+D -1




Complexidade (Pior Caso)

Representante com Compressdo do Caminho
_ j+1 se k=0
an) = {k|A(l)=n; A()) =

ATV se k=1

A(j)=2j+1 A (N =2 +D -1

A D) = AP (1) = A (A1) = A(2) =3

A(3) = AT (3) = A(A(3) = Ay(4) =5

A,() = AP(1) = A (A A() = A(5) =7

A (1) = AP 1) = A, (A, (1) = A(7) =2° x 8 —1=2047

A, () = A1) = A (A,(1) = A,(2047) = AT (2047) >> A,(2047) >>10%
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Complexidade (Pior Caso)

Representante com Compressdo do Caminho

-

a(n)=

H~ WO N~ O

Os<ns<?2

n=3

4<n<7

8 =n <2047
2048 <n<A,(1)

Execucao de m operagdes sobre n elementos: O(m a(n))

2011/2012
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Complexidade (Pior Caso)

Conjunto de dimenséo n:
U operag¢des de unido
R operagdes de representante

Complexidade ConEEnT AL
P Execucdo de U+R operagoes
Unido sem estratégia O(1)
O(U+Rn)
Representante sem efeitos laterais O(n)
Unido por dimensdo ou por altura O(1)
O(U+Rlogn)
Representante sem efeitos laterais O(logn)
Unido por dimensdo ou por nivel O(1)
O( (U+R)a(n))
Representante com Compressdo do Caminho | O(log n)
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7. Complexidade Amortizada




Planeamento

/Apresentagdo da disciplina
Programacdo Dinamica

Introdugdo aos Grafos

Percurso em largura e profundidade
Ordenacdo Topoldgica

Arvore Minima de Cobertura

ITAD Partigdo

Complexidade Amortizada

Algoritmo de Prim

ITAD Fila com Prioridade Adaptavel
Algoritmo de Dijskstra

Filas Binomiais

Filas de Fibonacci

Algoritmo de Bellman-Ford

Fluxo Maximo: Algoritmo de Ford-Fulkerson
Algoritmo de Edmonds-Karp

Introdugdo a Teoria da Complexidade
Exemplos de Problemas NP

Redutibilidade entre Problemas de Decisdo

07-ADA-AMORTISE
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Anadlise da Complexidade

Complexidade no pior caso

Analisar o tempo de execugdo em func¢do dos “piores”
dados de entrada

Complexidade no caso esperado

Analisa o tempo de execugdo médio em funcdo das
distribui¢des dos dados de entrada

Complexidade amortizada

Determina a complexidade do pior caso de uma
sequéncia de operagdes
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Complexidade Amortizada

Analisar no pior caso uma sequéncia de operagoes
numa ED

N&o envolve probabilidades

Mostra que embora algumas operagdes possam ter
um custo individual elevado, o custo total da
sequéncia de operacGes pode ser baixo
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Complexidade Amortizada

Exemplo: TAD Parti¢do

Sequéncia de U operagées de unido e R operagdes de
representante numa particio com n elementos*

O( (U+R)au(n) )

Embora uma das operagdes tenha um custo individual
elevado, o custo médio de cada operagdo é a(n)

* Considerando a operagdo de unido por altura ou nivel e a operag@o de representante com
compressao de caminho
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Pilha com MultiDesempilha

void push( E element );
E popC );
void multiPop( int k ) {
while ( !this.isEmpty() && k > @ ) {

E element = this.pop();
k—;

2011/2012 07-ADA-AMORTISE

Pilha com MultiDesempilha

void push( E element ); // Pior caso: 0(1)
E pop( ); // Pior caso: 0(1)

void multiPop( int k ) { // Pior caso:
// s é o nimero de elementos na pilha
while ( !this.isEmpty(Q && k > 0 ) {
E element = this.pop(Q);
k——;

2011/2012 07-ADA-AMORTISE

Pilha com MultiDesempilha

void push( E element ); // Pior caso: 0C1)
E pop( ); // Pior caso: 0(1)

void multiPop( int k ) { // Pior caso: O(minCk,s))
// s é o nimero de elementos na pilha
while ( !this.isEmpty() & k > 0 ) {
E element = this.pop(Q);
k—;

2011/2012 07-ADA-AMORTISE

Pilha com MultiDesempilha

void push( E element ); // Pior caso: 0C1)
E pop( ); // Pior caso: 0(1)

void multiPop( int k ) { // Pior caso: 0(minCk,s))
// s é o numero de elementos na pilha
while ( !this.isEmpty() & k > 0 ) {
E element = this.popQ);
k—;

Custo, no pior caso, de uma sequéncia de n operagdes (push, pop e
multiPop), numa pilha inicialmente vazia:
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Pilha com MultiDesempilha

void push( E element ); // Pior caso: 0(1)

E popC ); // Pior caso: 0(1)
void multiPop( int k ) { // Pior caso: O(minCk,s))
// s é o numero de elementos na pilha
while ( !this.isEmpty(Q) && k > 0 ) {
E element = this.pop();
k—;

Custo, no pior caso, de uma sequéncia de n opera¢des (push, pop e
multiPop), numa pilha inicialmente vazia: 0(n2)

2011/2012 07-ADA-AMORTISE

Métodos

Agregacao
O tempo total necessdrio para a execugdo das n
operagdes é calculado e dividido por n

Contabilidade
A cada operacao é atribuido um custo amortizado que
pode ser inferior, igual ou superior ao custo real

Ao executar operagdes de custo amortizado superior ao
custo real é associado crédito a um objecto da ED

Potencial

A cada operacgdo ¢ atribuido um custo amortizado que
pode ser inferior, igual ou superior ao custo real

Em vez de associar crédito aos objectos, associa-se um valor
a ED, chamado potencial.

2011/2012 07-ADA-AMORTISE 1"

Método Agregacao

Se o tempo de execugdo de n operagoes é T(n)
Custo amortizado de uma operagdo ¢ T(n)/n

E um método pouco versatil, com resultados menos
precisos

Todas as operagdes tém a mesma complexidade
amortizada

2011/2012 07-ADA-AMORTISE

Agregacao - Pilha

So é possivel fazer pop de um objecto uma tinica vez por
cada push desse objecto na pilha

O numero de operagdes pop ndo pode exceder numero de
operagdes de push
No maximo ocorreram n operag¢des de push

2011/2012 07-ADA-AMORTISE 13




Agregacdo - Pilha

So é possivel fazer pop de um objecto uma unica vez por
cada push desse objecto na pilha

O numero de operagdes pop ndo pode exceder numero de
operac¢des de push
No maximo ocorreram n opera¢des de push

Uma sequéncia de n operagdes push, pop, e multiPop
tem um tempo de execu¢do O(n)

O custo amortizado ¢ O(n)/n = O(1)
Todas as operagdes tém um custo amortizado O(1)
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Método da Contabilidade

E atribuido um custo amortizado ¢ a cada operagdo, que
pode ser superior, igual ou inferior ao custo real c

Se o custo amortizado ¢ for superior ao custo real ¢, o
crédito (¢ - ¢) é associado a um objecto na ED

Posteriormente, o crédito é usado para “pagar” operagdes
cujo custo amortizado é menor que o custo real
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Método da Contabilidade

E atribuido um custo amortizado ¢ a cada operagdo, que
pode ser superior, igual ou inferior ao custo real c

Se o custo amortizado ¢ for superior ao custo real ¢, o
crédito (€ - ¢) ¢é associado a um objecto na ED

Posteriormente, o crédito é usado para “pagar” operacgdes
cujo custo amortizado é menor que o custo real

O custo total amortizado nunca é inferior ao custo total
real. Ou seja, o crédito acumulado nunca é negativo:

n n
$2-Se0
i=1 i=1
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para todo n

Contabilidade - Pilha

Operaciio Custo Real Custo Arlmrtizado Comple).(idade
Gi G Amortizada
push 1 2 o(1)
pop 1 0 o(1)
multiPop k min (k, s) 0 o(1)

(s € o nimero de elementos da pilha)
Cada objecto empilhado tem 1 crédito

Por cada push é feito um pagamento adiantado da
saida da pilha (por pop oumultiPop)
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Contabilidade - Pilha

2011/2012

Operagdo Estado da Pilha Crédito Acumulado

<> 0
push el <el> 1
push e2 <el,e2> 2
multiPop 3 <> 0
push e3 <e3> 1
push e4 <e3,ed> 2
pop <e3> 1
multiPop 1 <> 0

07-ADA-AMORTISE

Contabilidade - Pilha

Operacio Custo Real Custo Anilortizado Comple).(idade
Gi G Amortizada
push 1 2 o(1)
pop 1 0 o(1)
multiPop k min (k, s) 0 o(1)

(s € o numero de elementos da pilha)
O crédito total acumulado nunca é negativo: é o numero de
elementos na pilha.

Uma sequéncia de n operagées push, pop, emultiPop tem
tempo de execu¢do O(n)

Todas as opera¢gdes tém um custo amortizado O(1)
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Método do Potencial

E atribuido um custo amortizado ¢ a cada operacgdo,
que pode ser superior, igual ou inferior ao custo real c

Em vez de atribuir crédito aos objectos, associa-se um
valor a ED, chamado potencial.

Define-se uma funcdo potencial ¢, que atribui a cada
ED um ntimero real ¢(D).
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Método do Potencial

Considerar para cadai=1, ..., n:
D, representa a ED inicial
D, representa a ED apos a operagdo i (D, D, ..., D;;, D;)
¢, representa o custo real da operagdo i

Custo amortizado da operagdo i:

61‘ =c;+¢(D,) - ¢(D,_,)
Custo amortizado total:

n n

E(Ci + ¢(Di) - ¢(Di—l ))

i=1 i=l1

(e +o(D,) - p(D,)

i=1
2011/2012 07-ADA-AMORTISE 21
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Método do Potencial

O custo total amortizado nunca é inferior ao custo
total real. Como o custo amortizado total:

(20 +9(D,) = p(Dy)

basta garantir que, para todoi=1, ..., n:

¢(D,) = (D)

A fungdo potencial ¢ é definada de forma que:
¢(D0) =0
¢(D,) =0 para qualqueri
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Potencial - Pilha

Definir a func¢do potencial como sendo o numero de
elementos s, na pilha P:

¢(P) =s,

¢(P)) =0onde P, é a pilha vazia
H(P)=0

Custo amortizado da operacao i:
¢ =c; +P(P) - p(P)
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Potencial - Pilha

Seja P uma pilha qualquer e s, o nimero de elementos em P

P —
¢(P)=s,
Operacio Custo Real Dif. de Potencial Custo Amortizado | Complexidade
pera < A; = &(P) - d(P;,) ¢=c+ 4 Amortizada
push 1
pop 1
multiPop k min(sp,k)
2011/2012 07-ADA-AMORTISE 24

Potencial - Pilha

Seja P uma pilha qualquer e s, o nimero de elementos em P

p(P)=s,
e Custo Real Dif. de Potencial Cust? Amortizado Comple)_(idade
< A = O(P) - b(P,y) &=+ Amortizada
push 1 1 2 o(l)
pop 1 -1 0 O(1l)
multiPop k min(sp,k) —min(sp,k) 0 O(1)

2011/2012 07-ADA-AMORTISE
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Potencial - Pilha

Seja P uma pilha qualquer e s, o nimero de elementos em P

Contador Binario

c—1
X = Ecounter[i]' 2!

i=0
¢(P) = SP Ctr |counter[4] counter[3] counter[2] counter[l] counter[0]
Operacio Custo Real Dif. de Potencial Custo Amortizado | Complexidade 0 0 0 0 0 0
perag ¢ A, = &(P) - b(P.,) g+ Amortizada 1 0 0 0 0 1
push 1 1 2 o(l) 2 0 0 0 1 0
pop 1 -1 0 o(l) 3 0 0 0 1 1
multiPop k | min(s,, k) -min (s,, k) 0 o(l) 4 0 0 1 0 0
5 0 0 1 0 1
Uma sequéncia de n operagées push, pop, e multiPop tem 6 0 0 1 1 0
tempo de execugdo O(n) 7 0 0 1 1 1
Todas as operagoes tém um custo amortizado O(1) 8 0 1 0 0 0
2011/2012 07-ADA-AMORTISE 26 2011/2012 07-ADA-AMORTISE 2
Contador Binario Contador Binario
void increment( int[] counter ) { // Pior caso: void increment( int[] counter ) { // Pior caso: 0(c)
int pos = 0; // ¢ é a capacidade do vector int pos = 0; // ¢ é a capacidade do vector
while ( pos < counter.length &% counter[pos] == 1 ) { while ( pos < counter.length &% counter[pos] == 1 ) {
counter[pos] = 0; // reset bit: Atribuir ZERO counter[pos] = 0; // reset bit: Atribuir ZERO
pPOS++; pOS++;
} }
if ( pos < counter.length ) if ( pos < counter.length )
counter[pos] = 1; // set bit: Atribuir UM counter[pos] = 1; // set bit: Atribuir UM
} }
Custo, no pior caso, de uma sequéncia de n operagdes (increment),
num contador inicialmente a zero:
28 29
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Contador Bindrio

void increment( int[] counter ) { // Pior caso: 0(c)
int pos = 0;
while ( pos < counter.length && counter[pos] == 1) {
counter[pos] = 0; // reset bit: Atribuir ZERO
pPOS++;

}

if ( pos < counter.length )

counter[pos] = 1; // set bit: Atribuir UM

Custo, no pior caso, de uma sequéncia de n opera¢des (increment),
num contador inicialmente a zero: 0(nc)
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// ¢ é a capacidade do vector

30

Contabilidade - Contador

Operacio Custo Real Custo AnPortizado Comple).(idade
S G Amortizada
Atribuir ZERO 1 0 o(1)
Atribuir UM 1 2 o(1)
increment k 2 o(1)

(k € o numero de atribuigdes efectuadas)

Cada atribui¢do de UM tem 1 crédito

Por cada atribuicdo de UM é feito um pagamento adiantado
da sua colocagdo a zero

Cada operagdo increment tem custo amortizado 2,
porque atribui um tnico UM
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Contabilidade - Contador

Operagao Estado do Contador | Crédito Acumulado

00000 0
increment 00001 1
increment 00010 1
increment 00011 2
increment 00100 1
increment 00101 2
increment 00110 2
increment 00111 3
increment 01000 1
increment 01001 2

2011/2012 07-ADA-AMORTISE
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Contabilidade - Contador

Operacio Custo Real Custo Anjortizado Comple)'(idade
Gi & Amortizada
Atribuir ZERO 1 0 o(1)
Atribuir UM 1 2 o(1)
increment k 2 o(1)

(k € o nimero de atribuicdes efectuadas)

O crédito total acumulado nunca é negativo: é o numero de
UNS no vector.

Uma sequéncia de n operagdes increment tem tempo de
execu¢do O(n)

A operagdo increment tem um custo amortizado O(1)
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Contador Bindrio

void increment( int[] counter ) { // Pior caso: 0(c)

int pos = 0; // ¢ é a capacidade do vector

while ( pos < counter.length && counter[pos] == 1) {
counter[pos] = 0;
pPOS++;

}

if ( pos < counter.length )
counter[pos] = 1;

Custo, no pior caso, de uma sequéncia de n opera¢des (increment),
num contador inicialmente a zero: 0(nc)

34
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Potencial - Contador

Definir a func¢do potencial como sendo o numero de
UNS 1. no contador C:

P(C) =1,
#(C,) =0 onde C; é um contador s6 com zeros
#(C) =0
2011/2012 07-ADA-AMORTISE 35

Potencial - Contador

Seja C um contador qualquer e 1. 0o nimero de UNS em C

P(C) =1
$(C) counter[4] | counter[3] counter|[2] | counter[1] | counter[0]
$(Cy) = 1c,=0] Cy 0 0 0 0 0
d(C) = Ile=1] C 0 0 0 0 1
$(C,) = le=1] G, 0 0 0 1 0
d(Cy) = =2 G 0 0 0 1 1
d(Cy = le=1] C 0 0 1 0 0
d(Cy)=1.=2]| Cs 0 0 1 0 1
d(Cy) = le=2] C4 0 0 1 1 0
d(CH=1.=3| C, 0 0 1 1 1
$(Cy) = le=1] G 0 1 0 0 0
2

Potencial - Contador

Seja C um contador qualquer e 1. o nimero de UNS em C

P(C) =1,
Operagao Custo Real Dif. de Potencial Custo Amortizado | Complexidade
< A; = $(C) - d(C,) ¢=c+ 4 Amortizada

increment k+1

(k € o nimero de UNS que passam a ZERO)

counter|[4] |counter|3] |counter[2] | counter[1]|counter[0]| k | Custo Real

C, 0 0 1 1 1 3| ktl=4

Cy 0 1 0 0 0 0| k¥l=1
C, 0 1 0 0 1 0| ktl=1
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Potencial - Contador

Seja C um contador qualquer e 1. 0o niimero de UNS em C

P(C) =1¢

Operagao Custo Real Dif. de Potencial Custo Amortizado | Complexidade
cl A= (C) - P(Cy) E=c+ Amortizada
increment k+1 -k+1 2 o(1)

(k € o nimero de UNS que passam a ZERO)

Uma sequéncia de n opera¢des increment tem tempo de
execucdo O(n)
A operacdo increment tem um custo amortizado O(1)
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Tabela Dinamica

// int currentSize
// E[] table (preenchida de @ a currentSize - 1)

void insert( E element ) { // Pior caso:
// s é o nimero de elementos na tabela
if ( table == null )
table = new E[1];
else if ( currentSize == table.length ) {
E[] newTable = new E[ 2 * currentSize J;
System.arraycopy(table, @, newTable, @, currentSize);
table = newTable;

table[ currentSize++ ] = element;
39
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Tabela Dindamica

// int currentSize
// E[] table (preenchida de @ a currentSize - 1)

void insert( E element ) { // Pior caso: 0(s)
// s é o nimero de elementos na tabela
if ( table == null )
table = new E[1];
else if ( currentSize == table.length ) {
E[] newTable = new E[ 2 * currentSize ];
System.arraycopy(table, @, newTable, @, currentSize);
table = newTable;
}

table[ currentSize++ ] = element;

}

Custo, no pior caso, de uma sequéncia de n operagdes (insert),
numa tabela inicialmente vazia:

40
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Tabela Dinamica

// int currentSize
// E[] table (preenchida de @ a currentSize - 1)

void insert( E element ) { // Pior caso: 0(s)
// s é o numero de elementos na tabela
if ( table == null )
table = new E[1];
else if ( currentSize == table.length ) {
E[] newTable = new E[ 2 * currentSize ];
System.arraycopy(table, @, newTable, @, currentSize);
table = newTable;
}

table[ currentSize++ ] = element;

Custo, no pior caso, de uma sequéncia de n operagdes (insert),
numa tabela inicialmente vazia: 0(n?)

41
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Tabela Dindmica: Exemplo

Tabela Dindmica: Exemplo

1. insert 1 1. insert E— 1

2. insert overflow 2. insert overflow
2011/2012 07-ADA-AMORTISE 2 2011/2012 07-ADA-AMORTISE
Tabela Dindamica: Exemplo Tabela Dindamica: Exemplo

1. insert D 1. insert D

2. insert 2 2. insert 2

3. insert overflow
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Tabela Dindmica: Exemplo

1. insert D 1
2. insert 2
3. insert overflow
m |
46
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Tabela Dindmica: Exemplo

1. insert D 1
2. insert 2
3. insert
47
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Tabela Dindamica: Exemplo

1. insert D 1—
2. insert 2
3. insert 3
4. insert 4
2011/2012 07-ADA-AMORTISE 48

Tabela Dindamica: Exemplo

1. insert D T
2. insert 2

3. insert 3

4. insert 4

5. insert overflow

49
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Tabela Dindmica: Exemplo

Tabela Dindmica: Exemplo

1. insert D 1 1. insert D 1
2. insert 2 2. insert 2
3. insert 3 3. insert 3
4. insert 4 4. insert 4
. | X
5. insert overflow 5. insert
50 51
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Tabela Dindmica: Exemplo Contabilidade - Contador
X — — o ~ Custo Real | Custo Amortizado Complexidade
1. insert D 1 peracao c & Amortizada
2. insert 2 Atribuir elemento novo 1 3 Oo(1)
. insert k 3 O(1)
3. insert 3
(k € o nimero de atribuigoes efectuadas)
4. insert 4
5. insert 5 T
) Cada elemento na tabela tem 2 créditos
6. insert 6 1 ~ « » A
Os 2 créditos sdo para “pagar” a sua transferéncia para outra
7. insert 7 tabela e como pré-pagamento da transferéncia de outro
elemento que ja foi transferido alguma vez
Cada operagdo de insert tem custo amortizado 3,
porque atribui apenas um elemento novo.
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Contabilidade - Contador

& +2 I overflow
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Contabilidade - Contador

L I overflow
I

’+0 +0

2011/2012 07-ADA-AMORTISE
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Contabilidade - Contador

L

’+0 +0|+2|+2 overflow

2011/2012 07-ADA-AMORTISE

56

Contabilidade - Contador

L

’ overflow

’+0 +0|+0|+0 I

2011/2012 07-ADA-AMORTISE
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Contabilidade - Contador

L1
| |

’+O +0[+0|+0|+2|+2|+2| +2 overflow
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Contabilidade - Contador

L
|

’ overflow

’+0 +0[+0|+0|+0| +0| +0| +0O
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Contabilidade - Contador

Operacio Custo Real | Custo Amortizado Complexidade
perag [ g Amortizada
Atribuir elemento novo 1 3 Oo(1)
insert k 3 O(1)

(k € o nimero de atribuigdes efectuadas)
Uma sequéncia de n operagdes insert tem tempo de

execu¢ao O(n)
A operagdo insert tem um custo amortizado O(1)
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Potencial - Tabela

Seja T uma tabela qualquer, s; o nimero de elementos
em T, e ¢; a capacidade de T.

&(T) =2s; —c;

¢(1;) =0 onde T, é a tabela vazia com capacidade zero

¢(T) =0 nos outros casos (factor de ocupagdo = 50%)

1
cr = 8 > 5
2s, > ¢

oT) > 0
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Potencial - Tabela

Seja T uma tabela qualquer, s; o nimero de elementos em T,
e cra capacidade de T.

&) =2s, —c;
Operagao Custo Real Dif. de Potencial Custo Amortizado | Complexidade
insert @ A= O(T) - P(T,,) &=+ 4 Amortizada
ndo expande 1
expande Sq
2011/2012 07-ADA-AMORTISE 62

Potencial - Tabela

Seja T uma tabela qualquer, s; o nimero de elementos em T,

e cra capacidade de T.

&) =2s, —c;
Operagao Custo Real Dif. de Potencial Custo Amortizado | Complexidade
insert C) A= P(T) - P(T,,) G=c+ A Amortizada
ndo expande 1 2 3 o(1)
expande Sy 3-s, 3 o(1)
2011/2012 07-ADA-AMORTISE 63

Potencial - Tabela

Seja T uma tabela qualquer, s; o nimero de elementos em T,
e cpa capacidade de T.

§(T) =2s; —¢;
Operagdo Custo Real Dif. de Potencial Custo Amortizado | Complexidade
insert q A = O(T) - d(T,,) &=+l Amortizada
ndo expande 1 2 3 O(1)
expande Sy, 3-sq, 3 O(1)

Uma sequéncia de n operagdes insert tem tempo de
execucdo O(n)

A operagdo insert tem um custo amortizado O(1)
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Exempo: ClearableTable

public class ClearableTable<E> {
// Memory of the table: an array
protected E[] table;
// Number of elements in the table
protected int currentSize;

public ClearableTable( int capacity ) {
table = (E[]) new Object[capacity];
currentSize = 0;

}

public void addLast( E element ) {

if ( currentSize < table.length )
table[currentSize++] = element;

}
public void makeEmpty( ) {
for ( int i = 0; i < currentSize; i++ )
table[i] = null;
currentSize = 0;

2011/2012 07-ADA-AMORTISE
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Exempo: QueuelnStack

public class QueueInStack{
private Stack<Integer> A;
private Stack<Integer> B;

void enqueue( E element ) {
A.push(C E );
}

//pre: 1(C A.isEmpty() && B.isEmpty() )
E dequeue( ) {
if( B.isEmpty() ) {
while ( !'A.Empty() ) {
E element = A.pop( );
B.push( E );
}
return B.pop(Q);

2011/2012 07-ADA-AMORTISE
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8. Arvore Minima de Cobertura
Algoritmo de Prim

Planeamento

Apresentacdo da disciplina

Programagdo Dindmica

Introdugdo aos Grafos

Percurso em largura e profundidade

Ordenacdo Topoldgica

Arvore Minima de Cobertura (Algoritmo de Kruskal)
ITAD Particdo

Complexidade Amortizada

Arvore Minima de Cobertura (Algoritmo de Prim)
ITAD Fila com Prioridade Adaptavel
Algoritmo de Dijskstra

Filas Binomiais

Filas de Fibonacci

Algoritmo de Bellman-Ford

Fluxo Maximo: Algoritmo de Ford-Fulkerson

Algoritmo de Edmonds-Karp
Introdugdo a Teoria da Complexidade
Exemplos de Problemas NP

Redutibilidade entre Problemas de Decisdo

2011/2012 08-ADA-MST-PRIM

Arvore de Cobertura

Um grafo G=(V,A) ndo orientado, diz-se conexo se
VYv,w EV existe um caminho de v para w

Um grafo G=(V,A) ndo orientado, diz-se um arvore se ¢ aciclico e
conexo

Dado grafo ndo dirigido e conexo G = (V, A), uma arvore abrangente é
sub-conjunto aciclico T € A, que liga todos os vértices
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Arvore de Cobertura

Um grafo G=(V,A) ndo orientado, diz-se conexo se
Yv,wEV existe um caminho de v para w

Um grafo G=(V,A) ndo orientado, diz-se um arvore se ¢é aciclico e
conexo

Dado grafo ndo dirigido e conexo G = (V, A), uma arvore abrangente é
sub-conjunto aciclico T € A, que liga todos os vértices

7 Y
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Arvore Minima de Cobertura

Arvore de cobertura de custo minimo (nenhuma arvore de
cobertura tem custo menor)

Bf“@

/Q (s) | 1X@
V\ / \ LA

&
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Arvore Minima de Cobertura

Arvore de cobertura de custo minimo (nenhuma 4rvore de
cobertura tem custo menor).
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Algoritmo de Prim - Inicializacdo

)3

400 400

2011/2012 08-ADA-MST-PRIM




Algoritmo de Prim

©
HO)
(o)3

+o00
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Algoritmo de Prim

+00
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Algoritmo de Prim
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Algoritmo de Prim

8 too
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Algoritmo de Prim
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Algoritmo de Prim
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Algoritmo de Prim
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Algoritmo de Prim
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Algoritmo de Prim
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Algoritmo de Prim
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Algoritmo de Prim
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Algoritmo de Prim
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Algoritmo de Prim

Algoritmo de Prim

\J/\\b

20 ! 2 ¢ 21
Algoritmo de Prim Algoritmo de Prim
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Informacdo Necessaria

// Indica o conjunto de vértices ndo seleccionados
// com caminho a partir do vértice o
AdaptMinPriorityQueue ligados

//Indica se v ja foi seleccionado
boolean seleccionado[V]

// Peso do arco via[v] se ha caminho de o para v, ou
// +» quando ndo caminho de o para v

R U{+o} custo[v]

// Arco de peso minimo que liga v a drvore minina, ou
// indefinido caso v ndo esteja ligado
Edge vial[Vv]

2011/2012 08-ADA-MST-PRIM 24

Estrategia

Situacdo inicial:
Global
ligados = {o}

Informagdo para o vértice o:
seleccionado[o] = false
custo[o] = 0

via[o] ndo estd definida

2011/2012 08-ADA-MST-PRIM 25

Estrategia

Situacdo inicial:

Global
ligados = {o}

Informagdo para o vértice o:
seleccionado[o] = false
custo[o] = 0
via[o] ndo estd definida

Informagdo para os restantes vértices:
seleccionado[v] = false
custo[v] = +w
via[v] nao estd definida
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Estrategia

Situacdo inicial:
Global
ligados = {o}

Informagdo para o vértice o:
seleccionado[o] = false
custo[o] = 0

via[o] nao estad definida
Informagdo para os restantes vértices:
seleccionado[v] = false
custo[Vv] = +»
via[v] nao estd definida
Cada iteracdo:

Escolher o vértice, nunca seleccionado, de custo minimo
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Arvore Minima de Cobertura (Prim)

Iterator<Edge<?,E>> mstPrim( UndiGraph<?,E> graph ) {
boolean[] selected = new boolean[ graph.numVertices() 1J;
E[] cost = new E[ graph.numVertices() 1;

Edge<?,E>[] via = new Edge<?,E>[ graph.numVertices() 1;
AdaptMinPriorityQueue<E,Vertex> connected =
new AdaptMinHeap<E,Vertex>( graph.numVertices() );

List<Edge<?,E>> mst = new DoublylinkedList<Edge<?,E>>();

08-ADA-MST- 28
2011/2012 PRIM

Arvore Minima de Cobertura (Prim)

for every Vertex v in graph.vertices() {
selected[v] = false;
cost[v] = +w;
}
Vertex origin = graph.aVertex();
cost[origin] = 0;

connected.insert(cost[origin], origin);

08-ADA-MST-
2011/2012 PRIM
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Arvore Minima de Cobertura (Prim)

do {
Vertex vertex = connected.removeMin().getValue(Q);
selected[vertex] = true;
if ( vertex != origin )
mst.addLast( via[vertex] );
exploreVertex(graph, vertex, selected, cost, via, connected);
} while ( !connected.isEmpty() );

return mst.iterator();

, 08-ADA-MST- 30
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Arvore Minima de Cobertura (Prim)

void exploreVertex( UndiGraph<?,E> graph, Vertex source,
boolean[] selected, E[] cost, Edge<?,E>[] via,
AdaptMinPriorityQueue<E,Vertex> connected ) {

for every Edge<?,E> e in graph.incidentEdges(source) {
Vertex vertex = e.oppositeVertex(source);

if ( !selected[vertex] && e.label() < cost[vertex] ) {

boolean vertexIsInQueue = cost[vertex] < +w;
cost[vertex] = e.label();
via[vertex] = e;
if ( vertexIsInQueue )
connected.decreaseKey(vertex, cost[vertex]);
else
connected.insert(cost[vertex], vertex);

; , 08-ADA-MST-
011/2012 PRIM
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Complexidade (a completar...)

Criar fila ?
Criar lista ligada O(1)
Inicializar 2 vectores O(#V)
Inserir origem na fila ?

#V remover minimo da fila ?

#V-1 inserir a cauda na lista O(#V)

O((#V)?) ou O(#A)
#A inserir na fila ou decrementar chave ?

#V percorrer sucessores directos

2011/2012 08-ADA-MST-PRIM 32

TAD Fila com Prioridade por Minimos (K,V)

public interface MinPriorityQueue<K extends Comparable<K>, V> {
// Returns true iff the priority queue contains no entries.
boolean isEmpty( );

// Returns the number of entries in the priority queue.
int size( );

// Returns an entry with the smallest key in the priority
// queue.
Entry<K,V> minEntry( ) throws EmptyPriorityQueueException;

// Inserts the entry (key, value) in the priority queue.
void insert( K key, V value );

// Removes an entry with the smallest key from the priority
// queue and returns that entry.
Entry<K,V> removeMin( ) throws EmptyPriorityQueueException;

33
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TAD Fila com Prioridade Adaptavel
Organizada por Minimos (K,V)

public interface AdaptMinPriorityQueue<K extends Comparable<K>,
V extends Comparable<V>> extends MinPriorityQueue<K,V> {

// If the priority queue contains an entry with the specified
// value, returns the associated key and replaces it by the
// specified key. Otherwise, returns null.

K decreaseKey( V value, K newKey ) throws InvalidKeyException;

// If the priority queue contains an entry with the specified
// value, removes and returns that entry.

// Otherwise, returns null.

Entry<K,V> remove( V value );

34
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Implementacdao em Heap

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
| 5,7 |30,1 5,2 |32,5 31,9| 8,0 |41,8|32,3|55,4|32,6|
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Implementacdo em Heap e Vector

O 0 N O 1 A W N = O
Al |jo|jW|W|[N|N|[=]|WV

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
| 5,7 |30,1| 5,2 |32,5|31,9| 8,0 |41,8|32,3 55,4|32,6
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Descricao Informal das Operacoes

void insert( K key, V value )
Diciondrio: Pesquisa-se o valor, para descobrir se ja existe

Heap: Coloca-se a nova entrada no fim do heap e executa-se
o borbulhar ascendente a partir dessa posi¢do (a ultima
ocupada)

Entry<K,V> minEntry( ) throws EmptyPriorityQueueException

Heap: Retorna-se a primeira entrada do heap (posigdo
zero). Coloca-se a tltima entrada no inicio do heap e
executa-se o borbulhar descendente a partir da posi¢do zero

2011/2012 08-ADA-MST-PRIM 37

Descricao Informal das Operacées

K decreaseKey( V value, K newKey ) throws InvalidKeyException

Dicionario: Pesquisa-se o valor, para descobrir a posi¢ao da
entrada no heap

Heap: Executa-se o borbulhar ascendente a partir dessa
posicdo
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Descricao Informal das Operacées

Entry<K,V> remove( V value )

Dicionadrio: Pesquisa-se o valor, para descobrir a posi¢ao
POS da entrada no heap

Heap: Coloca-se a ultima entrada em POS e compara-se
essa chave com a chave a ser removida:

Se a chave agora em POS é menor, executa-se o
borbulhar ascendente a partir de POS

Se a chave agora em POS é maior, executa-se o
borbulhar descendente a partir de POS

Sempre que uma entrada é removida do heap ou muda de
posicdo no heap, é necessario alterar o dicionario.
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Complexidades da Fila com Prioridade Adaptavel Complexidades da Fila com Prioridade Adaptavel
em Heap e Vector (n entradas) em Heap e Tabela de Dispersdo (n entradas)
Melhor Caso Pior Caso Caso Esperado Melhor Caso Pior Caso Caso Esperado
isEmpty o) o(1) o(1) isEmpty o(1) o) o(1)
size o(1) o(1) o(1) size o(1) o) o(1)
minEntry o) o) o) minEntry o) o) o)
insert o) O(log n) O(log n) insert o) O(n log n) O(log n)
removeMin o) O(log n) O(log ) removeMin o) O(n log n) O(log n)
decreaseKey o) O(log n) O(log n) decreaseKey o) O(n log n) O(log n)
remove o) O(log n) O(log n) remove o) O(n log n) O(log n)
Complexidade do Algoritmo de Prim Complexidade do Algoritmo de Prim
Fila Implementada em Heap e Vector Fila Implementada em Heap e Vector
Criar fila O(#V) Criar fila O(#V)
Criar lista ligada 0() Criar lista ligada 0O(1)
Inicializar 2 vectores O(#V) Inicializar 2 vectores O(#V)
Inserir origem na fila 0() Inserir origem na fila O(1)
#V remover minimo da fila O(#V log #V) #V remover minimo da fila O(#V log #V)
#V-1inserir a cauda na lista O(#V) #V-1inserir a cauda na lista O(#V)
#V percorrer sucessores directos O((#V)?) ou O(#A) #V percorrer sucessores directos O((#V)?) ou O(#A)
#A inserir na fila ou decrementar chave O(#A log #V) #A inserir na fila ou decrementar chave O(#A log #V)
TOTAL (matriz de adjacéncias) TOTAL (matriz de adjacéncias):  O((#V)> + #A log #V)
TOTAL (listas de adjacéncias) TOTAL (listas de adjacéncias): O(#A log #V)




Planeamento

. . /Apresentagdo da disciplina
Programacdo Dinamica

9. Caminho Mais Curto

Percurso em largura e profundidade

de um vértice a todos os outros

/Arvore Minima de Cobertura (Algoritmo de Kruskal)
ITAD Partigdo

Algo ritmo de Dij 1<Stra Complexidade Amortizada

/Arvore Minima de Cobertura (Algoritmo de Prim)

ITAD Fila com Prioridade Adaptavel
lAlgoritmo de Dijskstra

Filas Binomiais

Filas de Fibonacci

Algoritmo de Bellman-Ford

Fluxo Maximo: Algoritmo de Ford-Fulkerson
Algoritmo de Edmonds-Karp

Introdugdo a Teoria da Complexidade
Exemplos de Problemas NP

Redutibilidade entre Problemas de Decisdo
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Algoritmo de Dijkstra Algoritmo de Dijkstra - Inicializac¢do

Dado um grafo orientado e pesado e um vértice O,
determina um caminho mais curto de O para
qualquer vértice v

Este algoritmo so6 pode ser aplicado se os pesos dos
arcos ndo forem negativos

6 Origem: 1 0 @

i)
HO)
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Algoritmo de Dijkstra

I
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Algoritmo de Dijkstra
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Algoritmo de Dijkstra

10
2
6
5
10

+00

() O
0 g/
——®

5 +oo

2011/2012 09-ADA-DIJKSTRA

Algoritmo de Dijkstra
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Algoritmo de Dijkstra
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Algoritmo de Dijkstra
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Algoritmo de Dijkstra

2011/2012 09-ADA-DIJKSTRA

Algoritmo de Dijkstra
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Algoritmo de Dijkstra
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Algoritmo de Dijkstra

7
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(o) (=)e

Informacao Necessaria

// Indica o conjunto de vértices ndo seleccionados
// para os quais hda um caminho a partir do vértice o
AdaptMinPriorityQueue ligados

// Indica se v ja foi seleccionado, i.e, jd existe um caminho
// mais curto de o para v
boolean seleccionado[Vv]

// Comprimento do caminho mais curto (até ao momento) o para v,
// ou, +» quando ainda ndo hd caminho de o para v
Ry U{+0} comprimento[v]

// Se estiver definido, indica que um caminho mais curto de o
// para v tem a forma o, . . ., via[v], v.
Vertex via[v]
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Estrategia

Situacdo inicial:
Global
ligados = {o}

Informagdo para o vértice o:
seleccionado[o] = false
comprimento[o] = 0
via[o] = o

2011/2012 09-ADA-DIJKSTRA




Estrategia

Situacdo inicial:
Global
ligados = {o}
Informagdo para o vértice o:

seleccionado[o] = false
comprimento[o] = @
via[o] =0

Informacgdo para os restantes vértices:
seleccionado[v] = false
comprimento[v] = +w
via[v] nao esta definida
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Estrategia

Situacdo inicial:

Global
ligados = {o}

Informagdo para o vértice o:
seleccionado[o] = false
comprimento[o] = @
via[o] =0

Informacgdo para os restantes vértices:
seleccionado[v] = false
comprimento[v] = +w
via[v] nao estd definida

Cada iteracao:

Selecciona-se um vértice nunca seleccionado, V, tal que

comprimento[v] é minimo.
2011/2012 09-ADA-DIJKSTRA 18

Caminho Mais Curto (Disjkstra)

Pair<E[], Vertex[]> dijkstra( DiGraph<?,E> graph, Vertex origin ) {
boolean[] selected = new boolean[ graph.numVertices() 1];
E[] length= new E[ graph.numVertices() J;
Vertex[] via = new Vertex[ graph.numVertices() 1];
AdaptMinPriorityQueue<E,Vertex> connected =

new AdaptMinHeap<E,Vertex>( graph.numVertices() );

2011/2012 09-ADA-DIJKSTRA

Caminho Mais Curto (Disjkstra)

for every Vertex v in graph.vertices() {
selected[v] = false;
length[v] = +;

}

length[origin] = 0;

vialorigin] = origin;

connected.insert(length[origin], origin);

2011/2012 09-ADA-DIJKSTRA
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Caminho Mais Curto (Disjkstra)

do {
Vertex vertex = connected.removeMin().getValue(Q);
selected[vertex] = true;
exploreVertex(graph, vertex, selected, cost, via, connected);
} while ( !connected.isEmpty() );

return PairClass<E[], Vertex> (length, via);

21
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Caminho Mais Curto (Disjkstra)

void exploreVertex( DiGraph<?,E> graph, Vertex source,
boolean[] selected, E[] length, Edge<?,E>[] via,
AdaptMinPriorityQueue<E,Vertex> connected ) {

for every Edge<?,E> e in graph.outIncidentEdges(source) {

Vertex vertex = e.endVertices()[1];

if ( !selected[vertex) {

E newLength = length[source] + e.label();
if (newLength < length[vertex] ) {
// Actualizar o menor caminho de origin a vertex

}

}

2011/2012 09-ADA-DIJKSTRA

22

Caminho Mais Curto (Disjkstra)
// Corpo do método exploreVertex
for every Edge<?,E> e in graph.outIncidentEdges(source) {
Vertex vertex = e.endVertices()[1];
if ( !selected[vertex) {
E newLength = length[source] + e.label();
if (newLength < length[vertex] ) {
boolean vertexIsInQueue = length[vertex] < +e;
length[vertex] = newlLength;
via[vertex] = source;
if ( vertexIsInQueue )
connected.decreaseKey(vertex, length[vertex]);
else
connected.insert(length[vertex], vertex);

}

2011/2012 09-ADA-DIJKSTRA
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Complexidade do Algoritmo de Dijkstra
Fila Implementada em Heap e Vector

Criar fila

Inicializar 2 vectores

Inserir origem na fila

#V remover minimo da fila

#V percorrer sucessores directos

#A inserir na fila ou decrementar chave
TOTAL (matriz de adjacéncias)
TOTAL (listas de adjacéncias)

2011/2012 09-ADA-DIJKSTRA

O(#V)

O(#V)

O()

O(#V log #V)
O((#V)?) ou O(#A)
O(#A log #V)

24




Complexidade do Algoritmo de Dijkstra

Fila Implementada em Heap e Vector Escrita do Caminho

Criar fila O(#V) void writePath( Vertex via[], Vertex origin, Vertex destination ) {

Inicializar 2 vectores O(#V) 1f (destination != origin) {

Inserir origem na fila O(l) writePath(via, origin, via[destination])
- WRITECS, “);

#V remover minimo da fila O(#V log #V) ) 9

#V percorrer sucessores directos O((#V)?) ou O(#A) o

. . WRITE(destination);

#A inserir na fila ou decrementar chave O(#A log #V) .

TOTAL (matriz de adjacéncias)  O((#V)> + #A log #V)

TOTAL (listas de adjacéncias) O((#V + #A) log #V)
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Planeamento

Apresentagdo da disciplina
Programacgdo Dindmica
Introdugdo aos Grafos
Percurso em largura e profundidade
Ordenacgao Topoldgica
Arvore Minima de Cobertura (Algoritmo de Kruskal)
4 . . 4 ITAD Partigdo
10. Filas Binomiais Complesitads Amorizads
Arvore Minima de Cobertura (Algoritmo de Prim)
¢ ITAD Fila com Prioridade Adaptavel
Algoritmo de Dijskstra
Filas Binomiais
Filas de Fibonacci

Algoritmo de Bellman-Ford

Fluxo Maximo: Algoritmo de Ford-Fulkerson
Algoritmo de Edmonds-Karp

Introdugdo a Teoria da Complexidade
Exemplos de Problemas NP

Redutibilidade entre Problemas de Decisdo
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TAD Fila com Prioridade por Minimos (K,V)

public interface MinPriorityQueue<K extends Comparable<K>, V> {
// Returns true iff the priority queue contains no entries
boolean isEmpty( );

// Returns the number of entries in the priority queue
int size( );

// Returns an entry with the smallest key in the priority queue
Entry<K,V> minEntry( ) throws EmptyPriorityQueueException;

// Inserts the entry (key, value) in the priority queue
void insert( K key, V value );

// Removes an entry with the smallest key from the priority

// queue and returns that entry.
Entry<K,V> removeMin( ) throws EmptyPriorityQueueException;

2011/2012 10-ADA-FBINOMIAL

TAD Fila com Prioridade Adaptavel
Organizada por Minimos (K,V)

public interface AdaptMinPriorityQueue<K extends Comparable<K>,
V extends Comparable<V>> extends MinPriorityQueue<K,V> {

// If the priority queue contains an entry with the specified
// value, returns the associated key and replaces it by the
// specified key. Otherwise, returns null.

K decreaseKey( V value, K newKey ) throws InvalidKeyException;

// If the priority queue contains an entry with the specified
// value, removes and returns that entry.

// Otherwise, returns null.

Entry<K,V> remove( V value );

2011/2012 10-ADA-FBINOMIAL

TAD Fila com Prioridade Fundivel
Organizada por Minimos (K,V)

public interface MergeMinPriorityQueue<K extends Comparable<K>,
V extends Comparable<V>> extends AdaptMinPriorityQueue<K,V> {

// Removes all of the entries from the specified queue and

// inserts them in the mergeable priority queue.

// The two queues must be different and

// their values must be all distinct.

void merge( MergeMinPriorityQueue<K,V> priorityQueue )
throws EqualPriorityQueuesException;

2011/2012 10-ADA-FBINOMIAL

Arvore Binomial

Defini¢do recursiva




Arvore Binomial

Propriedades da arvore binomial B, de ordem k

Numero de nés = 2k
Altura =k
Ordem daraiz = k

Bk‘|-1

Arvore Binomial

Propriedades da arvore binomial B, de ordem k
B, tem ('I‘) nds no nivel i.

4
o)
nivel 0 2
nivel 1 ()
nivel 2 O

nivel 3

nivel 4 . B,

Fila Binomial

Floresta de arvores binomiais que satisfazem as
seguintes propriedades:
Cada arvore é uma fila ordenada por minimos

o ou 1 arvores binomiais de ordem k

Fila Binomial: Propriedades

Propriedades de uma fila binomial com n nés
Chave minimanaraizde B, B, . .., By
Contém arvore binomial B; sse b; =1 onde b,... b,bb, é uma representacao
bindria de n
No méximo |log n] + 1 drvores binomiais
Altura < [logn]




Fila Binomial: Propriedades

Propriedades de uma fila binomial com n nos
Chave minima naraizde B, B, . .., B,
Contém arvore binomial B; sse b, =1 onde b,... b,b,b, é uma representacdo
bindria de n
No méaximo |log n] + 1 &rvores binomiais

Altura < |logn]| 3 @

N=19

# arvores =3
altura=4

rep. binaria = 10011

B, B,

Fila Binomial: Implementacao

Cada n6 tem 4 apontadores (parent, left son, left, right)
Raizes das arvores ligada por uma lista ligada
Ordem das arvores decresce da esquerda para a direita

N

pai
JMa0 [ | entrada |grau _| irmao
esquerdo direito

filho esquerdo

Fila Binomial: Implementacao

[ v
I: 6 |2 18 [0 /
® @ ——
10 [ 1 44 |0 /
["_1
17 |0 /
pai
imao |  [Tentrada |grau _| irmao
esquerdo direito
filho esquerdo
N

Descricao das Operacgoes (n entradas)

BinQueue( )
Inicializa-se a head a null
Complexidade — O(1) em todos os casos

boolean isEmpty( )

Testa se a head é null
Complexidade — O(1) em todos os casos
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Descricao das Operacdes (n entradas)

Entry<K,V> minEntry(C )

Percorrem-se as raizes das drvores (principais) e
retorna-se uma dessas entradas com chave minima.

Complexidade — O(log n)

2011/2012 10-ADA-FBINOMIAL 15

Fila Binomial: minEntry

Tempo de execu¢do no pior caso — O(log n)

No maximo |log n] + 1 4rvores binomiais

®&—®

®

Descricao das Operacdes (n entradas)

void insert( )
Cria-se uma fila binomial f com a entrada (key, value)
Funde-se a fila com f: this.merge(f)
Complexidade: igual a complexidade da fusdo

2011/2012 10-ADA-FBINOMIAL 17

Fila Binomial: insert




Descricao das Operacdes (n entradas)

Entry<K,V> removeMin( )

Descobre-se uma entrada € com chave minima (e a

arvore B, cuja raiz é e) — O(log n)
Retira-se a arvore B, da fila — O(1)

Cria-se uma fila binomial f com as sub-arvores da raiz

de B, — O(log n)
Funde-se a fila com f: this.merge(f)
Retorna-se e

Complexidade — log n + complexidade da fusdo

2011/2012 10-ADA-FBINOMIAL

Arvore Binomial: removeMin

Arvore Binomial: removeMin

Descricao das Operacgoes (n entradas)

K decreaseKey(BinNode<K,V> node, K newKey)

Executa-se o borbulhar ascendente a partir do no
(como no heap)

Complexidade — O(log n) no pior caso
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Arvore Binomial: decreaseKey

Tempo de execu¢io — O(log n)

Proporcional ao nivel do n6 x < |log n|

Descricao das Operacoes (n entradas)
O método remove nao acrescenta funcionalidade

Entry<K,V> remove( BinNode<K,V> node ) {
Entry<K,V> entry = node.getEntry(Q);
this.decreaseKey(node, —»);
this.removeMin();
return entry;

Complexidade — log n + complexidade da fusdo
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Fila Binomial : merge

Criar fila H que é a fusdo de H' e H"

Se H' e H" sdo ambas arvores binomiais de ordem k
Ligar as raizes de H' e H"
Escolher a menor chave para raiz de H

Fila Binomial : merge

19+7=26 + 0

=
- lo ©o -
Ol © -
N [ =S
-




Fila Binomial : merge

Fila Binomial : merge

00

®

00




®

®—©

00

Complexidade da Fusao

O numero de passos do algoritmo de fusdo é inferior
ou igual ao namero total de arvores binomiais iniciais

1

®—©
®

Sejam
N, e N, os numeros de entradas das filas binomiais
iniciais
N =N, + N, o nimero de entradas da fila binomial
resultante

merge <= |_log nIJ +1+ |_10gn2J +1
<2|logn|+2
= O(logn)
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Complexidades da Fila com Prioridade Fundivel
no Pior Caso (n entradas)

Complexidade dos Algoritmos de Prim e Dijkstra
com Heap ou Fila Binomial (grafo em listas de adjacéncias)

Criar fila O(#V)
Heap Fila Binomial Inicializar 2 vectores O(#V)
isEmpty o) o) Inserir origem na fila 0(1)
size ow o (#V ou < #V) remover minimo da fila O(#V log #V)
minEntry o) O(log n) .
Tnsert Olog ) ooz n) (#V ou < #V) percorrer sucessores directos O(#A)
removeMin O(log n) O(log n) (#A ou < #A) inserir na fila ou decrementar chave O(#A log #V)
decreaseKey O(log n) O(log n)
remove O(log n) O(log n)
merge (m entradas) O(n + m) O(log (n+m)) TOTAL Prim O(#A lOg #V)
TOTAL Dijkstra  O((#V + #A) log #V)
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Planeamento

11. Filas de Fibonacci

Apresentagdo da disciplina

Programacgdo Dindmica

Introdugdo aos Grafos

Percurso em largura e profundidade

Ordenacgao Topoldgica

Arvore Minima de Cobertura (Algoritmo de Kruskal)
ITAD Partigdo

Complexidade Amortizada

Arvore Minima de Cobertura (Algoritmo de Prim)
ITAD Fila com Prioridade Adaptavel

Algoritmo de Dijskstra

Filas Binomiais

Filas de Fibonacci

Algoritmo de Bellman-Ford

Fluxo Maximo: Algoritmo de Ford-Fulkerson
Algoritmo de Edmonds-Karp

Introdugdo a Teoria da Complexidade
Exemplos de Problemas NP

Redutibilidade entre Problemas de Decisdo
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Fila de Fibonacci: Estrutura

Conjunto de filas ordenadas por minimos
Alguns nos estdo marcados

Um no estd marcado se perdeu um filho desde que é filho do
pai actual

Uma raiz nunca esta marcada

min

2011/2012 WHADA—FFIBONACCI

Fila de Fibonacci: Implementacao

A fila é implementada em lista circular duplamente ligada com cabeca

A cabega da lista (que implementa a fila) aponta para uma arvore cuja
raiz tem a chave minima

Os filhos de um no estdo implementados em lista circular
duplamente ligada, com cabeca

A cabeca da lista dos filhos aponta para um filho qualquer

min

@ @ @

2011/2012 WHADA—FFIBONACC\

Fila de Fibonacci: Estruturas

degree = ordem de um nd

mark = marca de um n6 (cinzento ou preto)
t(H) = # arvores

m(H) = # nds marcados

t(H)=5, m(H)=3 degree =3

17 (24)

@ @ @
()
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Fila de Fibonacci: Insercao

Criar arvore singular
Adicionar arvore a esquerda do minimo

Actualizar o apontador para o minimo

o

min
7 @ @ @) 3
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Fila de Fibonacci: Insercao

Criar arvore singular
Adicionar arvore a esquerda do minimo
Actualizar o apontador para o minimo

Insert 21

min

7 @ @@
® @ @®
@ WHADA—FFIBONACCI 7

2011/2012

Fila de Fibonacci: Insercao

Criar arvore singular
Adicionar arvore a esquerda do minimo
Actualizar o apontador para o minimo

Complexidade — O(1)

Insert 21

min

7 o) @@
® @ @®
@ WHADA—FFIBONACC\ 8
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Fila de Fibonacci: Fusao

Concatenar 2 filas de fibonacci
As listas das raizes sdo filas duplamente ligadas circulares

min

11-ADA-FFIBONACCI
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Fila de Fibonacci: Fusao

Concatenar 2 filas de fibonacci
As listas das raizes sdo filas duplamente ligadas circulares

min

11-ADA-FFIBONACCI
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Fila de Fibonacci: Remover Minimo

Remover minimo e concatenar os seus filhos na lista das raizes

Consolidar arvores de forma que ndo existam duas raizes com a
mesma ordem

min
: @) @) @) )@

(35) 39
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Fila de Fibonacci: Remover Minimo

Remover minimo e concatenar os seus filhos na lista das raizes

Consolidar arvores de forma que ndo existam duas raizes com a
mesma ordem

current
min l
: @) @) @) (@B (5D (@

2011/2012 11-ADA-FFIBONACCI 12

Fila de Fibonacci: Remover Minimo

Remover minimo e concatenar os seus filhos na lista das raizes

Consolidar arvores de forma que ndo existam duas raizes com a
mesma ordem

0(1]12]3
(EEIERK)

current
min
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Fila de Fibonacci: Remover Minimo

Remover minimo e concatenar os seus filhos na lista das raizes

Consolidar arvores de forma que ndo existam duas raizes com a
mesma ordem

0(1]2]3
(KA IK)

current

min

2)
®

41
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Fila de Fibonacci: Remover Minimo

Remover minimo e concatenar os seus filhos na lista das raizes

Consolidar arvores de forma que ndo existam duas raizes com a
mesma ordem

0[1]2)|3
Plol®]e

min

41

2)
®

@
26 @ current @
()
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Fila de Fibonacci: Remover Minimo

Remover minimo e concatenar os seus filhos na lista das raizes

Consolidar arvores de forma que ndo existam duas raizes com a
mesma ordem

01|23

26 @ current m

@ | Merge 17 and 23 trees |
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Fila de Fibonacci: Remover Minimo

Remover minimo e concatenar os seus filhos na lista das raizes

Consolidar arvores de forma que ndo existam duas raizes com a
mesma ordem

0[1]2]|3
] , , o
current
@) @)@

Merge 7 and 17 trees |
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Fila de Fibonacci: Remover Minimo

Remover minimo e concatenar os seus filhos na lista das raizes

Consolidar arvores de forma que ndo existam duas raizes com a
mesma ordem

01|23
] [ ) , ]
min current
\7/ @ (D)
24 7 18 \5_2/ 41
26 JET (17) (0 (44)
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Fila de Fibonacci: Remover Minimo

Remover minimo e concatenar os seus filhos na lista das raizes

Consolidar arvores de forma que ndo existam duas raizes com a
mesma ordem

0|1]2]|3
(AEAENK)

26 @ @ | Merge 7 and 24 trees |
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Fila de Fibonacci: Remover Minimo

Remover minimo e concatenar os seus filhos na lista das raizes

Consolidar arvores de forma que ndo existam duas raizes com a
mesma ordem

01|23
(B IERK)

. \cujint
) (7)
18 @ 41
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Fila de Fibonacci: Remover Minimo

Remover minimo e concatenar os seus filhos na lista das raizes

Consolidar arvores de forma que ndo existam duas raizes com a
mesma ordem

0[1]2]|3
elele
current
18 \5_2/ 41
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Fila de Fibonacci: Remover Minimo

Remover minimo e concatenar os seus filhos na lista das raizes

Consolidar arvores de forma que ndo existam duas raizes com a
mesma ordem

01|23
el
mi current
18 \5_2/ 41

| Merge 41 and 18 trees |
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Fila de Fibonacci: Remover Minimo

Remover minimo e concatenar os seus filhos na lista das raizes

Consolidar arvores de forma que ndo existam duas raizes com a
mesma ordem

0|1]2]|3

afefe]e

current
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Fila de Fibonacci: Remover Minimo

Remover minimo e concatenar os seus filhos na lista das raizes

Consolidar arvores de forma que ndo existam duas raizes com a
mesma ordem

0[1[2]|3
Qlielel®

current
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Fila de Fibonacci: Remover Minimo

Remover minimo e concatenar os seus filhos na lista das raizes

Consolidar arvores de forma que ndo existam duas raizes com a
mesma ordem
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Fila de Fibonacci: Decrescer Chave

Decrescer chave do elemento x para k
Caso o: proprierdade min-heap ndo violada
Decrescer chave de x para k

Alterar o apontador minimo se necessario

@ @ @ @ 0 @
52

| Decrease 46 to 45
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Fila de Fibonacci: Decrescer Chave

Decrescer chave do elemento x para k
Caso o: proprierdade min-heap nio violada
Decrescer chave de x para k
Alterar o apontador minimo se necessério

38

(@)

2011/2012

Fila de Fibonacci: Decrescer Chave

Decrescer chave do elemento x para k
Caso 1: pai de x ndo tem marca
Decrescer chave de x para k
Remover ligagdo de x ao seu pai
Marcar pai
Adicionar arvore com raiz em x a lista de raizes e actualizar minimo

38

Q)

2011/2012

Fila de Fibonacci: Decrescer Chave

Decrescer chave do elemento x para k
Caso 1: pai de x ndo tem marca
Decrescer chave de x para k
Remover ligacdo de x ao seu pai
Marcar pai
Adicionar arvore com raiz em x a lista de raizes e actualizar minimo

@ @ @ @ @ @
(52

| Decrease 45 to 15
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Fila de Fibonacci: Decrescer Chave

Decrescer chave do elemento x para k
Caso 1: pai de x ndo tem marca
Decrescer chave de x para k
Remover ligacdo de x ao seu pai
Marcar pai
Adicionar arvore com raiz em x a lista de raizes e actualizar minimo

— min

(18) 38

W @ @ 0 @
52

| Decrease 45 to 15
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Fila de Fibonacci: Decrescer Chave

Decrescer chave do elemento x para k
Caso 1: pai de x ndo tem marca
Decrescer chave de x para k
Remover ligagdo de x ao seu pai
Marcar pai
Adicionar drvore com raiz em x a lista de raizes e actualizar minimo

~
-
o

38

| Decrease 45 to 15
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Fila de Fibonacci: Decrescer Chave

Decrescer chave do elemento x para k
Caso 2: pai de x tem marca
Decrescer chave de x para k
Remover ligagdo de x ao seu pai p[x] e adicionar x a lista de raizes
Remover liga¢do entre p[x] e p[p[x]] e adicionar p[x] a lista de raizes
If p[p[x]] ndo estd marcado, marcar p[p[x]]

If p[p[x]] estd marcado, remover ligagdo entre p[p[x]] e o seu pai, retirar
marca e repetir .
— min
15 @) (18) 38

W @ & 0 @
(52

| Decrease 35 to 5
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Fila de Fibonacci: Decrescer Chave

Decrescer chave do elemento x para k
Caso 2: pai de x tem marca
Decrescer chave de x para k
Remover ligacdo de x ao seu pai p[x] e adicionar x a lista de raizes
Remover ligagdo entre p[x] e p[p[x]] e adicionar p[x] a lista de raizes
If p[p[x]] ndo estd marcado, marcar p[p[x]]

If p[p[x]] estd marcado, remover ligagdo entre p[p[x]] e o seu pai, retirar
marca e repetir

(18) 38

W @ @ 0 @

| Decrease 35to 5
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Fila de Fibonacci: Decrescer Chave

Decrescer chave do elemento x para k
Caso 2: pai de x tem marca
Decrescer chave de x para k
Remover ligagdo de x ao seu pai p[x] e adicionar x a lista de raizes
Remover liga¢do entre p[x] e p[p[x]] e adicionar p[x] a lista de raizes
If p[p[x]] ndo esta marcado, marcar p[p[x]]
If p[p[x]] estd marcado, remover ligagdo entre p[p[x]] e o seu pai, retirar

marca e repetir

min
D (® @

(18) 38

W @ @ 0 @
52

| Decrease 35 to 5

parent marked
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Fila de Fibonacci: Decrescer Chave

Decrescer chave do elemento x para k
Caso 2: pai de x tem marca
Decrescer chave de x para k
Remover ligacdo de x ao seu pai p[x] e adicionar x a lista de raizes
Remover ligacdo entre p[x] e p[p[x]] e adicionar p[x] a lista de raizes
If p[p[x]] ndo estd marcado, marcar p[p[x]]

If p[p[x]] estd marcado, remover liga(;éo entre p[p[x]] e o seu pai, retirar
marca e repetir

IREIATCR
(52

parent marked

| Decrease 35to 5
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Fila de Fibonacci: Decrescer Chave

Decrescer chave do elemento x para k
Caso 2: pai de x tem marca
Decrescer chave de x para k
Remover ligagdo de x ao seu pai p[x] e adicionar x a lista de raizes
Remover liga¢do entre p[x] e p[p[x]] e adicionar p[x] a lista de raizes
If p[p[x]] ndo estd marcado, marcar p[p[x]]

If p[p[x]] estd marcado, remover liga(;éo entre p[p[x]] e o seu pai, retirar
marca e repetlr

O

| Decrease 35 to 5
2011/2012 11-ADA-FFIBONACCI =

Fila de Fibonacci: Implementacao

A fila é implementada em lista circular duplamente ligada com
cabeca

A cabeca da lista (que implementa a fila) aponta para uma arvore
cuja raiz tem a chave minima

Os filhos de um no estdo implementados em lista circular
duplamente ligada, com cabeca

A cabeca da lista dos filhos aponta para um filho qualquer

pai
rmao | entradalgraulmarca _| irmao
esquerdo direito
filho
N
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Fila de Fibonacci: Implementacao

[ v
®@ ‘6|2F mpﬂ

—— 11

®

| e v
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29]1|F glo|T
() R

_—

40l ofF
[ ]
T_I pai
rmao_ | entradalgraulmarca _| Irmao
esquerdo direito
filho
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Classe N6 de Arvore de Fibonacci

// The node is marked if it has lost a child since
// it has the current parent. Roots are unmarked
private boolean mark;

public FibNode( K key, V value ) {
entry = new EntryClass<K,V>(Ckey, value);
degree = 0;
child = null;
leftSibling = this;
rightSibling = this;
parent = null;
mark = false;

}

// Todos os SETs e GETs

39
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Classe N6 de Arvore de Fibonacci

class FibNode<K,V> {
// Entry stored in the node
private EntryClass<K,V> entry;

// The degree of the node
private int degree;

// (Pointer to) a child
private FibNode<K,V> child;

// (Pointer to) the left sibling
private FibNode<K,V> leftSibling;

// (Pointer to) the right sibling
private FibNode<K,V> rightSibling;

// (Pointer to) the parent

private FibNode<K,V> parent;
2011/2012 11-ADA-FFIBONACCI
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Classe N6 de Arvore de Fibonacci

public void incrementDegree( ) {
degree++;

}

public void decrementDegree( ) {
degree——;

}

public void makeSingleton( ) {
leftSibling = this;
rightSibling = this;

41
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Classe N6 de Arvore de Fibonacci

public boolean isMarked( ) {
return mark;

3

public void mark( ) {
mark = true;

}

public void unmark( ) {
mark = false;

3
} // End of class FibNode

42
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Criacao de uma Fila Vazia

FibQueue( )
Inicializa-se min a null
Inicializa-se currentSize a @

Complexidade — O(1) em todos os casos
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Classe Interna Fila de Fibonacci

class FibQueue<K extends Comparable<K>, V> {

// (Pointer to) a tree with the smallest key
protected FibNode<K,V> min;

// Number of entries in the priority queue
protected int currentSize;

public FibQueue( ) {

min = null;
currentSize = 0;
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Classe Publica Fila de Fibonacci

public class FibonacciQueue<K extends Comparable<K>,
V extends Comparable<V>>
implements MergeMinPriorityQueue<K,V> {

// The Fibonacci queue
protected FibQueue<K,V> queue;

// The dictionary
protected Dictionary<V, FibNode<K,V>> dict;

public FibonacciQueue( ) {
queue = new FibQueue<K,V>(Q);
dict = new SepChainHashTable<V, FibNode<K,V>>();
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Classe Publica Fila de Fibonacci

// Returns true iff the priority queue contains no entries
public boolean isEmpty( ) {

return dict.isEmpty(Q);
}

// Returns the number of entries in the priority queue
public int size( ) {
return dict.size(Q);

}

// Returns an entry with the smallest key in the priority queue
public Entry<K,V> minEntry( ) throws EmptyPriorityQueueException {
if ( this.isEmpty(Q) )
throw new EmptyPriorityQueueException();

return queue.minkEntry(Q);

}
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Classe Publica Fila de Fibonacci

// Inserts the entry (key, value) in the priority queue
public void insert( K key, V value ) throws InvalidValueException {
if ( dict.find(value) !'= null )
throw new InvalidValueException(
“The queue already has an entry with the value.”);

FibNode<K,V> node = queue.insert(key, value);
dict.insert(value, node);
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Classe Publica Fila de Fibonacci

// Removes an entry with the smallest key from the priority queue
// and returns that entry
public Entry<K,V> removeMin( ) throws EmptyPriorityQueueException {
if ( this.isEmpty(Q) )
throw new EmptyPriorityQueueException();

Entry<K,V> entry = queue.removeMin();
dict.remove( entry.getValue() );
return entry;
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Classe Publica Fila de Fibonacci

// If the priority queue contains an entry with the specified value,
// returns the associated key and replaces it by the specified key
// (which is less than the old one). Otherwise, returns null
public K decreaseKey( V value, K newKey ) throws InvalidKeyException{
FibNode<K,V> node = dict.find(value);
if ( node == null )
return null;

K oldKey = node.getKey();
if ( oldKey.compareTo(newKey) <= 0 )
throw new InvalidKeyException(
“The specified key is not less than the existent one.”);

queue.decreaseKey(node, newKey);
return oldKey;
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Classe Publica Fila de Fibonacci

// If the priority queue contains an entry with the specified value,
// removes and returns that entry. Otherwise, returns null
public Entry<K,V> remove( V value ) {
FibNode<K,V> node = dict.remove(value);
if ( node == null )
return null;
else {
queue.remove(node);
return node.getEntry();
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Classe Publica Fila de Fibonacci

// Removes all of the entries from the specified queue and

// inserts them in the mergeable priority queue.

// The two queues must be different and

// their values must be all distinct

public void merge( MergeMinPriorityQueue<K,V> priorityQueue )
throws EqualPriorityQueuesException {

if ( this == priorityQueue )
throw new EqualPriorityQueuesException(
“The two priority queues are equal”);

if ( priorityQueue instanceof FibonacciQueue )

else

51
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Classe Publica Fila de Fibonacci

if ( priorityQueue instanceof FibonacciQueue ) {
FibonacciQueue<K,V> auxQueue =
(FibonacciQueue<K,V>) priorityQueue;
this.mergeDict(auxQueue);
queue.merge(auxQueue.queue);

3
else
while ( !priorityQueue.isEmpty() ) {
Entry<K,V> entry = priorityQueue.removeMin();
this.insert(entry.getKey(), entry.getValue());
}
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}

Classe Publica Fila de Fibonacci

// Removes all entries from the dictionary of the specified queue.
// Values that exist in this Fibonacci queue are removed from the
// specified FibQueue.
// Those that do not exist are inserted in this dictionary
protected void mergeDict( FibonacciQueue<K,V> priQueue ) {
Iterator<Entry<V, FibNode<K,V>>> iter =
priQueue.dict.iterator();

while ( iter.hasNext() ) {
Entry<V, FibNode<K,V>> entry = iter.next(Q);
if ( dict.find( entry.getKey() ) == null )
dict.insert(entry.getKey(), entry.getValue());
else
priQueue.queue.remove( entry.getValue() );

}

priQueue.dict = new SepChainHashTable<V, FibNode<K,V>>();
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Classe Interna Fila de Fibonacci

class FibQueue<K extends Comparable<K>, V> {

// (Pointer to) a tree with the smallest key
protected FibNode<K,V> min;

// Number of entries in the priority queue
protected int currentSize;

public FibQueue( ) {

min = null;
currentSize = 0;
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Métodos Publicos da Classe Interna

boolean isEmpty( );

Entry<K,V> minEntry( );

FibNode<K,V> insert( K key, V value );
Entry<K,V> removeMin( );

void decreaseKey( FibNode<K,V> node, K newKey );
void remove( FibNode<K,V> node );

void merge( FibQueue<K,V> queue );
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Descricao das Operacoes (n entradas)

boolean isEmpty( )
Testar se min é null
Complexidade — O(1) em todos os casos

minEntry( )

Retornar a entrada guardada em min
Complexidade — O(1) em todos os casos
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Classe Interna Fila de Fibonacci

// Returns true iff the queue contains no entries
public boolean isEmpty( ) {
return this.min == null;

}

// Returns an entry with the smallest key in the queue.
// Pre-condition: the queue is not empty
public Entry<K,V> minEntry( ) {

return this.min.getEntry(Q);

}
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Descricao das Operacgoes (n entradas)

FibNode<K,V> insert( K key, V value )
Criar uma arvore t com a entrada (key, value) — O(1)
Inserir t na fila (por exemplo, a esquerda de min) — O(1)
Actualizar min, se key for menor que a chave em min— O(1)
Retornar t — O(1)

Complexidade — O(1) em todos os casos.
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Classe Interna Fila de Fibonacci

// Inserts the entry (key, value) in the queue and

// returns the node which contains that entry

public FibNode<K,V> insert( K key, V value ) {
FibNode<K,V> newTree = new FibNode<K,V>(key, value);

if (this.isEmpty(Q) )
this.min = newTree;
else {
this.insertTree(min, newTree);
// Update min
if ( key.compareTo( this.min.getKey() ) < @ )
this.min = newTree;
}
this.currentSize++;
return newTree;
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Descricao das Operacoes (n entradas)

void merge( FibQueue<K,V> queue)

Concatenar a fila com queue (por exemplo, colocando queue
a direita de min) — O(1)

Actualizar min, se a chave minima de queue for menor que a
chave em min— O(1)

Complexidade — O(1) em todos os casos
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Classe Interna Fila de Fibonacci

// Merges this queue with the specified one
// Pre-condition: the two queues are different
public void merge( FibQueue<K,V> queue ) {
if ( !queue.isEmpty() ) {
if ( this.isEmpty(Q) )
this.min = queue.min;
else {
// Insert queue to the right of min
// Update min

}

queue.min = null;

this.currentSize += queue.currentSize;
queue.currentSize = 0;
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Classe Interna Fila de Fibonacci

else {
// Insert queue to the right of min
FibNode<K,V> firstQl = this.min.getRightSibling(Q);
FibNode<K,V> firstQ2 = queue.min.getRightSibling();
this.min.setRightSibling(firstQ2);
firstQ2.setlLeftSibling(this.min);
firstQl.setlLeftSibling(queue.min);
queue.min.setRightSibling(firstQl);
// Update min

if ( queue.min.getKey().compareTo( this.min.getKey() ) < 0 )

this.min = queue.min;
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Descricao das Operacdes (n entradas)

Entry<K,V> removeMin( )
Guardar a entrada e guardada em min — O(1)

Para cada filho de min, colocar a marca a false, colocar pai a
null e inserir na fila (d é grau de min ) — O(d)

Retira-se a arvore min da fila, ficando min a apontar para
uma arvore qualquer (ou a null, se a fila ficar vazia) — O(1)

Consolidar a fila — this.consolidate()
Retornar e
Complexidade — d + consolidagdo
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Classe Interna Fila de Fibonacci

// Removes an entry with the smallest key from the queue
// and returns that entry
// Pre-condition: the queue is not empty
public Entry<K,V> removeMin( ) {
Entry<K,V> entry = this.min.getEntryQ);
this.insertChildren( this.min.getChild() );
this.removeMinTree();
if (this.min != null )
this.consolidate();
this.currentSize—;

return entry;
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Classe Interna Fila de Fibonacci

protected void insertChildren( FibNode<K,V> firstChild ) {
if ( firstChild != null ) {

FibNode<K,V> tree = firstChild;

do {
FibNode<K,V> nextTree = tree.getRightSibling(Q);
tree.setParent(null);
tree.unmark();
this.insertTree(this.min, tree);
tree = nextTree;

} while ( tree != firstChild );
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Classe Interna Fila de Fibonacci

protected void consolidate( ) {
FibNode<K,V>[] trees = this.buildTrees(Q);
this.rebuildQueue(trees);
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Classe Interna Fila de Fibonacci

// Returns an array with the new queue trees (indexed by degree)
// Pre-condition: the queue is not empty
protected FibNode<K,V>[] buildTrees( ) {
int capacity = this.maxDegree() + 1;
FibNode<K,V>[] trees = (FibNode<K,V>[]) new FibNode[capacity];
FibNode<K,V> currTree = this.min;
do {

} while ( currTree != this.min );

return trees;
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Classe Interna Fila de Fibonacci

FibNode<K,V> currTree = this.min;
do {
int currDegree = currTree.getDegree();
FibNode<K,V> nextTree = currTree.getRightSibling();
while ( trees[currDegree] != null ) {
currTree = this.linkTrees(currTree, trees[currDegree]);
trees[currDegree] = null;
currDegree++;
}
trees[currDegree] = currTree;
currTree = nextTree;

} while ( currTree != this.min );
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Complexidade da Consolidacao

Sejam t o numero de arvores na fila e d o grau da arvore minima

Ciclo exterior (do-while) de buildTrees: cada passo é constante e
o numero de passos é t+d-1 — O(t+d)

Ciclo interior (while) de buildTrees: cada passo é constante e o
numero de passos ndo excede t+d-2 — O(t+d)

Complexidade de rebuildQueue: cada passo é constante e o
numero de passos ndo excede t+d-1 — O(t+d)

Complexidade Total — O(t+d)
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Complexidade da Remog¢ao do Minimo
Sejam t o namero de drvores na fila e d o grau da drvore minima

Complexidade de insertChildren — O(d)
Complexidade de removeMinTree — O(1)

Complexidade de consolidate — O(t+d)
Complexidade Total — O(t+d)

Como t pode ser n e d < n, a complexidade é O(n)
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Descricao das Operacdes (n entradas)

void decreaseKey(FibNode<K,V> node, K newKey)
Se ( node é raiz ou newKey > chave do pai ), passar a (3)

No caso contrdrio, cortar node: remover node da lista dos
filhos do pai; colocar o pai de node a null; colocar a marca
de node a false; e inserer node na fila

Se o pai é raiz, passar a (3)

Se o pai ndo é raiz e ndo estd marcado, coloca-se a marca do pai
a true. Passar a (3)

Se o pai estd marcado, (o pai ndo € raiz ) cortar pai
Actualizar min, se newKey for menor que a chave em min

Complexidade — altura da arvore, no pior caso
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Classe Interna Fila de Fibonacci

// Replaces the key in the specified node by the specified key
// Pre-condition: the specified key is less than the one in the node
public void decreaseKey( FibNode<K,V> node, K newKey ) {
node.setKey(newKey);
FibNode<K,V> parent = node.getParent();
if ( parent != null &% parent.getKey().compareTo(newKey) > 0 ) {
this.cut(node, parent);
this.cascadingCut(parent);
}
// Update min
if ( newKey.compareTo( this.min.getKey() ) < @ )

this.min = node;
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Classe Interna Fila de Fibonacci

// Cuts the 1link between the specified node and its parent
// and makes the specified node a queue root.
// The parent’s degree is decreased but its mark is not changed
protected void cut( FibNode<K,V> node, FibNode<K,V> parent ) {
this.removeChild(parent, node);
node.setParent(null);
node.unmark();
this.insertTree(this.min, node);
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Classe Interna Fila de Fibonacci

// Recursively cuts all marked ancestors of the specified node
// (starting with the specified node) until an unmarked node is
// found. Marks that unmarked node, unless it is the root
protected void cascadingCut( FibNode<K,V> node ) {
FibNode<K,V> parent = node.getParent();
if ( parent != null )
if ( node.isMarked() ) {
this.cut(node, parent);
this.cascadingCut(parent);
}
else
node.mark();
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Classe Interna Fila de Fibonacci

// Removes the entry in the specified node
Entry<K,V> remove( FibNode<K,V> node ) {
Entry<K,V> entry = node.getEntry(Q);
this.decreaseKey(node, —);
this.removeMin();
return entry;
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Filas de Fibonacci

Propriedade Fundamental

Seja x um no6 qualquer com grau d (parad > o). Sey,,
Y, - - -, Y4 forem os filhos de x, pela ordem com que
foram ligados a x, entdo:

grau(y,) = o

grau(y;) =i-2,parai=2,3,...,d.
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Grau Maximo de uma Arvore de uma Fila de
Fibonacci (n entradas)

Seja d o grau de arvore qualquer da fila, entdo:

n=N(d)= ¢’
onde ¢
¢ = 35 ) 6ig
2
Portanto
d= |_log¢ nJ

Grau Maximo de uma Arvore de uma Fila de
Fibonacci (n entradas)

Seja d o grau de arvore qualquer da fila, entdo:

n=N(d)= ¢’
onde
¢ ¢=1+2‘/§z1.618
Portanto
d = |_10g¢ nJ

Nota: A designagdo destas filas vem do facto que:
N(d) = Fibonacci(d+2) = ¢4
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Complexidades da Fila com Prioridade Fundivel
no Pior Caso (n entradas)

Heap Fila Binomial Fibzirlizcci
isEmpty o) o) o)
size o) o) o(1)
minEntry o(1) O(log n) o)
insert O(log n) O(log n) o)
removeMin O(log n) O(log n) O(n)
decreaseKey O(log n) O(log n) O(n)
remove O(log n) O(log n) O(n)
merge (m entradas) O(n+m) | O(log (n+m)) o(1)
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Complexidade Amortizada

Seja Q uma fila de Fibonacci qualquer, t, o ntimero de
arvores em Q e mg, o nimero de n6s marcados em Q

$(0) =1, +2m,

#(Q,) =0 onde Q, ¢ a fila de fibonacci vazia
Q) =0

Custo amortizado da operagio i:

8i = ci + ¢(Q;) - ¢(Qi_1)
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Complexidade Amortizada

Seja Q uma fila de Fibonacci qualquer, t, 0 nimero de
arvores em Q e mg, o nimero de n6s marcados em Q

$(Q) =1, +2m,,

Operacio Custo Real Dif. de Potencial Comple).(idade
Gi A = ¢(Q)-$(Q,) | Amortizada
isEmpty 1 0 o(1)
minEntry 1 0 o)
insert 1 1 o)
merge 1 0 ol
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Complexidade Amortizada

Seja Q uma fila de Fibonacci qualquer, t, 0 nimero de
arvores em Q e mg, o nimero de n6s marcados em Q

$(0) =1, +2m,

Custo Real Dif. de Potencial Complexidade

G A= $(Q)-$(Q,) | Amortizada

removeMin t+d

Operagao

d é o grau da arvore minima

&(Q,,) - Antes da consolidacio
$(Q ) =t+2m
$(Q) - Depois da consolida¢do (jd ndo existem vérias drvores de um dado grau)

¢(Qi) =?
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protected void consolidate( ) {
FibNode<K,V>[] trees = this.buildTrees();
this.rebuildQueue(trees);

}

protected FibNode<K,V>[] buildTrees( ) {

int capacity = this.maxDegree() + 1;

FibNode<K,V>[] trees = (FibNode<K,V>[]) new FibNode[capacity];
FibNode<K,V> currTree = this.min;

do {

} while ( currTree != this.min );

return trees;
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Complexidade Amortizada

Seja Q uma fila de Fibonacci qualquer, t, o ntimero de
arvores em Q e mg, o nimero de n6s marcados em Q

$(0) =1, +2m,

Operacio Custo Real Dif. de Potencial Complexidade
perse G A = $(Q)-d(Q,,) | Amortizada
removeMin t+d

d é o grau da arvore minima

&(Q,,) - Antes da consolidagio

d(Q ) =t+2m
®(Q,) - Depois da consolidagdo (jd ndo existem varias arvores de um dado grau)

d(Q) = (d+1) +2m
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Complexidade Amortizada

Seja Q uma fila de Fibonacci qualquer, t, 0 nimero de
arvores em Q e mg, o nimero de n6s marcados em Q

$(Q) =1, +2m,,

Complexidade Amortizada

Seja Q uma fila de Fibonacci qualquer, t, 0 nimero de
arvores em Q e mg, o nimero de n6s marcados em Q

$(0) =1, +2m,

Operacio Custo Real Dif. de Potencial Complexidade
Gi A = ¢(Q)-$(Q,) | Amortizada
removeMin t+d < log,(n)+1-t 0(1og, (n))

d é o grau da arvore minima

&(Q,,) - Antes da consolidacdo

d(Qy) =t+2m
®(Q)) - Depois da consolidagdo (ja ndo existem varias arvores de um dado grau)

$(Q) = (d+1) + 2m
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Operacio Custo Real Dif. de Potencial Complexidade
peras < A; = ¢(Q) - d(Q;,) Amortizada
decreaseKey 1+k
k é o nimero de cortes efectuados

d(Qy)

¢(Qi,1) =t+2m
$(Q)

t=t+k

m’ =m — (k-1)+ 1 (k-1 n6s desmarcados, a ultima chamada pode marcar um nd)

2011/2012 11-ADA-FFIBONACCI 86




Complexidade Amortizada

Seja Q uma fila de Fibonacci qualquer, t, o ntimero de
arvores em Q e mg, o nimero de n6s marcados em Q

$(Q) =1, +2m,,

Operacio Custo Real Dif. de Potencial Complexidade
G A = $(Q) - d(Q,,) Amortizada
decreaseKey 1+k 4-k 0(1)
k é o numero de cortes efectuados

$(Q,)

¢(Qi_1) =t+2m
$(Q)

t=t+k

Complexidades da Fila com Prioridade Fundivel
no Pior Caso e Amortizada (n entradas)

Heap Fila Binomial Fibzi:\:cci
isEmpty o(1) o) o(1)
size o(1) o) o(1)
minEntry o(1) O(log n) o(1)
insert O(log n) O(log n) o)
removeMin O(log n) O(log n) O(log n)
decreaseKey O(log n) O(log n) o(1)
remove O(log n) O(log n) O(log n)
merge (m entradas) | O(m+m) | O(log (n+m)) o)

m’ =m — (k-1)+ 1 (k-1 n6s desmacados, a tltima chamada pode marcar um nd)
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Complexidade dos Algoritmos de Prim e Dijkstra
com Heap ou Fila Binomial (grafo em listas de adjacéncias)

Criar fila

Inicializar 2 vectores

Inserir origem na fila

(#V ou < #V) remover minimo da fila

(#V ou < #V) percorrer sucessores directos

(#A ou < #A) inserir na fila ou decrementar chave

TOTAL Prim ou Dijkstra

2011/2012
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Classe Interna - métodos a completar

O(#V)
O#V)
0()

O(#V log #V)

O(#A)

O(#A + #V log #V)

O(#A leg#\V)

protected int maxDegree()

protected void insertTree( FibNode<K,V> head,
FibNode<K,V> newTree );

protected void removeMinTree( );

protected void rebuildQueue( FibNode<K,V>[] trees );

protected FibNode<K,V> linkTrees( FibNode<K,V> treel,

FibNode<K,V> tree2 );

protected void removeChild( FibNode<K,V> parent,

FibNode<K,V> child );
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Classe Interna Fila de Fibonacci

class FibQueue<K extends Comparable<K>, V> {
static final double GOLDEN_RATIO = 1.618;

// (Pointer to) a tree with the smallest key
protected FibNode<K,V> min;

// Number of entries in the priority queue
protected int currentSize;

// Returns the max degree of a tree in the queue.
protected int maxDegree( ) {

return (int) ( Math.log(currentSize)/Math.1og(GOLDEN_RATIO) );
}
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Classe Interna Fila de Fibonacci

// Inserts the specified tree in the list,

// to the left of the specified head

// Pre-condition: the queue is not empty

protected void insertTree( FibNode<K,V> head, FibNode<K,V> newTree ){
// TO DO

// Removes the head of the queue and updates min.
// If the queue becomes empty, min is set to null;
// otherwise, min points to one of the remaining trees
// Pre-condition: the queue is not empty
protected void removeMinTree( ) {
// TO DO
3
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Classe Interna Fila de Fibonacci

// Rebuilds the queue with the trees in the specified array
// Pre-condition: the queue is not empty
protected void rebuildQueue( FibNode<K,V>[] trees ) {

// T0 DO

// Links two trees of degree k and
// returns the resulting tree of degree k + 1
protected FibNode<K,V> 1linkTrees( FibNode<K,V> treel,

FibNode<K,V> tree2 ) {
// TO DO

93
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Classe Interna Fila de Fibonacci

// Removes the specified child from the list of children
// of the specified parent
protected void removeChild( FibNode<K,V> parent,
FibNode<K,V> child ) {
// TO DO

94
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12. Caminho Mais Curto
de um vértice a todos os outros
Algoritmo de Bellman-Ford

Planeamento

Apresentagdo da disciplina

Programacgdo Dindmica

Introdugdo aos Grafos

Percurso em largura e profundidade

Ordenacgdo Topoldgica

Arvore Minima de Cobertura (Algoritmo de Kruskal)
ITAD Partigdo

Complexidade Amortizada

Arvore Minima de Cobertura (Algoritmo de Prim)
ITAD Fila com Prioridade Adaptavel

Algoritmo de Dijskstra

Filas Binomiais

Filas de Fibonacci

Algoritmo de Bellman-Ford

Fluxo Maximo: Algoritmo de Ford-Fulkerson
Algoritmo de Edmonds-Karp

Introdugdo a Teoria da Complexidade

Exemplos de Problemas NP

Redutibilidade entre Problemas de Decisdo
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Algoritmo de Bellman-Ford

Dado um grafo orientado e pesado e um vértice O,
determina um caminho mais curto de O para
qualquer vértice Vv

Este algoritmo pode ser aplicado a grafos com pesos
dos arcos negativos
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Algoritmo de Dijkstra

N&o pode ser aplicado a grafos com arcos negativos
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Algoritmo de Dijkstra

Nao pode ser aplicado a grafos com arcos negativos

6 5 4
()= 15)
8 -3
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Algoritmo de Dijkstra

N&o pode ser aplicado a grafos com arcos negativos

2011/2012 12-ADA-BELLMAN-FORD 6

Algoritmo de Bellman-Ford

O que acontece quando existem ciclos negativos?

T
@—@—)@—@

2011/2012 12-ADA-BELLMAN-FORD

Algoritmo de Bellman-Ford

O que acontece quando existem ciclos negativos?

%%

@—><:2—@—>3@ IR

-6 @<@—’<_@—)@
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Caminho Simples

Se existe algum caminho de o para v e o grafo ndo
tem ciclos de peso negativo acessiveis a partir de o,
entao:

existe um caminho mais curto de o para v

esse caminho tem, no maximo, #V vértices e #V —1

Propriedade: Caminho mais curto

Se
0, W, W,,...,w, V(comn >o0),
¢ um caminho mais curto de o para v, entao

0, W, W,, ..., W,

arcos . . :
¢ um caminho mais curto de o para w,
2011/2012 12-ADA-BELLMAN-FORD 9 2011/2012 12-ADA-BELLMAN-FORD 10
Problema Problema

Para todos os vértices v, determinar o comprimento
dos caminhos mais curtos de o para v que tém, no
maximo, #V — 1 arcos

2011/2012 12-ADA-BELLMAN-FORD

Para todos os vértices v, determinar o comprimento
dos caminhos mais curtos de o para v que tém, no
maximo, #V -1 arcos

Programacao Dinamica
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Programacdo Dinamica: Metodologia
Etapas para a constru¢do de um algoritmo baseado
em programacao dindmica:

Caracterizar a estrutura da solugdo 6ptima

Definir recursivamente o valor de uma solucdo
optima, em fungdo de solu¢des dptimas de
subproblemas

Calcular o valor da solu¢do éptima segundo uma
estratégia bottom-up

2011/2012 12-ADA-BELLMAN-FORD 13

Definir Solucdo Optima

Construcdo da funcdo recursiva L(v,i)

Caminho com zero arcos (i = 0)
Se v = 0, entdo L(v,0) = o
Se v % 0, entdo L(v,0) = +o©

2011/2012 12-ADA-BELLMAN-FORD

Definir Solucio Optima

Construgdo da fungdo recursiva L(v,i)

Caminho com um ou mais arcos (i>0)
O caminho tem, no maximo, i-1 arcos, nesse caso
L(v,i) = L(v,i-1)
O caminho tem, no maximo, i arcos, sendo que o ultimo
arco é (w,v), nesse caso
L(w,i-1) + peso(w,V)

2011/2012 12-ADA-BELLMAN-FORD 15

Definir Solucdo Optima
Construcao da fungdo recursiva L(v,i)
0

L(v,i) =+
min(L(v,i - 1),{ miglA}(L(w,i —1) + peso(w,v)))
w V)E,

vl(w,

2011/2012 12-ADA-BELLMAN-FORD

i=0Av =0
i=0Av=0
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Calculo da Solucdo Optima

0 se i=0Av=0
L(v,i) =+ se i=0Av=0
min(L(v,i —1), min (L(w,i-1)+ peso(w,v))) se >0
{wl(w,v)"EA}
comprimento
o 1 2 3 4
ol ool o] olfo
v
€1 |+| 6| 6 | 2] 2
r
t2 | 4= | 7 7 7 7
s
w | 4o | 4 | 4 | 4
S3 | +=|+
S 4 |t 4| 2 | 2| -2
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Simulacdo do Algoritmo (i = 1)

®

(«)3

HO)
i)
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Simulagdo do Algoritmo (i = 1)

® ®,
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Simulac¢do do Algoritmo (i = 2)
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Simulacdo do Algoritmo (i = 2)

Simulacdo do Algoritmo (i = 3)
ol ©

e
o @
\\@%g \@><®

Simulagdo do Algoritmo (i = 4)




Simulacdo do Algoritmo (i = 4)

2 4

2011/2012 12-ADA-BELLMAN-FORD
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Algoritmo de Bellman-Ford

Em vez de guardar os valores da fun¢do L num vector
de dimensdo #Vx#V utiliza-se um vector de #V
posicoes

2011/2012 12-ADA-BELLMAN-FORD 26

Simulacao dos Algoritmos

Vector Bidimensional
0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 0

1 | 4| 6 6 2 2

Ordem Unidimensional

0,1)  (2,3) o 2 34

(1,2) (3,1)

(1,3) (4,0 1| 4o

(1,4) (4,3)
2 | 4o
3 +oo
4 | 4o

2011/2012 12-ADA-BELLMAN-FORD

Vector Unidimensional

27

Simulacao dos Algoritmos

Vector Bidimensional
0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 0

1 [ 4| 6 6 2 2

Vector Unidimensional
0 1 2 3 4

Ordem Unidimensional
(0,1) (2,3)

(0,2) (2,4) 0 0 0 0 0 0
(1,2) (3,1)
(1,3) (4,0) 1 | 4| 4 2 2 2

(1,4) (4,3)

3 4| 4| a | al] a4

4 | 4 | 4 0 -2 | -2
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Simulacdo dos Algoritmos

(0,1) (2,3)
(0,3) (3,1)

(1,2)
7
Vector Bidimensional Vector Unidimensional
o 1 2 3 4 5 o 1 2 3 4 5
ololo|lo|lo]|]o]fo olo|o|lo]o]|]olo
1 |4+o| 6| 6| 6|5 |5 1 4| 6 | 5] 4] 3|2
2 40| 7| 6| 6| 6|5 2 4| 6| 5] 4] 1|0
3 | 4oo| 4| 4 | 3| 3|3 34| 4| 32| 3] 2
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Simulacdo dos Algoritmos

(0,1) (2,3)
(0,3) (3,1)

(1,2)
7
Vector Bidimensional Vector Unidimensional
o 1 2 3 4 5 o 1 2 3 4 5
ololo|lo|lo]|olo ololo|lo|o]|]olfo
1 |4o| 6 | 6| 6] 5|5 1 |4| 6| 5] 4] 3|2
2 |4w| 7| 6| 6| 6|5 2 | 4| 6| 5] 4] 1|0
3 | 4oo| 4| 4 | 3| 3|3 3 40| 4| 3] 21|32
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Caminho Mais Curto (Bellman-Ford)

Pair<kE[], Vertex[]> bellmanFord( Digraph<?,E> graph, Vertex origin )
throws NegativeWeightCycleException {

E[] length = new E[ graph.numVertices() J;
Vertex[] via = new Vertex[ graph.numVertices() J;
for every Vertex v in graph.vertices(Q)

length[v] = +«;
length[origin] = 0;

vial[origin] = origin;

2011/2012 12-ADA-BELLMAN-FORD 31

Caminho Mais Curto (Bellman-Ford)

boolean changes = false;

for (int i = 1; i < graph.numVertices(Q); i++ ) {
changes = updatelLengths(graph, length, via);
if ( !changes )

break;

}

// Negative-weight cycles detection

if ( changes && updatelLengths(graph, length, via) )
throw new NegativeWeightCycleException();

else

return new PairClass<E[], Vertex[]>(length, via);

2011/2012 12-ADA-BELLMAN-FORD
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Caminho Mais Curto (Bellman-Ford)

boolean updatelLengths( Digraph<?,E> graph,E[] length, Vertex[] via ){
boolean changes = false;
for every Edge<?,E> e in graph.edges() {

Complexidade

Implementagdo Algoritmo Bellman-Ford

Vertex[] endPoints = e.endVertices(); Matriz de Adjacéncias O(#vY)
if ( length[endPoints[@]] < +o ) { Lista de Adjacéncias O(#V #A)
E newLength = length[endPoints[@]] + e.label();
if ( newLength < length[endPoints[1]] ) {
length[endPoints[1]] = newlLength;
via[endPoints[1]] = endPoints[0];
changes = true;
}
}
}
return changes;
}
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Problema Problema

Calcular o caminho mais curto entre cada par de
vértices

2011/2012 12-ADA-BELLMAN-FORD
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Calcular o caminho mais curto entre cada par de
vertices

0 sei=j
w; =ypeso do arco (i,j) sei=je (i,j)EA
o sei=je(i,j)EA

k) . . .

djj ’é 0 peso do caminho mais curto entre i e j com
vértices intermédios retirados do conjunto de
vértices {1,...,k}
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Problema

Calcular o caminho mais curto entre cada par de
vértices

"1 e k-1

min(d; ™, dy " +d} ") se k>0
B lek

2011/2012 12-ADA-BELLMAN-FORD

Vértices entre

Vértices entre

37

Algoritmo Floyd-Warshall

int[J[] functionD( int[J[] W, int N) {
int[J[][] tableD = new int[N+1][N+1][N+1];

for (int i=0; i < N; i++) //Linha @: Base da recursivade
for (int j=0; j < N; j++)
tableD[@][1]1[3] = WLil[3];

for (int k=1; k < N; k++) //Caso geral
for (int i=1; i < N; i++)
for (int j=1; j < N; j++) {
int value = tableD[k-1][1][k] + tableD[k-1]1[k][j]
if (tableD[k-1][1][j] < value)
tableD[k][1][j] = value;
else
tableD[k][1][j] = tableD[k-1][1]1[j];
h

return tableD[N];
¥

2011/2012 12-ADA-BELLMAN-FORD
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Algoritmo Floyd-Warshall

int[][] functionD( int[J[] W, int N) {
int[J[] tableD = new int[N+1][N+17;

for (int 1=0; i < N; i++) //Linha @: Base da recursivade
for (int j=0; j < N; j++)
tableD[i]1[j] = W[il[3];

for (int k=1; k < N; k++) //Caso geral
for (int i=1; i < N; i++)
for (int j=1; j < N; j++) {
int value = tableD[i][k] + tableD[k][j]
if (tableD [i][3j] < value)
tableD[i][j] = value;

return tableD;

2011/2012 12-ADA-BELLMAN-FORD
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13. Fluxo Maximo entre Dois
Vertices
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Fluxo Maximo entre Dois Vértices

Dado um grafo orientado e pesado e dois vértice f
(fonte) e d (dreno), determinar o fluxo maximo de f
parad

Assume-se que qualquer vértices pertencem a um
caminho de fparad (#A > #V-1)

®4>®
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Fluxo Maximo entre Dois Vértices

Dado um grafo orientado e pesado e dois vértice f
(fonte) e d (dreno), determinar o fluxo maximo de f
parad

Assume-se que qualquer vértices pertencem a um
caminho de fparad (#A > #V-1)

12/12
10/16 19/20

13/13

11/14

Fluxo Maximo do Vértice @ para o Vértice 5: 23
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Fluxo Maximo entre Dois Vértices (Tentativa)
Descobrir um caminho da fonte ao dreno
Determinar o incremento maximo de fluxo permitido

Actualizar fluxo

0/12
0/16 0/20
0/&£

0/14
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Fluxo Maximo entre Dois Vértices (Tentativa)

Descobrir um caminho da fonte ao dreno ¢/
0, 2, 1, 3, 5
Determinar o incremento maximo de fluxo permitido

Actualizar fluxo

0/12
0/16 0/20
0/7
O/N
0/14
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Fluxo Mdaximo entre Dois Vértices (Tentativa)

Descobrir um caminho da fonte ao dreno v/
0, 2, 1, 3,5

Determinar o incremento maximo de fluxo permitido v/
4

Actualizar fluxo

_o0/12
0/16 0/20
0/13 //////z
o4
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Fluxo Maximo entre Dois Vértices (Tentativa)

Descobrir um caminho da fonte ao dreno v/
0, 2,1, 3,5

Determinar o incremento maximo de fluxo permitido v/
4

Actualizar fluxo v/

4/12
0/16 k//////////// 4/20
/14
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Fluxo Maximo entre Dois Vértices (Tentativa)
Descobrir um caminho da fonte ao dreno
Determinar o incremento maximo de fluxo permitido

Actualizar fluxo

a2
o/16 / 4/20
~o/1a
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Fluxo Maximo entre Dois Vértices (Tentativa)

Descobrir um caminho da fonte ao dreno ¢/
0, 1, 3, 5
Determinar o incremento maximo de fluxo permitido

Actualizar fluxo

4/12
0/16 4/20
0/7
4/&
0/14
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Fluxo Mdaximo entre Dois Vértices (Tentativa)

Descobrir um caminho da fonte ao dreno v/
0, 1, 3, 5
Determinar o incremento maximo de fluxo permitido v/

8
Actualizar fluxo

—
0/14
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Fluxo Maximo entre Dois Vértices (Tentativa)

Descobrir um caminho da fonte ao dreno v/
0, 1, 3,5

Determinar o incremento maximo de fluxo permitido v/
8

Actualizar fluxo v/

12712
8/16 / 12/20
4/13 <L <L/
~o/1a
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Fluxo Maximo entre Dois Vértices (Tentativa)
Descobrir um caminho da fonte ao dreno
Determinar o incremento maximo de fluxo permitido

Actualizar fluxo

12/12
8/16 / 12/20
/14
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Fluxo Maximo entre Dois Vértices (Tentativa)

Descobrir um caminho da fonte ao dreno ¢/
o, 2, 4, 3, 5
Determinar o incremento maximo de fluxo permitido

Actualizar fluxo

12/12
8/16 12/20
0/7
4;:;\\\&
0/14
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Fluxo Mdaximo entre Dois Vértices (Tentativa)

Descobrir um caminho da fonte ao dreno v/
0, 2, 4, 3,5

Determinar o incremento maximo de fluxo permitido v/
7

Actualizar fluxo

12/12
——==< >
8/16 <::> <::>\\\\<£i:20
I
|
/ or 1D
I
4/&

0/14
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Fluxo Maximo entre Dois Vértices (Tentativa)

Descobrir um caminho da fonte ao dreno v/
0, 2, 4, 3,5

Determinar o incremento maximo de fluxo permitido v/
7

Actualizar fluxo v/

/
8/16 O an ®W20

A

7/14
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Fluxo Maximo entre Dois Vértices (Tentativa)

Descobrir um caminho da fonte ao dreno
Determinar o incremento maximo de fluxo permitido

Actualizar fluxo

1212
8/16 /@Wzo
11&£

7/14
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Fluxo Maximo entre Dois Vértices (Tentativa)
Descobrir um caminho da fonte ao dreno ¢/

0, 2, 4,5
Determinar o incremento maximo de fluxo permitido

Actualizar fluxo

12/12
—
8/16 Q ®Wzo
/ 7/7
11&

7/14
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Fluxo Mdaximo entre Dois Vértices (Tentativa)

Descobrir um caminho da fonte ao dreno v/
0, 2, 4, 5

Determinar o incremento maximo de fluxo permitido v/
2

Actualizar fluxo

12/12
— =<2
8/16 ®/®W2o
11/13\ é

7/14
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Fluxo Maximo entre Dois Vértices (Tentativa)

Descobrir um caminho da fonte ao dreno v/
0, 2, 4,5

Determinar o incremento maximo de fluxo permitido v/
2

Actualizar fluxo v/
12/12
—=r=c 5
8/16 O / ®W20
13M£
o4~
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Fluxo Maximo entre Dois Vértices (Tentativa)

N&o hd caminho da fonte ao dreno para o qual seja possivel aumentar
o fluxo

Contudo, o valor de fluxo maximo é superior a 21

1212
8/16 /@Wzo
13&£
YV
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Rede de Fluxos

Seja G=(CV,A) um grafo orientado e pesado, cujos arcos tem pesos ndo
negativos. A rede de fluxos de G é um grafo R=(V,A’), orientado e
pesado, tal que:

ACA’ (todos os arcos de G estdo na rede R)
Se (u,v) EAe (v,u)Z A, entdo (v,u) EA’ e tem peso @

2011/2012 13-ADA-MAXFLUXO 22

Rede de Fluxos

Seja G=(CV,A) um grafo orientado e pesado, cujos arcos tem pesos ndo
negativos. A rede de fluxos de G é um grafo R=CV,A’), orientado e
pesado, tal que:

ACA’ (todos os arcos de G estdo na rede R)
Se (u,v) EAe (v,u)Z A, entdo (v,u) EA’ e tem peso @

16 @—12) 20
/
o | AW
e L
G=(V,A)
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Rede de Fluxos

Seja G=(V,A) um grafo orientado e pesado, cujos arcos tem pesos ndo
negativos. A rede de fluxos de G é um grafo R=CV,A’), orientado e
pesado, tal que:

ACA’ (todos os arcos de G estdo na rede R)
Se (u,v) EAe (v,ud¢ A, entdo (v,u) EA’ e tem peso @

(:5///;7 i//////g//g:?\\\\\t:> /jg//,<:>___f;a__j
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Rede de Fluxos

Seja G=(V, A) um grafo orientado e pesado, cujos arcos tem pesos nio
negativos. A rede de fluxos de G é um grafo R=(V,A’), orientado e
pesado, tal que:

ACA’ (todos os arcos de G estdo na rede R)
Se (u,v) EAe (v,ud¢ A, entdo (v,u) EA’ e tem peso @

A e R=(V,A”)
& | %
Sl L

G=(V,A)
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Fluxo

Rede Residual

Sejam:
Seja R=CV,A’) uma rede de fluxos

f € V o vértice fonte
d € V o vértice dreno

c(u,Vv) acapacidade do arco (u,v) € A’

Um fluxo G = (V, E) é uma fungdo ¢ : A’ — % tal que:
¢(u,v) = c(u,v) parau,v € V (restricio de capacidade)
e(u,v) = -d(v,u) parau,v € V (simetria)
Parau € W{f,d}: Y o(uv)-0

(conservacgao de fluxo)
{vi(u)EA}

2011/2012 13-ADA-MAXFLUXO
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Rede Residual

Sejam:

SejaR = (V,A’) uma rede de fluxos

c(u,Vv) acapacidade do arco (u,v) € A’
¢ um fluxo na rede de fluxos R

A rede residual de R induzida por ¢ é um grafo
orientado R,=(V,A’’), tal que:
A= { Cu,v) € A’ | cCu,v) - ¢oCu,v) > 0 }

2011/2012 13-ADA-MAXFLUXO
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2011/2012

Grafo original G = (V,A)
cCu,v) 12
dD(u)V) =9

9/12

W W

13-ADA-MAXFLUXO
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Rede Residual

Grafo original G = (V,A)
cCu,v) = 12 o/12
$Cu,v) = 9 Oma®

Rede Residual Ry, = (V,A’’)

c(v,u) =0
o(v,u) = -9

9/12
(W~

-9/0

2011/2012

13-ADA-MAXFLUXO
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Rede Residual

4/12
<:>*“f2ﬁr‘j

byp A= LWV ER T cuY) - duv) > 0]
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Rede Residual

4/12
<:>*“iiﬂr‘i
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Método de Ford-Fulkerson
0/12
o= — |
/16 - ’ ijo Descobrir um caminho na rede residual
7 o

Determinar o incremento maximo

Actualizar fluxo
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Método de Ford-Fulkerson

0/12

Descobrir um caminho na rede residual

0, 2,1, 3,5
Determinar o incremento maximo
4

Actualizar fluxo
4/12
O O
-4/0
)
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Método de Ford-Fulkerson

4/12

Descobrir um caminho na rede residual

0, 1, 3, 5
Determinar o incremento maximo
8

Actualizar fluxo
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Método de Ford-Fulkerson

¥\ 12/20 Descobrir um caminho na rede residual
,,// -12/0 0: 27 4a 3, 5

@“ ’ 0/0| |0/7 @ Determinar o incremento maximo
‘ 0 0/0 7
IO, L ~0/4 Actualizar fluxo

0/14

@ 12/20 ®‘ 19/20
® \ © G \ ©

e @ 117130 -7/0 G

0/14 7/14
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Método de Ford-Fulkerson

Descobrir um caminho na rede residual

0, 2, 4, 5
Determinar o incremento maximo
2

Actualizar fluxo

() (=)
11713 { ) Q 0/4

7/14 9/14
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Método de Ford-Fulkerson

Descobrir um caminho na rede residual

0, 1, 2, 4, 5
Determinar o incremento maximo
2

Actualizar fluxo
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Método de Ford-Fulkerson

0, 1, 2, 4, 5
Determinar o incremento maximo
2
Actualizar fluxo

9/14
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Descobrir um caminho na rede residual

Método de Ford-Fulkerson
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Método de Ford-Fulkerson

12/12
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13/13 4/4

11/14

2011/2012 13-ADA-MAXFLUXO 40

Método Ford-Fulkerson

Nao especifica como descobrir os caminhos da fonte
para o dreno na rede residual

Se os pesos forem numeros racionais, o método pode
nao convergir
Converter os valores racionais para valores inteiros

Se os pesos forem inteiros, o numero maximo de
iteracGes ndo excede o valor dos fluxos maximos

2011/2012 13-ADA-MAXFLUXO 41




Método Ford-Fulkerson

Nao especifica como descobrir os caminhos da fonte
para o dreno na rede residual

Se os pesos forem numeros racionais, o método pode
nao convergir
Converter os valores racionais para valores inteiros

Se os pesos forem inteiros, o nimero maximo de
iteracGes ndo excede o valor dos fluxos maximos

Em cada iteragdo o valor do fluxo é incrementado pelo
menos uma unidade
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Algoritmo de Edmonds-Karp

Aplica o método Ford-Fulkerson

Usa uma pesquisa em largura na rede residual para
descobrir os caminhos da fonte para o dreno

Considera que cada arco tem custo (distancia) um
Os caminhos tém comprimento minimo
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Construir a Rede de Fluxos

Digraph<?,E> buildNetwork( Digraph<?,E> graph ) {
// The network has every vertex and every edge in the graph
Digraph<?,E> network = graph.clone();
// For every edge (vl1, v2) in the graph (V,A), if (v2, vl1) €& A,
// insert edge (v2, v1) with capacity zero in the network
for every Edge<?,E> e in graph.edges() {
Vertex[] endPoints = e.endVertices();
if ( !'graph.edgeExists(endPoints[1], endPoints[@]) )
network.insertEdge(endPoints[1], endPoints[@], 0);
}

return network;
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Algoritmo de Edmonds-Karp

Pair<k, E[J[]> edmondsKarp( Digraph<?,E> graph, Vertex source,
Vertex sink ) {

Digraph<?,E> network = buildNetwork(graph);

int numVert = network.numVertices(Q);

E[1[] flow = new E[numVert][numVert];

for every Edge<?,E> e in network.edges() {
Vertex[] endPoints = e.endVertices();
flow[ endPoints[@] ][ endPoints[1] ] = 0;

}

Vertex[] via = new Vertex[numVert];

E flowValue = 0;

E increment;
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Algoritmo de Edmonds-Karp

while ( (increment = findPath(network,flow,source,sink,via)) !'= 0 ) {
flowValue += increment;
// Update flow
Vertex vertex = sink;
while ( vertex != source ) {
Vertex origin = via[vertex];
flow[origin][vertex] += increment;
flow[vertex][origin] —= increment;

vertex = origin;

}
3
return new PairClass<E, E[][]>(flowValue, flow);
3
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Algoritmo de Edmonds-Karp

E findPath( Digraph<?,E> network, E[]J[] flow, Vertex source,

Vertex sink, Vertex[] via ) {

int numVert = network.numVertices();

Queue<Vertex> waiting = new QueueInArray<Vertex>(numVert - 1);

boolean[] found = new boolean[numVert];

for every Vertex v in network.vertices()
found[v] = false;

E[] pathIncr = new E[numVert];

waiting.enqueue(source);

found[source] = true;

via[source] = source;

pathIncr[source] = +w;
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Algoritmo de Edmonds-Karp

do {
Vertex origin = waiting.dequeue();
for every Edge<?,E> e in network.outIncidentEdges(origin) {
Vertex destin = e.endVertices()[1];
E residue = e.label() - flow[origin][destin];
if ( !'found[destin] && residue > 0 ) {

}
3
} while ( !waiting.isEmpty() );
return 0;
3
2011/2012 13-ADA-MAXFLUXO 48

Algoritmo de Edmonds-Karp

for every Edge<?,E> e in network.outIncidentEdges(origin) {
Vertex destin = e.endVertices()[1];
E residue = e.label() - flow[origin][destin];
if ( !found[destin] && residue > 0 ) {
via[destin] = origin;
pathIncr[destin] = Math.min(pathIncr[origin], residue);
if ( destin == sink )
return pathIncr[destin];
else {
waiting.enqueue(destin);
found[destin] = true;
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Complexidade do Algoritmo de Edmonds-Karp
Grafo em Lista de Adjacéncias

Construir rede de fluxos O(#V x #A)
Inicializar fluxo O(#A)

k x Descobrir caminho O(k x #A)

k x Actualizar o fluxo O(k x #V)
TOTAL O( (#V + k) x #A)

Complexidade do Algoritmo de Edmonds-Karp
Grafo em Lista de Adjacéncias

Construir rede de fluxos O(#V x #A)
Inicializar fluxo O(#A)

k x Descobrir caminho O(k x #A)

k x Actualizar o fluxo O(k x #V)
TOTAL O( (#V + k) x #A)

O numero de iterag¢des (k) do algoritmo ndo excede #V x #A
A complexidade do algoritmo ndo excede O( #V x (#A)?)
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Multiplas Fontes ou Drenos
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Multiplas Fontes ou Drenos
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14. Introducao a Teoria da
Complexidade

Planeamento

/Apresentagdo da disciplina

Programacgdo Dindmica

Introdugdo aos Grafos

Percurso em largura e profundidade

Ordenacdo Topoldgica

/Arvore Minima de Cobertura (Algoritmo de Kruskal)
ITAD Partigdo

Complexidade Amortizada

/Arvore Minima de Cobertura (Algoritmo de Prim)
ITAD Fila com Prioridade Adaptavel

Algoritmo de Dijskstra

Filas Binomiais

Filas de Fibonacci

Algoritmo de Bellman-Ford

Fluxo Maximo: Método de Ford-Fulkerson
Algoritmo de Edmonds-Karp

Introducdo a Teoria da Complexidade
Exemplos de Problemas NP

Redutibilidade entre Problemas de Decisdo
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Complexidade: Ordens de Grandeza

Complexidade Polinomial Complexidade Exponencial

1 (constante) 2n

log(n)  (logaritmica) 3"
n (linear) n!

nxlog(n)

n? (quadratica)
n3 (ctibica)
n4
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Circuito de Euler

Dado um grafo ndo orientado e conexo, um Circuito de
Euler é um circuito que passa uma sé vez por cada arco
do grafo,

(1)

(2) (6)

& o 1, 6, 5, 4,1, 2, 3,5, 1
—
(»

Dado um grafo G ndo orientado e conexo, é possivel
determinar que G tem um Circuito de Euler? Em caso
afirmativo, é possivel construir esse circuito?
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Circuito de Euler

Existe um algoritmo polinomial para determinar se
um grafo tem um circuito de Euler:
Um grafo ndo orientado e conexo tem um circuito de
Euler sse todos os seus vértices tém um namero par de
sucessores

Existe um algoritmo polinomial para encontrar um
um circuito de Euler num grafo ndo orientado e
conexo cujos vértices tém um ntimero par de
sucessores

2011/2012 14-ADA-NP

Circuito de Hamilton

Dado um grafo ndo orientado e conexo, um circuito de
Hamilton é um circuito simples que passa uma sé vez por
cada vértice.

©
o o 1, 2, 3, 4, 5, 6, 1

Dado um grafo G ndo orientado e conexo, é possivel
determinar que G tem um circuito de Hamilton? Em caso

afirmativo, é possivel construir esse circuito?
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Facto

Embora os problemas do circuito de Euler e do
circuito de Hamilton tenham enunciados similares,
as solu¢des computacionais tém ordens de
complexidade muito diferentes
Existem algoritmos polinomiais para resolver os
problemas do Circuito de Euler

Todos os algoritmos que se conhecem para resolver os
problemas do Circuito de Hamilton sdo exponenciais
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Problema do Caixeiro Viajante

Dado um grafo ndo orientado, pesado e completo,
existe um Circuito de Hamilton cujo comprimento
pesado ndo excede k?

Para k = 8, temos o circuito:
1, 3, 2, 4
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Complexidade Exponencial

Algoritmo O((#V)!) para resolver o problema do Caixeiro
Viajante

Quantidade Numero
PC instrugdes / segundo 10°
Super-computador instru¢des / segundo | 1012
Segundos por ano 10°
Idade do universo (estimado) 1013
Electrdes no universo (estimado) 107
2011/2012 14-ADA-NP 9

Complexidade Exponencial

Algoritmo O((#V)!) para resolver o problema do Caixeiro
Viajante

Quantidade Numero
PC instrugdes / segundo 109
Super-computador instrucdes / segundo | 1012
Segundos por ano 10°
Idade do universo (estimado) 1013
Electrdes no universo (estimado) 107

Para um grafo com 1000 vértices, ndo é possivel
determinar a solu¢do
1000! >> 10Q%00 55 1079 x 1013 x 10° x 1012
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Propriedades dos Problemas

Como determinar se um problema tem uma solugio
pratica?

Usar resultados da Teoria da Complexidade

Existe Algoritmo Polinomial | Sem Solugdo Polinomial Conhecida
Caminho mais curto Caminho mais longo
Circuito de Euler Circuito de Hamilton
2-SAT 3-SAT
2011/2012 14-ADA-NP 1

Classes de Problemas

Classe de Problemas P

Conjunto de todos os problemas resoltiveis em tempo
polinomial

Classe de Problemas EXP

Conjunto de todos os problemas resoltiveis em tempo
exponencial
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Problemas Trataveis/Intrataveis

Problemas Trataveis

Conjunto de todos os problemas resoltveis em tempo
polinomial

Problemas Intrataveis

Conjunto de todos os problemas nao resoltiveis em
tempo polinomial

Inclui a classe de problemas com algoritmos exponenciais ou
com complexidade pior que exponencial

2011/2012 14-ADA-NP

Decidibilidade

Algoritmo
Um algoritmo para resolver um problema é um

procedimento que calcula a solu¢do de qualquer instancia
num numero finito de passos

Decidibilidade
Um problema de decisdo diz-se
Decidivel, se existir um algoritmo para o resolver
Indecidivel, caso contrario
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Classes de Problemas

Classe de Problemas P

Conjunto de todos os problemas resoltiveis em tempo
polinomial

Classe de Problemas EXP

Conjunto de todos os problemas resoltiveis em tempo
exponencial

Classe de Problemas UNDECIDABLE

Conjunto de todos os problemas indecidiveis

2011/2012 14-ADA-NP

Problema da Terminacao

TERM:Dados um programa P e uma entrada E, P
termina com E?

Problema da Terminacdo é indecidivel [Turing 1936]

¢é impossivel definir um algoritmo que, dados um programa
arbitrario e uma entrada arbitrdria, decida se o programa
termina com essa entrada
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Indecidibilidade do Problema da Terminacao

Se existisse o algoritmo termina, seria possivel construir o programa A

// Indica se p termina com a entrada e
// e é uma sequéncia de bits qualquer
boolean termina( Programa p, Entrada e );

boolean A( Programa p ) {
if termina(p, p) then
while true do { }

else return true;

3
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Indecidibilidade do Problema da Terminacao

Se existisse o algoritmo termina, seria possivel construir o programa A

// Indica se p termina com a entrada e
// e é uma sequéncia de bits qualquer
boolean termina( Programa p, Entrada e );

boolean A( Programa p ) {
if termina(p, p) then
while true do { }

else return true;

}

O programa A termina com a entrada A?

Se A termina com a entrada A, termina(A, A) é verdade,
logo A ndo termina com a entrada A
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Indecidibilidade do Problema da Terminacao

Se existisse o algoritmo termina, seria possivel construir o programa A

// Indica se p termina com a entrada e
// e é uma sequéncia de bits qualquer
boolean termina( Programa p, Entrada e );

boolean A( Programa p ) {
if termina(p, p) then
while true do { }

else return true;

3

O programa A termina com a entrada A?
Se A termina com a entrada A, termina(A, A) é verdade,

logo A ndo termina com a entrada A
Se A n3o termina com a entrada A, termina(A, A) é falso,
logo A termina com a entrada A

2011/2012 14-ADA-NP 19

Calculo de Predicados de Primeira Ordem

PRED: Dada uma férmula fdo Calculo de Predicados
de Primeira Ordem, fé valida?

Instancias:
(Vx(Px = Ox)) = ((IxPx) = (IxQx))
Ax(Px v Ox) = JAx(Px A Ox)

Este problema é indecidivel [Church 1936, Turing 1936/7]
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Décimo Problema de Hilbert
(da lista de 23 problemas publicados por Hilbert em 1900)

HILBERT: Dada uma equac¢do polinomial de
coeficientes inteiros, P(x,x,, ...,x,) = 0, esta
equagdo tem uma solugdo inteira?

Instancias:

x*=3x+2=0
Tx’y? —4x*y’ +14y> +8y -3=0

Este problema ¢ indecidivel [Matijacevic 1970]
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Classes de Problemas

Classe de Problemas P

Conjunto de todos os problemas resoltveis em tempo
polinomial

Classe de Problemas NP

Conjunto de todos os problemas verificaveis em tempo
polinomial

Classe de Problemas EXP

Conjunto de todos os problemas resoltveis em tempo
exponencial
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Algoritmo de Verificacao
Problema do Circuito de Hamilton

1, 2, 3, 4,5, 6

1. Verificar se os arcos formados pelos
vértices consecutivos da permutagdo sdo
arcos do grafo

2. \Verificar de o arco formado pelo ultimo e
primeiro vértice é um arco do grafo

s N\

Yes No
2011/2012 14-ADA-NP 23

Porqué Estudar Problemas NP?

Ao reconhecer um problema como NP, existem 3
solugdes:
Implementar um algoritmo com complexidade
exponencial

Restringir e limitar o problema de forma a encontrar
uma solugdo polinomial

Usar algoritmos de aproximagdo
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Porqué Estudar Problemas NP?

* Ao reconhecer um problema como NP, existem 3
solucées:
* Implementar um algoritmo com complexidade
exponencial

* Restringir e limitar o problema de forma a encontrar
uma solugdo polinomial

+ Usar algoritmos de aproximac¢ado

- Pvs NP

+ Millennium Prize Problems (www.claymath.org/millennium/)
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Classes de Problemas

Classe de Problemas P

Conjunto de todos os problemas resoltiveis em tempo
polinomial

Classe de Problemas NP

Conjunto de todos os problemas verificaveis em tempo
polinomial

Classe de Problemas EXP

Conjunto de todos os problemas resoltiveis em tempo
exponencial

2011/2012 14-ADA-NP
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Hierarquia de Classes

* P=NP?

NP = P NP = P

2011/2012 14-ADA-NP 27

Hierarquia de Classes

* P=NP?

NP = P

O consenso € que P = NP

2011/2012 14-ADA-NP
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Problemas de Decisao

Um problema de decisdo é um problema cujas instancias tém
a solucdo “SIM” ou “NAQ”.
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Problemas NP

NP é classe de problemas de decisdo X para os quais existe:
Um algoritmo polinomial A (que verifica a prova do sim)
Uma fung¢do P (que fornece a prova do sim)
Uma constante k
tais que, para qualquer instancia I de X:
Se a soluc¢do de I for “SIM” e a dimensdo de I for n,
entdo a dimensio de P(I) é O(n*) e A(I,P(I)) retorna “SIM”
Se a solugdo de I for “NAQ”,

entdo ndo existe nenhum valor para P(I) que faga A(I,P(I)) retorna
“SIM”
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Problema do‘Circuito de Hamilton'

i
Problema de Decisao X

Instancia I 234 s, 6} Funcdo P

Ve

1. Verificar se os arcos formados pelos
vértices consecutivos da permutagdo sdo

Algoritmo A= arcos do grafo
2. \Verificar de o arco formado pelo ultimo e

primeiro vértice é um arco do grafo

N
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Circuito de Hamilton

Seja G um grafo ndo orientado e conexo, um Circuito de Hamilton é
um circuito simples que passa por todos os vértices de G

HAMILTON: Dado um grafo G, ndo orientado e conexo, G tem
um Circuito de Hamiton?

Instancia:

Provado Sim:1 2 4 3 (permutagao de vértices que caracteriza o circuito)
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HAMILTON é um problema NP

Existe um algoritmo polinomial que, dados:
um grafo G = (V, A), ndo orientado e conexo
uma permutacdo p = v,v,...v, dos vértices de G
verifica se p =v,v,...v,v, é um Circuito de Hamilton em G
Descrigdo do algoritmo
O algoritmo percorre a permutagdo testando se os arcos

(v;,v;4) pertencem a A, para todo i =1, ..., n. Depois, testa se o
arco (v, v,) também pertence a A. O algoritmo retorna true
sse todos os testes tiverem sucesso.
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HAMILTON é um problema NP

Andlise da complexidade do algoritmo

A complexidade temporal do algoritmo é polinomial no
numero de vértices (#V) e no niimero de arcos (#A). Se o
conjunto de arcos estiver num vector, o niumero de passos é

O(n #A) = O(#VHA).

A dimensao da permutagdo p é polinomial na dimensao
de G, porque p tem #V vértices
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Satisfazibilidade

SAT: Dada uma férmula proposicional na forma conjuntiva
f=nC,
I=isk

fé satisfazivel?

Instancias:
(xvyv=azA(mxVv-ay)AzZ

(xvyvzA(-xv-oyv-g)
(xvY)A(=x)A(=Y)

2011/2012 14-ADA-NP 35

Satisfazibilidade

SAT: Dada uma férmula proposicional na forma conjuntiva

f=ACi

1<i<k

fé satisfazivel?

Instancias:
(xXvyv=azA(mxVv-y)AZ

(xXvyvzA(-xv-oyv-g)
(x v Y)A(=x)A (=)
Prova do Sim: Um atribuicdo de valores as varidveis que satisfaz a

formula
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SAT é um problema NP

Existe um algoritmo polinomial que, dados:

uma foérmula proposicional f = AC; na forma normal
conjuntiva I=isk

uma atribuigdo 0 = {(v,, b), (v,, b)) ,... (v, b,) } de valores de
verdade as variaveis de f

verifica se 0 satisfaz f
Descri¢do do algoritmo

O algoritmo avalia a féormula, calculando o valor logico de cada
uns dos termos C;, para i=1,....k. Para avaliar C, =v,_._ i
percorre os literais Dy, para j=1.,...,m;. Se o literal for uma
variavel v, o seu valor logico é b,. Se o literal tiver a forma -v,,
seu valor logico é o complementar de b,. Os valores b, sdo

obtidos por pesquisa em 6.
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SAT é um problema NP

Descrigdo do algoritmo (cont.)

A avaliacdo do termo C, é verdade se o valor légico de algum
dos literais D;; for verdade. O algoritmo retorna true sse a
avalia¢do de todos os termos C, for verdade.

Andlise da complexidade do algoritmo

A complexidade temporal do algoritmo é polinomial no nimero
de simbolos de f. Se a atribui¢do estiver guardado num vector e
f'tiver n varidveis distintas, o, ocorréncias dessas varidveis e o,

ocorréncias de operadores logicos, o numero de passos do
algoritmo ¢ O(no,+0,).

A dimensdo da atribuicdo 0 é polinomial na dimensao de f,
porque 0 tem 2n elementos, ftem o,+o, elementos en <o,
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Caixeiro Viajante

CAIXEIRO: Dado um grafo G, ndo orientado, pesado e
completo, com arcos de custo positivo, e um
inteiro k > 1, G tem um circuito de Hamiton cujo
comprimento pesado ndo excede k?

Instancia:
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Caixeiro Viajante

CAIXEIRO: Dado um grafo G, ndo orientado, pesado e
completo, com arcos de custo positivo, e um
inteiro k > 1, G tem um circuito de Hamiton cujo
comprimento pesado ndo excede k?

Instancia:

Provado Sim:1 3 2 4 (permutagdo de vértices que caracteriza o circuito)
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CAIXEIRO é um problema NP

Existe um algoritmo polinomial que, dados:

um grafo G = (V,A), ndo orientado, pesado e completo, com
arcos de custo positivo

um inteiro k > 1

uma permutac¢do p =v,v,...v, dos vértices de G
verifica se p = v,v,...v,v, é um Circuito de Hamilton cujo
comprimento pesado ndo excede k
Descri¢do do algoritmo

O algoritmo percorre a permutagdo p, calculando a soma dos pesos
dos arcos (v,,v;,,), para todo i = 1, ..., n. Depois, ao resultado soma
o peso do arco (v, v,). O algoritmo retorna true sse o resultado
final for inferior ou igual a k.
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CAIXEIRO é um problema NP

Andlise da complexidade do algoritmo
A complexidade temporal do algoritmo é polinomial no namero
de vértices (#V). Como o grafo é nio orientado e completo,
BVHV - 1)

2
Se o conjunto dos arcos estiver guardado num vector , 0 nimero
de passos do algoritmo é:

n#V(#ZV D _ omy #V(#2v D) _ oy

A dimensdo da permutagdo p é polinomial na dimensdo de
(G.k), porque p tem #V vértices

#A=

o(
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Conjunto de Ataque

Sejam D um conjunto finito, C um conjunto de subconjuntos de D e
k> 1. Um conjunto de ataque de C de dimensdo k é um conjunto

ACDtalque: #A=k e VXECO)XNA= D

ATAQUE: Dados um conjunto finito D, um conjunto C de
subconjuntos de D e um inteiro k > 1, C tem um
conjunto de ataque de dimensdo k?

Instancia:
({1,2,3,4,5,6,7,8}, {{1,2,3},{4,5,6},1{2,3,5,7}}, 2)
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Conjunto de Ataque

Sejam D um conjunto finito, C um conjunto de subconjuntos de D e
k> 1. Um conjunto de ataque de C de dimensdo k é um conjunto

ACDtalque: #A=k e VXECO)XNA= D

ATAQUE: Dados um conjunto finito D, um conjunto C de
subconjuntos de D e um inteiro k > 1, C tem um
conjunto de ataque de dimensdo k?

Instancia:
({1,2,3,4,5,6,7,8}, {{1,2,3},{4,5,6},1{2,3,5,7}}, 2)

Prova do Sim: {1, 5}
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ATAQUE é um problema NP

Existe um algoritmo polinomial que, dados:

um conjunto finito D

um conjunto C de subconjuntos de D

um inteiro k > 1

um subconjunto A de D
verifica se A é um conjunto de ataque de C de dimensdo k
Descrigdo do algoritmo

O algoritmo comega por contar o niamero de elementos de A,
retornando false se esse numero diferente de k. Caso contrario, o
algoritmo percorre o conjunto C e, para cada elemento X de C,
testa se a intersec¢do de X com A ndo ¢ vazia. O algoritmo
retorna true sse todos os testes tiverem sucesso.
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ATAQUE é um problema NP

Descri¢do do algoritmo (cont.)

Para determinar se a intersec¢do de dois conjuntos ndo é vazia, é
necessario percorrer um dos conjuntos, verificando se algum dos
seus elementos pertence ao outro conjunto.

Andlise da complexidade do algoritmo

A complexidade temporal do algoritmo é polinomial no nimero
de elementos de D (#D), de C (#C) e de A (#A). A contagem do
numero de elementos de A é O(#A). Cada teste de intersecc¢do é
O(#A#D), porque os elementos de C sdo subconjuntos de D. No
maximo sdo realizados #C testes de intersec¢do. Logo, o nimero
de passos do algoritmo é

O(#A + #C #A #D) = O(#C #A #D)
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ATAQUE é um problema NP

A dimensdo conjunto A é polinomial na dimensao de
(D,C,k), porque A é um subconjunto de D.
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Provar Problemas NP-Completos

Seja X um problema de decisdo tal que Y <, X, em
que Y € NPC. Se X € NP, entdo X € NPC

Y € NPC
Z <, Y para qualquer Z € NP

Como <, é transitiva e que Y <, X, obtemos
Z <, X para qualquer Z € NP

Deste modo
X EeNP
Z <, X para qualquer Z € NP

Podemos concluir que X € NPC
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Provar Problemas NP-Completos

Abordagem para provar que X € NPC
Provar que X € NP

Escolher Y &€ NPC

Definir um redug¢do polinomial ¢ de Y para X, ou seja,
Y<, X
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Importancia de Redutibilidade
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“I can’t find an efficient algorithm, I guess 'm just too dumb.”
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Importancia de Redutibilidade

“I can’t find an efficient algorithm, because no such algorithm is possible.”
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Importancia de Redutibilidade

“I can’t find an efficient algorithm, but neither can all these famous people.”
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Planeamento

/Apresentagdo da disciplina
Programacgdo Dindmica
Introdugdo aos Grafos
. el e Percurso em largura e profundidade
15. Redutibilidade de Problemas T N—
IArvore Minima de Cobertura (Algoritmo de Kruskal)
ITAD Partigdo

NP_CompletOS IComplexidade Amortizada

/Arvore Minima de Cobertura (Algoritmo de Prim)

ITAD Fila com Prioridade Adaptavel
Algoritmo de Dijskstra
Filas Binomiais

Filas de Fibonacci

Algoritmo de Bellman-Ford

Fluxo Maximo: Método de Ford-Fulkerson
Algoritmo de Edmonds-Karp

Introdugdo a Teoria da Complexidade

Exemplos de Problemas NP

Redutibilidade entre Problemas de Decisdo
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Reducoes Reducoes

SAT Steve Cook __-- SAT Steve Cook
l‘ - -7 v
CLIQUE HAMILTON CLIQUE
| | |
COBVERT CAIXEIRO COBVERT
l |
COBCONJ COBCONJ
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HAMILTON — CAIXEIRO

HAMILTON: Dado um grafo G, ndo orientado e conexo, G tem
um circuito de Hamilton, ou seja, um circuito
simples que passa por todos os vértices de G?

CAIXEIRO: Dado um grafo G, ndo orientado, pesado e
completo, com arcos de custo positivo, e um inteiro
k> 1, G tem um circuito de Hamilton cujo
comprimento pesado ndo excede k?

HAMILTON — CAIXEIRO
(V.A) =
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HAMILTON — CAIXEIRO

HAMILTON: Dado um grafo G, ndo orientado e conexo, G tem
um circuito de Hamilton, ou seja, um circuito
simples que passa por todos os vértices de G?

CAIXEIRO: Dado um grafo G, ndo orientado, pesado e
completo, com arcos de custo positivo, e um inteiro
k> 1, G tem um circuito de Hamilton cujo
comprimento pesado ndo excede k?

HAMILTON — CAIXEIRO
(V.A) =
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HAMILTON — CAIXEIRO

HAMILTON: Dado um grafo G, ndo orientado e conexo, G tem um circuito de
Hamilton, ou seja, um circuito simples que passa por todos os
vértices de G?

CAIXEIRO: Dado um grafo G, ndo orientado, pesado e completo, com arcos de
custo positivo, e um inteiro k > 1, G tem um circuito de Hamilton
cujo comprimento pesado ndo excede k?

2011/2012 15-ADA-RED-NPC

HAMILTON — CAIXEIRO

HAMILTON: Dado um grafo G, ndo orientado e conexo, G tem um circuito de
Hamilton, ou seja, um circuito simples que passa por todos os
vértices de G?

CAIXEIRO: Dado um grafo G, ndo orientado, pesado e completo, com arcos de
custo positivo, e um inteiro k > 1, G tem um circuito de Hamilton
cyjo comprimento pesado ndo excede k?
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HAMILTON — CAIXEIRO

HAMILTON: Dado um grafo G, ndo orientado e conexo, G tem um circuito de
Hamilton, ou seja, um circuito simples que passa por todos os
vértices de G?

CAIXEIRO: Dado um grafo G, ndo orientado, pesado e completo, com arcos de
custo positivo, e um inteiro k > 1, G tem um circuito de Hamilton
cujo comprimento pesado ndo excede k?

Oy @

® ONRENO
QT O——O
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HAMILTON — CAIXEIRO

HAMILTON: Dado um grafo G, ndo orientado e conexo, G tem um circuito de
Hamilton, ou seja, um circuito simples que passa por todos os
vértices de G?

CAIXEIRO: Dado um grafo G, ndo orientado, pesado e completo, com arcos de
custo positivo, e um inteiro k > 1, G tem um circuito de Hamilton
cujo comprimento pesado ndo excede k?

k=2
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HAMILTON — CAIXEIRO

HAMILTON: Dado um grafo G, ndo orientado e conexo, G tem um circuito de
Hamilton, ou seja, um circuito simples que passa por todos os
vértices de G?

CAIXEIRO: Dado um grafo G, ndo orientado, pesado e completo, com arcos de
custo positivo, e um inteiro k > 1, G tem um circuito de Hamilton
cujo comprimento pesado ndo excede k?

O
(2) (o)

R0
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HAMILTON — CAIXEIRO

HAMILTON: Dado um grafo G, ndo orientado e conexo, G tem
um circuito de Hamilton, ou seja, um circuito
simples que passa por todos os vértices de G?

CAIXEIRO: Dado um grafo G, ndo orientado, pesado e
completo, com arcos de custo positivo, e um inteiro
k> 1, G tem um circuito de Hamilton cujo
comprimento pesado ndo excede k?

HAMILTON — CAIXEIRO
(V,A) = (V,A")#V)
A'={(a,b,])(a,b)EA}U{(a,b,2) |(a,b)& A}
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Clique

Seja G = (V,A) um grafo ndo orientado e n > 1. Uma clique de G de
dimensdo n é um conjunto V' C V tal que:
#V'=n e VabEVYa=b= (a,b)EA

CLIQUE: Dados um grafo G, ndo orientado e um inteiron> 1, G
tem uma clique de dimensdo n?

Instancia:
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SAT — CLIQUE

SAT: Dada uma férmula proposicional na forma conjuntiva

f=nC

lsisk '

[ é satisfazivel?

CLIQUE: Dados um grafo G = (V,A) ndo orientado e um inteiro n > 1, existe
um conjunto V' C V tal que:

#V'=ne (Va,bEV)a=b=(ah)EA

SAT — CLIQUE
ANC

I=i<k
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SAT — CLIQUE

SAT: Dada uma férmula proposicional na forma conjuntiva

f=ACi

I=<i<k
fé satisfazivel?

CLIQUE: Dados um grafo G = (V,A) ndo orientado e um inteiro n > 1, existe
um conjunto V' C V tal que:

#V=ne (VabEVYa=b= (a,b)EA

SAT — CLIQUE
ACoo = ((V,A)k)

I=isk
com: V={<a,i> | a é um literal de C, }
A={(<o,i><P,j>) [i#jeas P}
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Cobertura de Vértices

Seja G = (V,A) um grafo ndo orientado e k> 1. Uma cobertura de
vértices de G de dimensdo k é um conjunto V' C V tal que:
#V' =k e(V(a,b)EA)aEV'VDEV'

COBVERT: Dado um grafo G, ndo orientado e um inteiro k > 1, G tem
uma cobertura de vértices de dimensao k?

Instancia: o

Prova do Sim: V’= {2, 5}
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CLIQUE — COBVERT

CLIQUE: Dados um grafo G = (V,A) ndo orientado e um inteiro n > 1, existe
um conjunto V' C V tal que:

#=n e Va,bEV)a=b=>(a,b)EA

COBVERT: Dados um grafo G = (V,A) ndo orientado e um inteiro k> 1,
existe um conjunto V' C V tal que:

#V=k e (V(a,b)EA)aEV'VHEV'

CLIQUE - COBVERT
(V.A).n) -
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CLIQUE — COBVERT

CLIQUE: Dados um grafo G = (V,A) ndo orientado e um inteiro n > 1, existe

um conjunto V' C V tal que:
#V’=n e (Va,bEV'Ya=b= (a,h)EA

COBVERT: Dados um grafo G = (V,A) ndo orientado e um inteiro k> 1,
existe um conjunto V' C V tal que:

#V=k e (V(a,b)EA)aEV'VHEV

CLIQUE — COBVERT
((V’A)an) = ((VaA')’#V - l’l)
com:

A={(a,b)EVxV|atbe(ab) A}

2011/2012 15-ADA-RED-NPC

Reducoes

__-SAT
!
HAMILTON C'—'(llUE
CAIXEIRO COBVERT
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Reducoes

__-SAT
o !
HAMILTON CL'ilUE
CAIXEIRO COBVERT

— T

CONIJIND COBCONJ ATAQUE
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Cobertura de Conjuntos

Sejam X =<S§,|i € I>uma sequéncia de conjuntos e d > 1. Uma
cobertura de conjuntos de X de dimensao d é uma sequéncia

X'=<S;|j€ J> talque: JCI,#J=d e US,:USJ-

i€l =

COBCON]J: Dados uma sequéncia X de conjuntos e um inteiro
d>1, X tem uma cobertura de conjuntos de
dimensdo k?

Instancias:
(<{1,2,3,5}, {2,3,4},{1,4,5},{2,4,6} >, 2)
(<{1,2}, {2,3},{3,4}, {4,5} >, 3)
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COBVERT — COBCON]

COBVERT: Dados um grafo G = (V,A) ndo orientado e um inteiro k > 1,
existe um conjunto V' C V tal que:

#V=k e (V(a,b)EA)a€V'vbEV'

COBCON]J: Dados uma sequéncia de conjuntos X=<S§;|1E€ [>eum
inteiro d > 1, existe uma sequéncia X’ =<S§; |j € J > tal que:

JCI,#1=de Us =Us,
i€l jer

COBVERT — COBCONJ
(V.A).k) =
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COBVERT — COBCON]J

COBVERT: Dados um grafo G = (V,A) ndo orientado e um inteiro k > 1,
existe um conjunto V' C V tal que:

#V =k e (V(a,b)EA)aEV'VHEV'

COBCON]J: Dados uma sequéncia de conjuntos X=<S;|i€ [>eum
inteiro d > 1, existe uma sequéncia X’ =<S;|j € J > tal que:

Jc1,#=de Us,=Us,
COBVERT —> COBCONJ
(V.A)k) > (<8, IVEV >k)

com:
S,={(ab)EA|v=aouv=>b}
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Conjunto de Ataque

Sejam D um conjunto finito, C um conjunto de subconjuntos de D e
k> 1. Um conjunto de ataque de C de dimensdo k é um conjunto

ACDtalque: #A=k e VXECO)XNA= D

ATAQUE: Dados um conjunto finito D, um conjunto C de
subconjuntos de D e um inteiro k > 1, C tem um
conjunto de ataque de dimensdo k?

Instancia:
({1,2,3,4,5,6,7,8}, {{1,2,3},{4,5,6},1{2,3,5,7}}, 2)
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Conjunto de Ataque

Sejam D um conjunto finito, C um conjunto de subconjuntos de D e
k> 1. Um conjunto de ataque de C de dimensédo k é um conjunto

ACDtalque: #A=k e VXEO)XNA=J

ATAQUE: Dados um conjunto finito D, um conjunto C de
subconjuntos de D e um inteiro k > 1, C tem um
conjunto de ataque de dimensdo k?

Instancia:
({1,2,3,4,5,6,7,8}, {{1,2,3},{4,5,6},1{2,3,5,7}}, 2)

Prova do Sim: {1, 5}
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COBVERT — ATAQUE

COBVERT: Dados um grafo G = (V,A) ndo orientado e um inteiro k > 1,
existe um conjunto V' C V tal que:

#V=k e (V(a,b)EA)a€V'vbEV'

ATAQUE: Dados um conjunto finito D, um conjunto C de subconjuntos de
D e um inteiro n > 1, existe um um conjunto 4 C D tal que:

#A=ne VXEOXNA=J

COBVERT — ATAQUE
(V,A).k) =

2011/2012 15-ADA-RED-NPC 26

COBVERT — ATAQUE

COBVERT: Dados um grafo G = (V,A) ndo orientado e um inteiro k > 1,
existe um conjunto V' C V tal que:

#V =k e (V(a,b)EA)aEV'VHEV'

ATAQUE: Dados um conjunto finito D, um conjunto C de subconjuntos de
D e um inteiro n > 1, existe um conjunto A C D tal que:

#h=ne (VXEOXNA=D
COBVERT — ATAQUE
(V,A).k) = (V,A%k)
com:
A={{a,b} @b EA]}
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Conjunto Independente

Sejam G = (V,A) um grafo ndo orientado e um inteiro m> 1. Um
conjunto independente de G de dimensdo m é um conjunto

[CVtalque: #1=m e (Vx,yED(x,y) & A

CON]JIND: Dados um grafo G nao orientado e um inteiro m > 1,
G tem um conjunto independente de dimensdo m?

Instancia:
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Conjunto Independente

Sejam G = (V,A) um grafo ndo orientado e um inteiro m > 1. Um
conjunto independente de G de dimensdao m é um conjunto

ICVtalque: #l=m e (Vx,yEN(x,y)EA

CONJIND: Dados um grafo G nio orientado e um inteiro m > 1,
G tem um conjunto independente de dimensdo m?

Instancia:
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COBVERT — CONJIND

COBVERT: Dados um grafo G = (V,A) ndo orientado e um inteiro k > 1,
existe um conjunto V' C V tal que:

#V=k e (V(a,b)EA)a€V'vbEV'

CONJIND: Dados um grafo G = (V, A) ndo orientado e um inteiro m > 1,
existe um conjunto [ €V tal que:

#l=me (Vx,yED(x,y)&A

COBVERT — CONJIND
(V. A).k)
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COBVERT — CONJIND

COBVERT: Dados um grafo G = (V,A) ndo orientado e um inteiro k > 1,
existe um conjunto V' C V tal que:

#V =k e (V(a,b)EA)aEV'VHEV'

CONJIND: Dados um grafo G = (V, A) néo orientado e um inteiro m > 1,
existe um conjunto [ C V tal que:

#Hl=me (Vx,yEN(x,y)Z&A

COBVERT — CONJIND
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Problema da Mochila (Knapsack?
{ @

Dados N objectos {1, ..., N} e uma mochila
Cada objecto tem um valor v, e um peso w; P ~y o

[

Peso total na mochila ndo pode exceder P sl
S S
Objectivo:

Maximizar o valor transportado pela mochila sem
exceder o limite de peso

Formalizagdo:
Determinar o subconjunto A de {1, ...,N } que satisfaz a

condicao:
maxE v, tal que E w, <P
€A €A
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Problema da Mochila (Knapsack)

Tempo de execugdo O(N x P)
Preenchimento da tabela N x P

Pseudo-Polinomial
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Problema da Mochila (Knapsack)

Tempo de execugdo O(N x P)
Preenchimento da tabela N x P

Pseudo-Polinomial
Exponencial na dimensdo da representacdo bindria de P
O(N x 2X)

X = numero de bits da representagdo bindria de P
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Problema da Mochila (Knapsack)

Tempo de execugdo O(N x P)
Preenchimento da tabela N x P

Pseudo-Polinomial
Exponencial na dimensdo da representa¢do bindria de P
O(N x 2X)

X = numero de bits da representa¢do binaria de P

KNAPSACK é um problema NP-Completo
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Algoritmos de Aproximacao




Algoritmos de Aproximacao

Algoritmos, com complexidade polinomial, que
calculam solugbes aproximadas para problemas NP-
completos

2011/2012 16-ADA-APROX

Algoritmos de Aproximacao

Algoritmos para problemas NP-completos
Algoritmos de tempo polinomial

Com garantias quanto ao maximo afastamento do
valor calculado face a solu¢do éptima

2011/2012 16-ADA-APROX

Defini¢oes

Limite da razdo p(n)
Algoritmo de aproximag¢do para um problema de
optimizac¢ao
Para qualquer instancia de tamanho n
Custo da solucdo calculada, C
Custo da solugdo optima, C*

max(C/C*, C*/C) < p(n)
maximizagdo: o< C =< C*
minimizagdo: o< C* =< C
p(n) =1

2011/2012 16-ADA-APROX

Cobertura de Vértices

COBVERT: Dados um grafo G = (V,A) ndo orientado e um inteiro k> 1,
existe um conjunto V' C V tal que:

#V =k e (V(ab)EA)aEV'VHEV'

COBVERT prox: Calcular uma cobertura de vértices com o nimero
minimo de vértices

2011/2012 16-ADA-APROX




Cobertura de Vértices

Algoritmo de aproximagdo:

COBVERT-Aprox(G)
C=¢g
A =A[G]
while A’ = &
Seja (u, v) arco de A
C=CuU{u,v}
Remover de A’ qualquer arco incidente em u ou v
return C

Exemplo

2011/2012 16-ADA-APROX

Cobertura de Vértices

Teorema:

COBVERT 4prox € um algoritmo de aproximag¢do com
limite da razao 2 para o problema COBVERT
max(C/C*, C*/C) =C/C* =<2

Prova:
E: conjunto de arcos seleccionados pelo algoritmo
Conjunto C é cobertura de vértices
Ciclo iterado até todos os arcos de E estarem cobertos

Por inspec¢do, nenhum par de arcos em E tem vértices
comuns

Também por inspecgdo, |C| = 2|E|
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Cobertura de Vértices

Cobertura dos arcos em E requer pelo menos um
vértice incidente em cada um dos arcos de E
Qualquer cobertura de vértices tem que cobrir arcos de E
Vélido também para C*
|EJ = [C*]
Conclusdo:
|C| =2[E| = 2[C*|
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Problema da Mochila (Knapsack)

Dados N objectos {1, ..., N} e uma mochila
Cada objecto tem um valor v, e um peso w;
Peso total na mochila ndo pode exceder P
Objectivo:

Maximizar o valor transportado pela mochila sem
exceder o limite de peso

Formalizagdo:
Determinar o subconjunto A de {3, ...,N } que satisfaz a
condic¢do:
maxzvi tal que Ewi <P
iEA iEA

2011/2012 16-ADA-APROX 9




Problema da Mochila

Algoritmo Greedy:

KNAP-Greedy(w,v,P)
Ordenar w e v tal que V[i}/w[i] = v[jJ/w[j] para1<i<j<n
peso = 0; valor =0
fori=1ton
if peso + w[i] <P

valor += v[i]

peso += wli]
return valor

Exemplo
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Problema da Mochila

Algoritmo de Aproximagdo:

KNAP-Aprox(w,v,P)
maior = max {v[i]: 1 =i <n} //Admite-se w[i]<P,1<i=<n
return max {maior, KNAP-Greedy(w,v,P)}

Exemplo
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Problema da Mochila

Teorema:

O algoritmo KNAP-Aprox é um algoritmo de aproximagdo
com limite da razdo 2 para o problema KNAPSACK

Prova:
C*: solugdo optima; C: solugdo retornada pelo algoritmo

Escolher menor | tal que, ,
w, =P

i

i=1
KNAP-Greedy(w,v,P) verifica,
KNAP - Greedy(w,v,P) = Sv,

E, maior = v; (por defini¢do de maior)
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Problema da Mochila

Notando que max(x,y) = (x+y)/2, obtemos:
C = max(maior, KNAP - Greedy(w,v,P))
(maior + KNAP - Greedy(w,v,P))/2)

i1 !
v, + Evi
i=1

12=Sv.2=Cn
s C*/2 )

i=1
Definicdio de P’ e C’:

P'=iwi C‘=Evi
i=1 i

1
i=1

v

[\

Notar que P’ =zPev /w, zv,/w, = ... 2 vj/w;
Pelo que C’ = C*
C’ é a solugdo 6ptima para P’
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Caixeiro Viajante

CAIXEIRO: Dado um grafo G, ndo orientado, pesado e
completo, com arcos de custo positivo, e um
inteiro k > 1, G tem um circuito de Hamilton
cujo comprimento pesado ndo excede k?

Adaptacgao:
Encontrar o circuito de Hamilton de menor peso em G

O custo dos arcos satisfaz a desigualdade triangular:

w(t,v) = w(t,u) + w(u,v) para quaisquer arcos (t,v), (t,u) e
(u,v) de G
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Caixeiro Viajante

Algoritmo de Aproximagdo:

CAIXEIRO-Approx(G,w)
Seleccionar qualquer r € V para vértice raiz
Construir MST T a partirder — __----_
L= Ilsta de vert|ces resultantes de visitade T em‘pre ordem ;

return H :
+
L
Visita de arvore que lista a raiz antes
Exemplo dos vértices de cada sub-arvore
2011/2012 16-ADA-APROX 15

Caixeiro Viajante

Teorema:

O algoritmo CAIXEIRO-Aprox é um algoritmo de
aproximacgdo com limite da razdo 2 para instdncias do
problema do CAIXEIRO que verificam a desigualdade
triangular
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Algoritmos de Aproximacao




Cobertura de Conjuntos

Sejam X =< S, |i € I>uma sequéncia de conjuntos e d > 1. Uma
cobertura de conjuntos de X de dimensdo d é uma sequéncia

Cobertura de Conjuntos

Algoritmo de Aproximagao:

X' =< S_] |J e J> tal que: Jg I y #l=d e USI = USJ COBCONJ-AprOX(X,F)
el jeJ U=X
A . . C=g
COBCON]J: Dados uma sequéncia X de conjuntos e um inteiro while U = &
d > 1, X tem uma cobertura de conjuntos de Seleccionar S € F que maximiza |S N U
dimensdo k? Uu=u-s
cC=Ccu{s}
return C
Instancias:
(<{1,2,3,5}, {2,3,4},{1,4,5},{2,4,6} >, 2)
(<1{1,2}, {2,3}, 43,4}, 14,5} >, 3) Exemplo
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Teorema

O algoritmo COBCON]J-Aprox tem limite da razao
H(max {|S|: S € F}), com H(d)= 1 + 1/2 + ... + 1/d, H(0) = 0
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