Capitulo VII

Complexidade Amortizada
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Complexidade Amortizada

e ODbjetivo: analisar o custo de uma sequéncia de operacdes numa

ED, no pior caso.

e Interesse: mostrar que, embora alguma operacao possa ser ‘‘cara’,

O custo total da sequéncia de operacdoes € “baixo’ .

e Ndo é a complexidade no caso esperado (que indica o custo médio,
considerando todas as distribuicdes da entrada). Nao envolve pro-

babilidades.
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Contador Binario

void increment( int[] counter ) // Pior caso:

{ // ¢ é a capacidade do vetor.
int pos = 0O;
while ( pos < counter.length && counter[pos] == 1)
{

counter[pos] = 0;
POS++;
}

If ( pos < counter.length )
counter[pos] = 1;
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Contador Binario

void increment( int[] counter ) // Pior caso: ©(¢), onde

{ // ¢ é a capacidade do vetor.
int pos = 0O;
while ( pos < counter.length && counter[pos] == 1)
{

counter[pos] = 0;
POS—++;
}

If ( pos < counter.length )
counter[pos] = 1;

Custo, no pior caso, (com ingenuidade) de uma sequéncia de n opera-

cdes (de increment), num contador inicialmente a zero:
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Contador Binario

void increment( int[] counter ) // Pior caso: ©(¢), onde

{ // ¢ é a capacidade do vetor.
int pos = 0O;
while ( pos < counter.length && counter[pos] == 1)
{

counter[pos] = 0;
POS—++;
}

If ( pos < counter.length )
counter[pos] = 1;

Custo, no pior caso, (com ingenuidade) de uma sequéncia de n opera-

cdes (de increment), num contador inicialmente a zero: O(nc).
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Tabela Dinamica

// int currentSize, E[] table (preenchida de 0 a currentSize — 1).

void insert( E element ) // Pior caso:
{ // s € 0 numero de elementos na tabela.
iIf ( table == null )
table = new E[1];
else if ( currentSize == table.length )
{

E[] newTable = new E[ 2 * currentSize |;

System.arraycopy(table, 0, newTable, 0, currentSize);
table = newTable;

}

table[ currentSize++ | = element;
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Tabela Dinamica

// int currentSize, E][] table (preenchida de 0 a currentSize — 1).

void insert( E element ) // Pior caso: ©(s), onde
{ // s € 0 numero de elementos na tabela.
if ( table == null )
table = new E[1];
else if ( currentSize == table.length )
{

E[] newTable = new E[ 2 * currentSize |;
System.arraycopy(table, 0, newTable, 0, currentSize);
table = newTable;

}

table[ currentSize4++4 | = element;

}

Custo, no pior caso, (com ingenuidade) de uma sequéncia de n opera-
cdes (de insert), numa tabela inicialmente vazia:
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Tabela Dinamica

// int currentSize, E][] table (preenchida de 0 a currentSize — 1).

void insert( E element ) // Pior caso: ©(s), onde
{ // s € 0 numero de elementos na tabela.
if ( table == null )
table = new E[1];
else if ( currentSize == table.length )
{

E[] newTable = new E[ 2 * currentSize |;
System.arraycopy(table, 0, newTable, 0, currentSize);
table = newTable;

}

table[ currentSize4++4 | = element;

}

Custo, no pior caso, (com ingenuidade) de uma sequéncia de n opera-
cdes (de insert), numa tabela inicialmente vazia: O(n?).
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Métodos Existentes

e H3a trés métodos (com algumas variantes).

— Agregacao. € o menos versatil e nao sera estudado.

— Contabilidade.

— Potencial: é o mais versatil.

e Em todos os métodos, calcula-se um majorante do custo total da

Sequéncia de operacoes.

A esse majorante, chama-se custo total amortizado.

e AO verdadeiro custo total, chama-se custo total real.

e O custo total amortizado nunca ¢ inferior ao custo total real.
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Método da Contabilidade

e Atribui-se um custo amortizado ¢ a cada operacao, que pode ser

superior, igual ou inferior ao custo real c.

e Se 0 custo amortizado ¢ for superior ao custo real ¢, a diferenca
¢ — ¢, chamada crédito, € associada a um objeto na ED.
Posteriormente, o crédito é usado para “pagar’ operacdes cujo

custo amortizado € inferior ao custo real.

e O custo total amortizado nunca ¢é inferior ao custo total real.

Ou seja, o crédito total acumulado nunca €é negativo.

AN

Para qualquer sequéncia de n operacoes, ( 1C — Yitq ci) > 0.

e AsS operacdes podem ter complexidades amortizadas diferentes.
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Contabilidade — Contador (1)

Operacao Custo Real | Custo Amortizado
atribuir ZERO 1 0 O(1)

atribuir UM 1 2 O(1)

increment k 2 O(1)

(k € o numero de atribuicdes efetuadas.)

Cada UM tem 1 crédito (‘“como pré-pagamento da sua passagem a

ZERO").

Cada operacao de increment tem custo amortizado 2, porque atribui

um UM (no maximo).
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Contabilidade — Contador (2)

Estado do Contador | Crédito Total Acumulado
Inicial 00000 O
increment 00001 o+2-1)=1
increment 00010 1+4(2—-2)=1
increment 00011 1+4(2-1)=2
increment 00100 24+(2-3)=1
increment 00101 14+4(2—-1)=2
increment 00110 24+ (2—-2)=2
increment 00111 24+ (2—-1)=3
increment 01000 3+4(2-4)=1
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Contabilidade — Contador (3)

Operacao Custo Real | Custo Amortizado
atribuir ZERO 1 0 O(1)

atribuir UM 1 2 O(1)

increment k 2 O(1)

(k € o numero de atribuicdes efetuadas.)

O crédito total acumulado nunca é negativo: é o numero de UNS

Nno vetor.

Conclusoes: a complexidade de uma sequéncia de n operacoes de
increment, num contador inicialmente a zero, € O(n);

a complexidade amortizada do increment é O(1).
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Contabilidade — Tabela (1)

Operacao Custo Real | Custo Amortizado
atribuir elemento novo 1 3 O(1)
insert k 3 O(1)

(k € o numero total de atribuicdes efetuadas.)

Cada elemento na tabela tem 2 créditos (“como pré-pagamento da sua
transferéncia para outra tabela e como pré-pagamento da transferéncia

de outro elemento que ja foi transferido alguma vez").

Cada operacao de insert tem custo amortizado 3, porque atribui apenas

um elemento novo.
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Contabilidade — Tabela (2)

Dimensao da Tabela | Crédito Total Acumulado
Tabela Cheia s = 20 141
Tabela Cheia s = 2k 14 s
insert eq s=2F41 14+1%2
insert es s=2Fk42 142%2
insert es s=2k4+3 1+3x%2
insert e, s = 2k 4 2k 142k %2
Tabela Cheia s = 2k+1 145
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Contabilidade — Tabela (3)

Operacao Custo Real | Custo Amortizado
atribuir elemento novo 1 3 O(1)
insert k 3 O(1)

(k € o numero total de atribuicdes efetuadas.)

O crédito total acumulado nunca €é negativo: é 1 4+ 2¢, onde 1 € 0O

numero de elementos inseridos na tabela apos a ultima expansao.

Conclusoes: a complexidade de uma sequéncia de n operacoes de
insert, numa tabela inicialmente vazia, € O(n);

a complexidade amortizada do insert € O(1).
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Método do Potencial (1)

e Como no método da contabilidade, cada operacao tem um custo

amortizado, que pode ser superior, igual ou inferior ao custo real.

e Como no método da contabilidade, as operacdoes podem ter com-

plexidades amortizadas diferentes.

e Em vez de se associar ‘‘crédito” aos objetos, associa-se um valor a

ED, chamado potencial.

e Ou seja, define-se uma funcao potencial &, que atribui a cada ED

D um numero real ©(D).
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Método do Potencial (2)

e Paracada:1=1,2,...,n, sejam:
— Do a ED inicial,
— D; a ED depois da operacao z; €
— ¢; O custo real da operacao .
Entao:

— O custo amortizado da operacao : é

C; = ¢+ P(D;) —P(D;_1);

— o custo total amortizado é
Y6 = Y (+P(D;) —P(Di—1) )

= (Si;¢) + D(Dn) — ®(Do).
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Método do Potencial (3)

e O custo total amortizado nunca ¢ inferior ao custo total real.

Como o custo total amortizado €
n
Y ¢i| + P(Dy) — (Do),
i=1
pbasta assegurar que, para qualquer 1 =1,2,...,n:

P(D;) > P(Do).

e Na pratica, define-se ® de forma a garantir:
(P1) &(Dg)=0; e
(P2) &(D;) > 0, para qualquer 1.

E diz-se que ® € uma funcao potencial valida.
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Potencial — Contador (1)

Seja C' um contador qualquer e seja 1~ o numero de UNS em C.

d(C) = 1.
A funcao & é valida:
(P1) o(Cp) =0, onde Cp é o contador (inicial) s6 com ZEROS.
(P2) o(C)>o0.

Portanto, o custo total amortizado nunca sera inferior ao custo total

real.

O custo amortizado da operacao 1 €é:

¢ = ¢+ P(C;) — P(Ci_1).
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Potencial — Contador (2)

Seja C' um contador qualquer e seja 1~ o numero de UNS em C.

d(C) = 1.
Operacao | Custo Real | Dif. de Potencial | Custo Amortizado
increment c; d(C;) — P(C;-1) ¢, =c;+ AP
incrementa kE—+1 —k+1 2 O(1)
anula k —k 0 O(1)

(k € o niumero de UNS que passam a ZERO.)

Conclusoes: a complexidade de uma sequéncia de n operacdoes de

iIncrement, num contador inicialmente a zero, é
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Potencial — Contador (2)

Seja C' um contador qualquer e seja 1~ o numero de UNS em C.

d(C) = 1.
Operacao | Custo Real | Dif. de Potencial | Custo Amortizado
increment c; d(C;) — P(C;-1) ¢, =c;+ AP
incrementa kE—+1 —k+1 2 O(1)
anula k —k 0 O(1)

(k € o niumero de UNS que passam a ZERO.)

Conclusoes: a complexidade de uma sequéncia de n operacdoes de
increment, num contador inicialmente a zero, é O(n);

a complexidade amortizada do increment é O(1).
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Potencial — Tabela (1)

Seja T' uma tabela qualquer e sejam s 0 numero de elementos em T

€ cr a capacidade de T..
CD(T) — 28T — CT.

A funcao ¢ é valida:

(P1) o©(1Tp) =0, onde Ty é a tabela (inicial)

com O elementos e capacidade O.

(P2) ®(T) > 0, nos outros casos.

Como o fator de ocupacao da tabela € superior a 0.5,

ST > %CT

2sp > cor
d(T) > 0.
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Potencial — Tabela (2)

Seja T' uma tabela qualquer e sejam s 0 numero de elementos em T

€ cr a capacidade de T..
O(T) = 2s8p — cp.

Operacao | Custo Real | Dif. de Potencial | Custo Amortizado
insert c; d(T;) — D(T;_1) ¢, =c;+ AP
nao expande 1 2 3 O(1)
expande s+ 1 2 —s 3 O(1)

(Notacado: (s,c) antes / (s',c¢) depois da operacdo.)

Se expande (ou seja, quando s = c¢):
o O(T;,_1) = 2s—c = s.
o &(T}) =28 - = 2(s+1)—2c = 25+2—-2¢c = 2;
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Potencial — Tabela (3)

Seja T' uma tabela qualquer e sejam s 0 numero de elementos em T

€ cr a capacidade de T..
O(T) = 2s8p — cp.

Operacao | Custo Real | Dif. de Potencial | Custo Amortizado
insert c; d(T;) — D(T;_1) ¢, =c;+ AP
nao expande 1 2 3 O(1)
expande s+ 1 2 —s 3 O(1)

(Notacado: (s,c) antes / (s',c¢) depois da operacdo.)

Conclusoes: a complexidade de uma sequéncia de n operacoes de

insert, numa tabela inicialmente vazia, é
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Potencial — Tabela (3)

Seja T' uma tabela qualquer e sejam s 0 numero de elementos em T

€ cr a capacidade de T..
CD(T) — 28T — CT.

Operacao | Custo Real | Dif. de Potencial | Custo Amortizado
insert c; d(T;) — D(T;-1) ¢, =c;+ AP
nao expande 1 2 3 O(1)
expande s+ 1 2 —s 3 O(1)

(Notacao: (s,c) antes / (s’,c) depois da operacdo.)

Conclusoes: a complexidade de uma sequéncia de n operacoes de
insert, numa tabela inicialmente vazia, é O(n);

a complexidade amortizada do insert é O(1).
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Complexidade no PIOR CASO
de U operacoes de uniao e R operacoes de representante
(com n elementos)

Uniao por Nivel ou por Tamanho ©(1)
O(k a(k,n))

Representante com Compressao do Caminho O(logn)

se k=U+4+R>n [Tarjan 75].
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Complexidade no PIOR CASO
de U operacoes de uniao e R operacoes de representante
(com n elementos)

Uniao por Nivel ou por Tamanho ©(1)
O(k a(k,n))

Representante com Compressao do Caminho O(logn)

se k=U+4+R>n [Tarjan 75].

Resultados: a complexidade de uma sequéncia de k operacoes de find
(com compressao do caminho) e union (por nivel ou por tamanho),
numa particao com n elementos, acabada de criar, € O(k «(k,n)), se
k> n;

a complexidade amortizada do find e do union é O(«a(k,n)).
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