Capitulo XI

Caminhos Mais Curtos
de todos a todos 0s vértices

Algoritmo de Floyd-Warshall
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Problema

Dado um grafo orientado (e pesado), como encontrar um caminho
(pesado) mais curto de v para w, sendo v e w dois vértices quaisquer?

Caminho mais curto de 4 para 3

Caminho nao pesado: 4, 3 Compr.: 1 Compr. pesado: 5
Caminho pesado: 4 2.3 Compr.: 2 Compr. pesado: 3

Observacao: o0s pesos dos arcos podem ser negativos.

Margarida Mamede, DI — FCT NOVA ADA, 2016/17, Capitulo XI 2



Algoritmos ““de um para todos”

e Quando todos os arcos tém pesos nao negativos

Algoritmo de Dijkstra, com: O(|V| x log|V| + |A])
— O grafo em vetor de listas de incidéncias;

— a fila com prioridade adaptavel em fila de Fibonacci e vetor.

O([V|?2 x log|V| + |V| x |A]) v/

e Quando algum arco tem peso negativo

Algoritmo de Bellman-Ford, com: O(|V| x [A])

— O grafo em vetor de arcos ou em lista de arcos.
2
O(|V]© x [A])
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Observacoes

Se existe algum caminho de v para w € o grafo nao tem ciclos de peso

negativo, entao:

e ha um caminho mais curto de v para w que é simples;

e S& um caminho mais curto de v para w tem a forma
v, ..., T, ..., w (comxzeV),
entao
Vy «..., T € T, ..., W
Sao caminhos mais curtos de v para = € de x para w, respetiva-

mente. O vértice z diz-se um vertice intermédio do caminho

Vy vevy Ty ooy W.
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Primeiro Problema a Resolver

Para todos os vértices v e w,
descobrir o comprimento dos caminhos mais curtos de v para w

CuUjos Vértices intermédios pertencem a V.

Primeiro Problema que Sera Resolvido

Assuma-se que V = {0,1,...,|V|—1}.
Para todos os vértices v e w,

descobrir o comprimento dos caminhos mais curtos de v para w

Cujos Vértices intermédios pertencem a {0,1,...,k},
para k=-1,0,1,...,|V|—1:
L(v,w,k).
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Resolucao do Primeiro Problema
Comprimento dos caminhos mais curtos de v para w cujos vertices
intermédios < {0,1,...,k}, para k= -1,0,1,...,|V|—-1: L(v,w,k).

e Sek=—-1¢ev=w, L(v,w, k) =0;
e Sek=-1,v*xwe (vyw)eA L(v,w, k)= peso(v,w);
e Sek=-1,vFwe (vyw)ZA Llv,w k)=,
e Se k>0,
— OU 0 caminho nao tem o Vértice intermédio kK e 0 seu compri-

mento é L(v,w,k — 1);

— OU 0 caminho tem o vértice intermédio k e 0 seu comprimento &

L(v,k,k—1)+ L(k,w,k— 1), porque n3ao vale a pena considerar

caminhos de v a kK ou de kK a w com 0O vértice intermédio k.

L, w, k) =min( L(v,w,k—1), L(v,k,k—1)+ L(k,w,k—1))
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Programacao Dinamica da Funcao L

(0 k=-1 e v=w
peso(v,w) k=-1,v#w e (v,w) € A
L(v,w, k) =
+ o0 k=—-1,vxw e (v,w)g€A
| min(L(v,w,k—1),L(v,k,k—1)+ L(k,w,k—1)) k>0
L(v,w,—1) | 0 1 2 3 4
0) 0 oo | 00 | 00 6
1 7 0 1 —3 | +
2 +oco | +o0 0 4 —+ o0
3 4o | o0 | 0 0 —2
4 —+ o0 7 —4 5 O

£(17470) — mlﬂ( £(1747_1)7 £(1707_1)+£’(0747_1) )
min( ~+ 00, 74+ 6 )
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Algoritmo de Floyd-Warshall ({0}) [1962]

L(v,w,—1) | O 1 2 3 4
0 O | +oo |40 | +oo| 6

1 7 O 1 —3 | +o0

2 +oco | +oo | O 7 | +oo

3 +oco | +o0o0 | o0 | O —2
4 +oo | 7 —4 5 O
L(v,w,0) 0 1 2 3 4
0) 0 +oco | 00 | +00 §

1 7 O 1 —3 13

2 +oco | 00 0 ’ —+ o0

3 +oco | +00 | 0 0 —2
4 —+ o0 e —4 5 0
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Algoritmo de Floyd-Warshall ({0,1})

L(v,w,0) | O 1 2 3 4
0) 0 +oco | 00 | +00 6
1 7 0 1 —3 13
2 +o0o | 00 0 { —+ o0
3 +oco | +00 | 00 0 —2
4 —+ o0 { —4 5 O

L(v,w,1) 0 1 2 3 4
0) 0 +oc0 | 00 | +00 6
1 7 0 1 —3 13
2 +o0o | 00 0 { —+ o0
3 +oco | +00 | 0 0 —2
4 14 7 —4 4 0
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Algoritmo de Floyd-Warshall ({0,1,2})

L(v,w,1)| O 1 2 3 4
0) 0 +oco | 00 | +00 6
1 7 0 1 -3 13
2 +o0o | 00 0 { —+ o0
3 +oco | +00 | 00 0 —2
4 14 7 —4 4 0

L(v,w,?2) 0 1 2 3 4
0) 0 +oc0 | 00 | +00 6
1 7 0 1 -3 13
2 +o0o | 00 0 { —+ o0
3 +oco | +00 | 0 0 —2
4 14 7 —4 3 0
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Algoritmo de Floyd-Warshall ({0,1,2,3})

L(v,w,2)| O 1 2 3 4
0) 0 +oco | 00 | +00 6
1 7 0 1 -3 13
2 +o0o | 00 0 { —+ o0
3 +oco | +00 | 00 0 —2
4 14 7 —4 3 0

L(v,w,3)| O 1 2 3 4
0) 0 +oc0 | 00 | +00 6
1 7 0 1 -3 —5
2 +o0o | 00 0 { 5
3 +oco | +00 | 0 0 —2
4 14 7 —4 3 0
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Algoritmo de Floyd-Warshall ({0,1,2,3,4})

L(v,w,3)| O 1 2 3 4
0) 0 +oco | 00 | +00 6
1 7 0 1 -3 -5
2 +o0o | 00 0 { 5
3 +oco | +00 | 00 0 —2
4 14 7 —4 3 0
L(v,w,4)| O 1 2 3 4
0 0 13 2 9 6)
1 7 0 —9 -3 —5
2 19 12 0 7 5
3 12 5 —6 0 —2
4 14 7 —4 3 0

Margarida Mamede, DI — FCT NOVA ADA, 2016/17, Capitulo XI 12



Utilizagdo de uma tabela T de |V| x |V|

com um Grafo sem Ciclos de Peso Negativo (1)
Sejam v e w dois vértices quaisquer e k=0,1,...,|V|—1.
Utilizando uma unica tabela, o valor de L(v,w, k) pode corresponder a:

Lw,w, k) = min( L(v,w,k—1), L(v,k,k—1) + L(k,w,k—1) )

Lv,w,k) = min( L(v,w,k—1), L(v,k,k—1) + L(k,w,k) )

Lv,w, k) = min( L(v,w,k—1), L(v,k, k) + L(k,w,k—1) )

'C’(/anak) — mln( 'C('U)ka_ 1)7 [/(U,k,k‘) + E(kawak) )
Mas:

o L(v,k, k) < L(v,k,k — 1) porque L(v,k, k) = min( L(v,k,k—1), ...).
e Se L(v,k,k) < L(v,k,k— 1), ha um ciclo de peso negativo de k a k.
Portanto, se o grafo nao tiver ciclos de peso negativo:

L(v,k, k)= L(v,k,k—1).
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Utilizagdo de uma tabela T de |V| x |V|

com um Grafo sem Ciclos de Peso Negativo (2)
Sejam v e w dois vértices quaisquer e k=0,1,...,|V|—1.
Utilizando uma unica tabela, o valor de L(v,w, k) pode corresponder a:

Lw,w, k) = min( L(v,w,k—1), L(v,k,k—1) + L(k,w,k—1) )

Lv,w,k) = min( L(v,w,k—1), L(v,k,k—1) + L(k,w,k) )

Lv,w, k) = min( L(v,w,k—1), L(v,k, k) + L(k,w,k—1) )

'C’(/anak) — mln( 'C('U)ka_ 1)7 [/(U,k,k‘) + E(kawak) )
Mas:

o L(k,w, k) < L(k,w,k—1) porque L(k,w,k) = min( L(k,w,k—1), ...).
e Se L(k,w,k) < L(k,w,k— 1), ha um ciclo de peso negativo de k a k.
Portanto, se o grafo nao tiver ciclos de peso negativo:

L(k,w, k) =L(k,w,k—1).
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Utilizacao de uma tabela T de |V| x |V|

com um Grafo sem Ciclos de Peso Negativo (3)
Sejam v e w dois vértices quaisquer e k=0,1,...,|V|—1.
Utilizando uma unica tabela, o valor de L(v,w, k) pode corresponder a:

L, w,k) = min( L(v,w,k—1), L(v,k,k—1) + L(k,w,k—1) )

L(v,w, k) = min( L(v,w,k—1), L(v,k,k—1) 4+ L(k,w,k) )
Lw,w,k) = min( L(v,w,k—1), L(v,k, k) + L(k,w,k—1) )
Lw,w,k) = min( L(v,w,k—1), L(v,k, k) + L(k,w,k) )

Se o0 grafo nao tiver ciclos de peso negativo:

L(v,k k)=L(v,k,k—1), L(k,w,k)=L(k,w k—1)
e, no final do passo k, T[v][w] = L(v,w,k).

Se o grafo tiver ciclos de peso negativo, no final do passo k:
Tv][w] < L(v,w, k).
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Detecao de Ciclos de Peso Negativo

Se existe algum ciclo de peso negativo, existe um caminho de compri-

mento pesado negativo da forma:

vo, Y1y ---5 Un—15 Un (Com n Z 2)
onde:
® V) — Un S
e OS Vvértices vg, vi, ..., v,—1 Sao todos distintos.

Mas, nesse caso,

T'[vo]lvo] < L(vg,vo,|[V]—-1) < 0.

Portanto, basta testar se, no final, algum “elemento da diagonal’ da

tabela T' é negativo.
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Exemplo com Ciclos de Peso Negativo

L(,,—-1)| 0 1 2 3
@ 0) 0 ’ —+ o0 6
(g 1 + oo 0 —3 | 4+
-3 2 400 | 00 0 2
3 o0 0 —+ o0 0
L(,,0)| 0 1 2 3 L(,,1)| 0 1 2 3
0 0 7 + o0 6 0 0 7 4 6
1 ~+ o0 0 —3 | 0 1 ~+ o0 0 —3 | 40
2 +o0o | 00 0 2 2 +oc0 | o0 0 2
3 —+ o0 0 —+ o0 0 3 —+ o0 0 -3 0
£(,,2) ] o 1 2 3 £(,,3)] o 1 2 3
0 0 7 4 6 0 0 6 3 5
1 —+ o0 0 —3 —1 1 4o | —1 —4 —2
2 +o0o | 00 0 2 2 —+ o0 2 —1 1
3 —+ o0 0 —3 —1 3 oo | —1 —4 | -2
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Caminhos Mais Curtos (1)
(All-Pairs Shortest Paths)

Pair<L[][], Nodel[][]> floydWarshall( Digraph<L> graph )

throws NegativeWeightCycleException

int numNodes = graph.numNodes();
L[][] length = new L[numNodes][numNodes];

Node[][] via = new Node[numNodes][numNodes];
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Caminhos Mais Curtos (2)

for every Node v in graph.nodes()

for every Node w in graph.nodes()

{
length[v][w] = +oc;

via[v][w] = —1;
}

for every Node v in graph.nodes()
length[v][v] = O;
for every Edge<L> e in graph.edges()

{

Node[] endPoints = e.endNodes();

length[endPoints[0]][endPoints[1]] = e.label();
¥
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Caminhos Mais Curtos (3)

for every Node k in graph.nodes()
for every Node v in graph.nodes()
for every Node w in graph.nodes()

If ( length[v][k] < 400 & & length[k][w] < 40 )

{ L newlLength = length|v][k] 4+ length[K][w];
If ( newlLength < length[v][w] )
{ length[v][w] = newlLength;
via[v][w] = k;
}
}
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Caminhos Mais Curtos (4)

// Negative-weight cycles detection.
for every Node v in graph.nodes()
if ( length[v][v] < 0)
throw new NegativeWeightCycleException();

return new PairClass<L[][], Node[][]>(length, via);
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Complexidade do
Algoritmo de Floyd-Warshall

Caminhos Mais Curtos
(grafo orientado e pesado,
Implementacao sem ciclos de peso negativo)
do ou
Grafo (V, A) Detecao de Ciclos de Peso Negativo
(grafo orientado e pesado)

Matriz de adjacéncias o(|V|3)
Vetor de Listas de incidéncias @(|V|3)
Vetor ou Lista de arcos o(|V|3)

Margarida Mamede, DI — FCT NOVA ADA, 2016/17, Capitulo XI 22



Construcao de um Caminho (mecanismo)

via 0] 1 2 3 4
0 | —1 | 4 4 4 | -1
1 —1 —1 4 —1 3
2 4 4 —1 —1 3
3 | 4 4 4 | -1 | -1
4 1 —1 —1 2 —1
P(1,2) via[l][2] = 4 P(1,4) o P((4,2)
P(1,4) via[l][4] = 3 P(1,3) @& P(3,4) @& P(4,2)
P(1,3) via[l][3] = —1 [1,3] & P(3,4) & P(4,2)
[1,3,4] © P(4,2)
P(4,2) vial4][2] = -1 [1,3,4] ¢ [4,2]
[1,3,4,2]
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Construcao de um Caminho (implementacao)

via 0] 1 2 3 4
0| -1 | 4 4 4 | -1
1 | -1 | -1 4 | -1 3
> | 4 4 | -1 -1 3
3 | 4 4 4 | -1 | -1
a | 1 | =1 -1 2 | =1
P(1,2) via[l][2] = 4 P(1,4) o P((4,2)
P(1,4) via[1][4] = 3 P(1,3) @ P(3,4) @& P(4,2)
P(1,3) via[l][3] = —1 [1] ® P(3,4) & P(4,2)
P(3,4) via[3][4] = —1 [1] P [3] o P((4,2)
[1, 3] ¢ P(4,2)
P(4,2) via[4][2] = -1 [1,3] o [4]
[1,3,4]
NO FINAL [1,3,4,2]
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Construcao de um Caminho

// Assume-se que o método floydWarshall ja foi executado, tendo
// retornado as matrizes length e via, e que existe caminho da
// origem para o destino (i.e., length[origin][destination] < +o00).

List<Node> getPath( Node[][] via, Node origin, Node destination )

{
List<Node> path;

iIf ( origin == destination )

path = new DoublyLinkedList<Node>();
else

path = pathIncompl(via, origin, destination);
path.addLast(destination);

return path;

}
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DLL<Node> pathIncompl( Nodel[][] via, Node origin, Node destination )

{
DLL<Node> path;

Node intermediate = via[origin][destination];

If ( intermediate == —1 )

{
path = new DLL<Node>();

path.addLast(origin);
}

else

{

path = pathIncompl(via, origin, intermediate);

path.append( pathIncompl(via, intermediate, destination) );
}

return path;
} DLL abrevia DoublyLinkedList
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Complexidades de getPath

Temporal

Numero de chamadas a pathIncompl:

e UMa por cada vértice intermédio

e UMa por cada arco do caminho
Complexidade de cada chamada a pathIncompl:

Total:
Espacial

Numero de vértces do caminho:
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O(IV1])
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