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Capitulo 1

Testes e Exames de ALGA 2009/10

1.1 PRIMEIRO TESTE DE ALGA 2009/10

Dro,

%,

I 3
Nt

Algebra Linear e Geometria Analitica E
Departamento de Matematica FCT-UNL
1° TESTE — 28 de Novembro de 2009
TESTE A

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Nome:
Niumero de caderno:’ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Respostas

A|IB|C|D

IRl Rl B o R

1 - Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que

considerar adequada.
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2 - Caso assinale uma opcao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X
a sua nova opgao.

3 - Para cada um dos grupos de escolha multipla, a cotagao atribuida é a seguinte:

* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
* Se responder correctamente: +1,25 valores;
* Se responder erradamente: —0,41 valores.

4 - A classificagao da parte de escolha maultipla (Grupos 1 a 8) é dada por

max {0, cli} + max {0, cli},
onde cly designa a soma das classificagcoes obtidas nos grupos de 1 a 4 e clyy

designa a soma das classificagoes obtidas nos grupos de 5 a 8.

120 4
. 241 2 .
1. A matriz 121 -2 tem caracteristica
362 0

[A] 1.
B| 2.
C] 3.
D] 4.

2. Para cada o € R e cada 3 € R, considere o sistema de equacoes lineares de coeficientes
reais nas incognitas x,y, z, sobre R,

r—y+z=0
(a+Dzx+y+(a+1)z2=3
(a+1)z=p.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Se a = —1 e =0 entao o sistema é possivel e indeterminado.
E Se o # —1 entéo o sistema é possivel e determinado.
Se a = —1 e (8 # 0 entdo o sistema é impossivel.

@ Se o =0 e 8 =0 entdo o sistema é possivel e determinado.

3. Sejam A, B e C matrizes tais que é possivel efectuar os produtos AC e ABC. Se A é
matriz com 4 colunas e AC é matriz do tipo 2 X 4, entao a matriz B é do tipo

[A] 4x4.
B| 4x2.
C]2x2.
@2><4.

Continua na préxima folha
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4. Considere as matrizes

a=133] B=10d] e= |58 =0l

Quais sao as matrizes elementares e quais é que nao sao?

A, B, C e D nao sao matrizes elementares.
E A, B e D sao matrizes elementares e C nao é matriz elementar.
B é matriz elementar e A, C e D nao sdo matrizes elementares.

@ B, C e D s@o matrizes elementares e A nao é matriz elementar.

5. Considere os subconjuntos de R3

{(0,0,0), (1,0,0)}
{(a,a+b,2a —b) : a, b€ R}
{EOOO)}

=
=
15 =
Ty={(z,y,2) ER3: z+y—1=2}.

Quais os subconjuntos que sio subespacos de R? e quais é que nio o sio?

Ty, T, T3, Ty sdo subespacos de R3.

Ty, T, T3 sao subespacos de R3 e Ty néo é subespaco de R3.
Ty, T3 sao subespacos de R3 e T1, Ty ndo sdo subespacos de R3.
@ Ty é subespaco de R? e Ty, Ty, Ty nio sao subespacos de R3.

6. Considere o subespaco de R3,
W =< (1,0,1), (1,2,3) >
e os vectores de R3, v = (1,2,3) e v = (0,1,1). Apenas uma das seguintes afirmacoes

¢ VERDADEIRA. Indique qual é.

Os vectores u e v pertencem a W.
O vector u pertence a W mas o vector v nao pertence a W.
O vector v pertence a W mas o vector u nao pertence a W.

@ Os vectores u e v nao pertencem a W.

7. Sejam A e B matrizes de ordem 3, invertiveis.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

[A] det((2 —3)A) = 2det(A) — 3det(A).
|B] det(44) = 4det(A).
[C] det(A1) = (det(A))~ 1.

(AB) det(BA).

Continua no verso desta folha
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8. A matriz adjunta da matriz A = B i] é a matriz:
[ 4 -2

-3 1]

(42

31

[4 3

21

[ 4 -3
-2 1]

sl o] = [#]

Continua na proxima folha
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Algebra Linear e Geometria Analitica E
Departamento de Matematica FCT-UNL
1° TESTE — 28 de Novembro de 2009

Sé serdo consideradas certas as respostas devidamente justificadas. Mude de folha sempre que mudar de grupo.

10 -1
9. Considere a seguinte matriz A= |01 4
10 0

(a) Mostre que a matriz A é invertivel.
(b) Determine a matriz inversa da A.

(c) Usando a alinea anterior, determine a solugdo do sistema

r—z=1
y+4z=0
z=1.
110
Atencdo: Se nio resolveu a alinea anterior, considere que A~!' = | =515
-202
10 -1 10 -1
(d) Se A= |01 4,54y |11 3| = B, determine uma matriz elementar Fy
10 0 10 0
tal que

A= FEB.
Mude de Folha

10. Sejam W um subespaco de R™ e uy, us, ug vectores de W tais que:

i) o conjunto {u1, w2, usz} é linearmente dependente;

ii) o conjunto {u; — ug, ug} é linearmente independente.

Mostre que:
[2.0] (a) O conjunto {uy, us} é linearmente independente.
[2.0] (b) us é combinagao linear de uj e us.

Fim
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Algebra Linear e Geometria Analitica E
Departamento de Matematica FCT-UNL
1° TESTE — 28 de Novembro de 2009
Uma resolucdo

. B

A

(a) Sabemos que a matriz A é invertivel se, e s6 se, |A| # 0.

Ora usando o Teorema de Laplace, através da terceira linha,
|A] = 1(—1)*+! det {(1) _H —14£0.

Portanto, A é invertivel.

10-1
(b) Calculemos a inversade A= [0 1 4
100
10-1(100 10—1100m 100{0 01
01 4010 &=E=m |01 4]0 10| , 4 |010/4 1-4],
10 0001 00 1|-101 001|—-10 1
pelo que a inversa da matriz dada é
001
4 14
—-10 1

(c) Sabemos que, se um sistema, na forma matricial, A; X = Bj verifica a condi¢ao
de a matriz simples do sistema ser quadrada e det Ay # 0, entdo a solucdo do
sistema é

X =A'By.
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10.

Neste caso a matriz simples do sistema é a matriz A (quadrada). Pela alinea (a),
sabemos que é invertivel e por (b), qual é a sua inversa. Entao, a solu¢ao do

sistema é
001

1 1
X=A"'"B=|41-4||0]|=]0
—10 1 1 0
Ouseja,z=1, y=0, z=0.
Pela tedrica sabemos que, se a matriz B é obtida da matriz A, através da trans-
formacao elementar ¢5 — ({5 + ¢1), entao

EA = B,

em que E é a matriz elementar que resulta da matriz I3, efectuando a trans-
formagao elementar fo — (¢2 4+ £1). Ou seja,

100
E=1]110
001

A matriz E, que é elementar, é invertivel e de EA = B vem que, E~}(EA) =
E~'B. Donde, usando a propriedade associativa do produto de matrizes, vem
que (E7'E)A = E71B. Entdo, I,A = E~'B, ou seja,

A=E'B.
Como
1 00
El=|-110],
001

que é uma matriz elementar, determindmos uma matriz elementar F; = E~! tal

que A = F©1B.

Vejamos por definigdo que {uj, us} é linearmente independente.

Sejam a1, a9 € R tais que,
oaquy + agug = Opn.

Entao também,
a1U] — o + aqug + asus = Orn.

Usando a propriedade distributiva temos,
ar(ur — ug) + (a1 + a)ug = Ogn.
Mas, por hipétese, {u; — ug, us} é linearmente independente, donde
a; =0, a; +az=0.

Consequentemente,
a1 = 0, g = 0,

e {u1, ug} é linearmente independente.
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(b) Por hipétese, {u1, ug, us} é linearmente dependente, ou seja, existem escalares
081, B2, B3, ndo todos nulos, tais que

Brui + Bouz + B3ug = Ogn.
Se B3 = 0, entdo teriamos

Brur + Bouz = Opn,

com (31 ou (3 diferente de zero. Mas isto significava que {uy, us} era linearmente
dependente, o que contrariava a alinea (a). Entao, 33 # 0.

Da igualdade (iu1 + Bous + B3ug = Ogn, temos que

Bauz = —Bruy — Baus.
Donde,
uz = *ﬁul - @Uz
B3 Bz

ou seja, uz € combinacao linear de ui, us.



Nome:

1.2. SEGUNDO TESTE DE ALGA 2009/10

1.2 SEGUNDO TESTE DE ALGA 2009/10

“"Dc,ha%
Algebra Linear e Geometria Analitica E
Departamento de Matematica FCT-UNL
2° TESTE — 16 de Janeiro de 2010

TESTE A

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Niumero de caderno:’ \ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Respostas
A|B|C|D

XIS OB )=

Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opcao que
considerar adequada.

Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X
a sua nova opgao.

Para cada um dos grupos de escolha miiltipla, a cotagao atribuida é a seguinte:

* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
* Se responder correctamente: +1,25 valores;
* Se responder erradamente: —0,41 valores.

A classificagao da parte de escolha maultipla (Grupos 1 a 8) é dada por

max {0, cl},
onde cl designa a soma das classificagoes obtidas nos grupos de 1 a 8.

Continua no verso desta folha
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. Considere a aplicacdo linear f : R?> — R? cuja matriz canénica é M r = [3 _1}

2 1
Entao, f(0,1) é igual a:

. Seja f : R? — R3 uma aplicacdo linear, tal que, f(z,y) = (22 + v, 3y, 6y). Entdo:

A| f nao é injectiva, mas é sobrejectiva.

f nao é injectiva nem é sobrejectiva.
f é injectiva e é sobrejectiva.

@ f é injectiva, mas nao é sobrejectiva.

. Seja B = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} uma base de R3. O terno de coordenadas do

vector
u = 3(0, 0, 1) + 4(1, 1, 1) — 5(0, 1, 1)

na base B é:

(4,-5,3).
(3,-5,4).
(3,4,-5).
D] (4,3,-5).

. Seja f : R* — RS uma aplicacio linear, tal que, dim(Nuc f) = 1. Entao, dim(Im f)

é:

[A] 5.

3.

(C] 4.
D] 6.

ENIENE

Continua na préxima folha
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6. Sejam By = {(1,0),(0,1)} e Bo = {(0,1),(1,0)} duas bases de R?.
Considere a aplicacdo linear f: R? — R2, tal que,

M(f;B1,B1) = {(1) 3]

Entao, a matriz

M(f; B2, By)
6 igual a:
13
kil
i
D] [33]

7. Qual dos seguintes conjuntos é uma base de R?, que contem o vector (1,1,0)?

{(1,1,0), (1,0,0), (0,1,0)}
{(1,1,0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}
{(1,1,0), (0,0,1)}

[D] {(1,1,0), (0,1,0), (0,0,1)}.

8. Considere o subespago de Ra|z],
W=<a2?+1, 22422+ 3 >,
e os vectores de Ry[z],
u=x>+2x+3 e v=ux+1.

Apenas uma das seguintes afirmacées ¢ VERDADEIRA. Indique qual é.

Os vectores u e v pertencem a W.
O vector u pertence a W mas o vector v nao pertence a W.
O vector v pertence a W mas o vector u nao pertence a W.

@ Os vectores u e v nao pertencem a W.

Continua no verso desta folha
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asig
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Algebra Linear e Geometria Analitica E
Departamento de Matemdtica FCT-UNL
2° TESTE — 16 de Janeiro de 2010

Sé serdo consideradas certas as respostas devidamente justificadas. Mude de folha sempre que mudar de grupo.

[Cotacio]
103
9. Considere a matriz A= (000 |.
103
[1.0] (a) Justifique que o polinémio caracteristico de A é \2(\ — 4).
[2.5] (b) Determine uma base do subespaco préprio de A, associado ao valor préprio zero.
(c) Sabendo que {(1,0,1)} é uma base do subespago préprio de A, associado ao valor
préprio 4,
[1.0] i. mostre que A é diagonalizdvel.
[1.5] ii. determine uma matriz P~ de ordem 3, invertivel, tal que
000
PAP ' =]040].
000
Mude de Folha
10. Sejam f : R — R™ uma aplicacao linear e 3 € R*. Considere a aplicacao g : R" —
R"”, tal que,
9(z) = f(z) — P,
para todo o x € R™. Mostre que:

[2.0] (a) A aplicacao g é linear.
[2.0] (b) Nuc gN Nuc f = {0gn}.

Fim



©

SEGUNDO TESTE DE ALGA 2009/10 13

g
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R

Algebra Linear e Geometria Analitica E
Departamento de Matematica FCT-UNL
2° TESTE - 16 de Janeiro de 2010
Uma resolucdo

w = O Q

(a) O polinémio caracteristico da matriz A é, por definicao, pa(\) = det(A 3 — A) =
100 103 A-10 -3 N
—det (A O010]—[000|]=det| o0oXx 0 :/\det[ _1/\_3}:
001 103 -10XA-3
=AMA=1)(A=3) =3) = AX(A2 —4)) = X\2(\ — 4).

Donde, o polinémio caracteristico de A é A2(\ — 4).

(b) Vamos calcular o subespago préprio associado ao valor préprio 0, My, ou seja, o
subespago solucao do sistema homogéneo

(mg_A)M - M
z 0

Como
—-10 -3 10 3 103
—A: 00 0 {1 — —41 00 0 Zgﬂ(53+f1) 000 {.
—-10 -3 —-10 -3 000
Entao, x = —3z, donde

My = {(z,y,2) € R®: x=—-32} = {(=32,9,2) : y,2 € R} =< (=3,0,1),(0,1,0)) > .

-30 -30
10 00

-30

r [ 0 1] = 2, entao {(—3,0,1),(0,1,0)} é linearmente independente. Donde,
10

{(-3,0,1),(0,1,0)} é uma base de M.

Porque
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1.

(¢) i

ii.
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Sabemos que uma matriz quadrada é diagonalizavel se, e s6 se, a soma das
multiplicidades geométricas dos diferentes valores préprios da matriz for igual
a sua ordem.

Por definigao, mg(0) = dim My e pela tedrica sabemos que 1 < mg(4) <
ma(4). Atendendo a alinea b), dim My = 2 e atendendo & alinea a), ma(4) =
1. Consequentemente,

mg(1l) + mg(2) =2+ 1 =3 = ordem de A.

Entao, podemos afirmar que A é diagonalizavel.
A matriz P~! tem nas suas colunas os vectores de uma base de cada um
dos subespacos préprios associados aos seus valores proprios. Mais, como

000
PAP™! = {040],

000

queremos que

na primeira coluna de P! serd um vector da base de M, na segunda coluna
de P~!, um vector da base de My e na terceira coluna de P~ um vector da
base de My. Assim, pela alinea b) e por hipétese,

310
Pl=1| o001].
110

(a) Por defini¢do, g é uma aplicacdo linear se:

i.

ii.

9(z +y) = g(z) + g(y), para quaisquer z,y € R".
g(ax) = ag(z), para quaisquer o € R e x € R™.

Vejamos se estas duas condigoes se verificam.

i.

ii.

Por hipétese,
g@+y)=fle+y)—B@+y).

Atendendo a que f é uma aplicagio linear e as propriedades distributiva e

comutativa, temos que

fle+y) =B +y) = f(x) - Bz + f(y) — By.

Mas por definicao,

f(x) = Bz + f(y) — By = g(x) + g(y)-
Portanto,
9@ +y) =g(x) +9(y).
Por hipétese,
glaz) = f(ax) — flax).
Atendendo a que f é uma aplicacao linear e as propriedades associativa,
comutativa e distributiva, temos que

flax) = Blax) = a(f(z) — fr).
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Mas por definicgao,
a(f(z) — Bz) = ag(x).
Portanto,
glax) = ag(z).
Ou seja, g é aplicagao linear.

Se z € (Nuc f N Nuc g), entao, por defini¢ao,
f(x) = Ogn e g(z) = On.
Como, g(z) = f(z) — Bz, temos que,
f(z) = Ogn e f(z) — Bx = Ogn.

Ou seja,

Donde,

Por hipétese, 5 # 0, pelo que
BBz = 37 0rn = On.

Consequentemente,
Tr = ORn.

Portanto,
(Nuc f N Nuc g) C {Ogn}.

Por outro lado, sabemos que sendo f e g aplicagoes lineares,
f(Ogn) = Ogn e 9(Ogn) = Opn.

Portanto,
{Orn} C (Nuc f N Nuc g).

Entao,
(Nuc f N Nuc g) = {Ogn}.
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1.3 EXAME DE EPOCA NORMAL DE ALGA 2009/10

@
%,% / )3

e

Algebra Linear e Geometria Analitica E
Departamento de Matemdtica FCT-UNL
Exame de Epoca Normal — 29 de Janeiro de 2010
EXAME A

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Numero de caderno:’ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Respostas

A/ B|C|D

O N oY W)=

Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que
considerar adequada.

Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X
a sua nova opgao.

Para cada um dos grupos de escolha multipla, a cotagao atribuida é a seguinte:

* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
* Se responder correctamente: +1 valores;
* Se responder erradamente: —0, 33 valores.

A classificagao da parte de escolha multipla (Grupos 1 a 8) é dada por

max {0, cl},
onde cl designa a soma das classificagoes obtidas nos grupos de 1 a 8.

Continua na préxima folha
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1111

1. A matriz ? i) % ; tem caracteristica

3333

[A] 1.
[B] 2.
(C] 3.
D] 4.

2. Para cada o € R e cada § € R, considere o sistema de equacgoes lineares de coeficientes
reais nas incognitas x,y, z, sobre R,

(a+2)z+P0y+22z=1
y+2z=1
(B—-1)z=0.

Apenas uma das seguintes afirmacoes ¢ FALSA. Indique qual é.

Se a = —2 e =1 entao o sistema ¢é possivel e indeterminado.
Se o # —2 e f =1 entdo o sistema é possivel e determinado.
Se « = —2 e  # 1 entdo o sistema é impossivel.

@ Se a # —2 e  # 1 entao o sistema é possivel e determinado.

. [10 C[1-1
3. SeJamA—{34]eB—[2 0}

O elemento da posigao (2,1) da matriz AB é:

1.

B| -3.
11.
D] —1.

4. Seja A uma matriz de ordem 2 tal que |A| = 4. Apenas uma das seguintes afirmagoes
é FALSA. Indique qual é.

|- Al = -4
|AT| = 4.
|A2] = 16.
D] |A7 =}

Continua no verso desta folha
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. Considere a aplicacdo linear f : R?> — R? cuja matriz canénica é M ;= [g ﬂ . Entao,

f(z,y), com z,y € R, é igual a:

(22 + 3y, 4y).
(5, 4y).
(2z, 3z + 4y).
@ (2z, Ty).
. Qual dos seguintes conjuntos é uma base de R3?
{(1,0,0), (1,1,1), (=5,-2,-2)}.
{(1,0,1), (1,2,1)}.
{(0,1,0), (1,0,1), (0,0,0)}.
[D] {(1,0,0), (1,1,0), (1,1,1)}.

. Seja f : R* — R3 uma aplicacdo linear tal que dim(Im f) = 3. Entdo, dim (Nuc f)
é:

3.
2.
C| 1.

D] 0.

. Considere a aplicagao linear f : Ro[z] — Ry[x] tal que

ENE

flaz?® +bx +¢) = (a+b—c)x+3b
para todo o ax? + bz + ¢ € Ro[z]. Entdo, f(22 — 1) é igual a:
x — 3.
B] 2z — 3.

2z.
D] -3.

Continua na proxima folha



1.3. EXAME DE EPOCA NORMAL DE ALGA 2009/10 19

.
Nt

Algebra Linear e Geometria Analitica E
Departamento de Matematica FCT-UNL
Exame de Epoca Normal — 29 de Janeiro de 2010

Sé serdo consideradas certas as respostas devidamente justificadas. Mude de folha sempre que mudar de grupo.

9. Considere a matriz

102
A=1021].
010
[1.0] (a) Justifique que a matriz A é invertivel.
[1.0] (b) Determine a matriz inversa da matriz A.
102 142
[1.0] (c) Se A= |021 |50 4455 |021| = B, determine uma matriz elementar E tal
010 010
que

FEA=B.

10. Sejam B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} uma base de R3 e B’ = {(1,1),(1,0)} uma base
de R?. Considere a aplicacdo linear f : R? — R? tal que

f(m7y7z) = (Sx +y7’z)7

com x,y,z € R

[1.5] (a) Verifique se a aplicagao f é injectiva e se é sobrejectiva.
[1.5] (b) Determine a matriz M (f;B,B’).
11. Considere a matriz
220
A=1220].
000
[1.0] (a) Justifique que o polinémio caracteristico da matriz A é
M\ —4).
[1.5] (b) Determine uma base do subespago préprio, de A, associado ao valor préprio 0.
[1.0] (¢) Verifique se A é diagonalizavel.

Continua no verso desta folha
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12. Sejam A e B matrizes de ordem n tais que:

i) A% =0, (0, designa a matriz nula de ordem n);
ii) B é invertivel;
iii) B~1AB = A.
[1.5] (a) Mostre que a matriz A nao é invertivel.

[1.0] (b) Mostre que (AB)2A = 0,,.

Fim
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Algebra Linear e Geometria Analitica E
Departamento de Matemdtica FCT-UNL
Exame de Epoca Normal — 29 de Janeiro de 2010
Uma resolucao

o
Q a -O » » O W Q

9. (a) Sabemos que a matriz A é invertivel se, e s6 se, |A| # 0.

Ora usando o Teorema de Laplace, através da primeira coluna,

|A| = 1(—1)%det L 0} =—-1#0.

Portanto, A é invertivel.

102
(b) Calculemos a inversade A= [ 021
010
102(100 102/100
0211010 203 |010]00 1| ¢5— (¢5—200)
010001 021010
10210 0 1001 -2 4
~lo10l00 1 |a=@m=25|010/0 0 1 |,
00101 -2 0010 1 -2

pelo que a inversa da matriz dada é
1-2 4
00 1
01 =2

(c) Pela tedrica sabemos que, se a matriz B é obtida da matriz A, através da trans-
formagao elementar ¢ — (¢1 + 4/¢3), entao

EA=B,
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em que F é a matriz elementar que resulta da matriz I3, efectuando a trans-
formacao elementar ¢; — (¢1 + 4¢3). Ou seja,

104
E=1]010
001

Sabemos que a aplicacdo linear f : R — R? é injectiva se a caracteristica da sua
matriz candnica for 3, e é sobrejectiva se a caracteristica da sua matriz canénica
for 2.

Porque

f(1,0,0) = (3,0)

f£(0,1,0) = (1,0)

f(0,0,1) = (0,1),

entdo, a matriz candnica de f (matriz que tem nas suas colunas as coordenadas

das imagens dos vectores da base canénica de R?, através de f) é

_[310
Mf_{om}

Mas esta matriz tem caracteristica 2, logo f nao é injectiva mas é sobrejectiva.
Porque a matriz M(f;B,B’) tem nas suas colunas, as coordenadas, na base B,
das imagens por f dos vectores da base B, e porque

f(1,1,1) =(4,1) = 1(1,1) + 3(1,0)

f(1,1,0) = (4,0) = 0(1,1) + 4(1,0)

f£(1,0,0) = (3,0) =0(1,1) + 3(1,0),

entao,

343

u(rB8) =[5 14]

O polinémio caracteristico da matriz A é, por definigao, pa(A) = det(A3 — A) =
100 220 A—2 =20

=det | A[010]|—([220 = det —2X=-20]| =
001 000 0 0

A—2 =2
—2X-2

Vamos calcular o subespaco proprio associado ao valor proprio 0, My, ou seja, o

:)\det{ } =AM(A=2)2-4) =2\ —4).

subespago solucao do sistema homogéneo

x 0
sl -}

-2 -20 -2 =20 110
2 -20|te—>(2—t)] 0 00[b&——-26,[{000].

0 00 0 00 000

Como

0l3 — A=
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12.

Entao, x = —y, donde

My ={(z,y,z2) € R3: z = -yt ={(-y,y,2): y,z € R} =< (-1,1,0),(0,0,1) > .

Porque
—-10 -10 -10
10 f2—>(f2+f1) 00 lo «— U3 01 y
01 01 00
—-10
r [ 1 O] = 2, entao {(—1,1,0),(0,0,1)} é linearmente independente. Donde,
01

{(-1,1,0),(0,0,1)} é uma base de M.

Sabemos que uma matriz quadrada é diagonalizavel se, e s6 se, a soma das mul-
tiplicidades geométricas dos diferentes valores proprios da matriz for igual a sua
ordem.
Por (a), os valores préprios de A sao zero e 4.
Por definigdo, mg(0) = dim My e pela tedrica sabemos que 1 < mg(4) < ma(4).
Atendendo & alinea b), dim My = 2 e atendendo a alinea a), ma(4) = 1. Conse-
quentemente,

mg(0) +mg(4) =2+ 1 =3 = ordem de A.

Entéo, podemos afirmar que A é diagonalizdvel.

Por hipétese, A% = 0,,, entdao det(A3) = det(0,) = 0.
Sabemos que o determinante de um produto de matrizes quadradas é o produto
dos determinantes de cada uma das matrizes, pelo que

det(A3) = det(A)>.

Assim,
det(A)® = 0.

Como o determinante é um nimero, temos que
det(A) = 0.,

ou seja, a matriz A ndo é invertivel.

Por hipétese,

B™'AB = A,
pelo que multiplicando ambos os membros desta igualdade, & esquerda, por B,
temos que
AB = BA.
Como,

(AB)?A = (AB)(AB)A,

se usarmos a hipdtese (AB = BA), temos que

(AB)(AB)A = (BA)(BA)A.
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Usando a propriedade associativa temos que
(BA)(BA)A = B(AB)AA.
Outra vez, usando a hipdtese,
B(AB)AA = B(BA)AA,

donde
(AB)?A = B2A3.

Mas, A3 = 0,,, entdo,
(AB)*A =0,.



1.4. EXAME DE RECURSO DE ALGA 2009/10 25

1.4 EXAME DE RECURSO DE ALGA 2009/10

Nome:

%%M‘\»g
Algebra Linear e Geometria Analitica E
Departamento de Matematica FCT-UNL
Exame de Recurso — 12 de Fevereiro de 2010

EXAME A

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Niumero de caderno:’ \ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Respostas
A B|C|D
1.
2.
3.
4.
5.
6.
7.
8.
1 - Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que
considerar adequada.
2 - Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X
a sua nova opgao.
3 - Para cada um dos grupos de escolha multipla, a cotagao atribuida é a seguinte:
* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
* Se responder correctamente: +1 valores;
* Se responder erradamente: —0, 33 valores.
4 - A classificagao da parte de escolha multipla (Grupos 1 a 8) é dada por

max {0, cl},
onde cl designa a soma das classificagoes obtidas nos grupos de 1 a 8.

Continua no verso desta folha
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1. Considere as matrizes
101 ~[ooo _Jo1o0
A‘{ou}’ B_{om}’ C_[002]'

Quais sao as matrizes que estao em forma de escada reduzida e quais é que nao estao?

A, B e C nao estao em forma de escada reduzida.

E A e C estao em forma de escada reduzida e B nao estd em forma de escada
reduzida.

A estd em forma de escada reduzida e B e C nédo estdo em forma de escada
reduzida.

@ A, B e C estao em forma de escada reduzida.

. 10 (11
2. SeJamA—{glJeB—{Q 0}.

O elemento da posicio (2,1) da matriz (AB)T é:

1.

B| -3.
11.
D] 1.

3. Considere os subconjuntos de R?

le{(070)7 (111)}
Ty ={(z,y) eR?: 2+ 2y —3 =0}
T3 = {(z,y) € R?: = =0}.

Quais os subconjuntos que sao subespacos de R? e quais é que néo o sao?
T1,T», T3 sao subespacos de R2.

Ty, T, sdo subespacos de R? e T3 nio é subespaco de R2.

Ty, T3 sao subespacos de R? e T} nao é subespaco de R2.

@ Ty é subespaco de R? e T}, T nao sao subespacos de R2.

Continua na préxima folha
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4. Considere os subespacos de R?,
W =<(1,2,3), (0,1,1) > e U=<(1,1,2), (1,0,1) >

e o vector de R3, u = (1,3,4). Apenas uma das seguintes afirmacoes ¢ VER-
DADEIRA. Indique qual é.

O vector u pertence a W e a U.

O vector u pertence a W mas u nao pertence a U.
O vector u pertence a U mas u nao pertence a W.
@ O vector u nao pertence a W nem a U.

5. A matriz inversa da matriz {(1) _ﬂ é a matriz

o)
Bl
3)
) [14]

6. Sejam B = {(1,1),(0,1)} e B’ = {(0,1),(1,0)} duas bases de R?. Entdo a matriz

M(idR2; B, B/)

é igual a:
(11
o)
(10
_1 1]'

[0 1
_1—1}
(01
ol (7]

Continua no verso desta folha
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7. Sejam B = {(1,1),(1,0)} uma base de R? e f : R? — R? a aplicacdo linear tal que
. |25
Entao f(3,1) ¢ igual a:
11,1).

Al (
(12,2).
(
(

Cl (12,11).

14,12).

EllEIE

8. Considere a aplicacao linear f : Ro[z] — Rs[z] tal que
flz+2)=2%+2, f(2?+ 3z 4+ 1) = 23 + 22, f@+z—-1)=z-2.
Entao, f(x) é igual a:

3 — .
B o2
223 + 22
@l 22+ 1.

Continua na préxima folha
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Algebra Linear e Geometria Analitica E
Departamento de Matematica FCT-UNL
Exame de Recurso — 12 de Fevereiro de 2010

Sé serdo consideradas certas as respostas devidamente justificadas. Mude de folha sempre que mudar de grupo.

9. Considere o subespaco de R3,
W= {(z,y,2) €R® 2 =22 2=4y}
e os vectores de R3,

U1 = (17070)7 V2 = (37274>> U3 = (07 172)

[1.0] (a) Mostre que os vectores vy, vy, v3 sao linearmente dependentes.
[1.0] (b) Determine um conjunto de vectores, geradores de W.
002
10. Considere a matriz A= | 000 |.
230
[1.0] (a) Justifique que o polinémio caracteristico de A é A(A — 2)(\ + 2).
[1.0] (b) Mostre que o vector (1,0,1) é um vector préprio de A.
[1.0] (c) Verifique se A é diagonalizavel.

11. Sejam B = {(1,—1),(1,1)} uma base de R? e B’ = {(0,2,1),(0,1,0),(1,0,0)} uma
base de R3. Considere as aplicacoes lineares g : R? — R3 e f : R? — R3 tais que

g(:ﬁ,y) = (:L‘+y,ac—y,x),

comz,y € Re

101
My=|001].
011
[1.5] (a) Determine M.
[1.5] (b) A aplicagao f ¢ injectiva? Em caso afirmativo, determine My-1.
[1.5] (c¢) Determine a matriz M (g; B, B’).

Continua no verso desta folha
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[1.5] 12. (a) Mostre que nio existe nenhuma aplicacdo linear e sobrejectiva f : R3 — R,

[1.0] (b) E possivel uma aplicacdo linear f : R — R? ser injectiva? Em caso afirmativo,
determine uma aplicacao nessas condicoes.

Fim
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Algebra Linear e Geometria Analitica E
Departamento de Matemdtica FCT-UNL
Exame de Recurso — 12 de Fevereiro de 2010

Uma resolugdo

o
- O » W > O O Q

9. (a) Vejamos se os vectores sao linearmente dependentes ou independentes através da
caracteristica da matriz cujas colunas sao os vectores.
130
Ora essa matriz é | 0 2 1 | . Vejamos a sua caracteristica.
042

130 130

021 b2 1021

042 000
Como a caracteristica desta matriz é 2, inferior ao niimero de vectores, entao os
vectores sao linearmente dependentes.

(b) Por hipdtese,

W= {(z,y,2) ER®: £ =2z, 2 =4y} =

Como

entao

v=((e1)

Portanto, {(2, %, 1)} é um conjunto de geradores de W.
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11.

(a)
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O polinémio caracteristico da matriz A é, por defini¢ao, p4(A) = det(Al3 — A) =
100 002 A0 =2

=det [ A[010]| —=]000 = det 0OX O =
001 230 -23 A

A =2
-2 A

:Adet{ }:)\(A2—4):)\(>\—2)(>\+2).

il HHEH]

entao, (1,0,1) é vector préoprio da matriz A, associado ao valor préprio 2.

Porque

2
0
2

Sabemos que uma matriz quadrada é diagonalizavel se, e sé se, a soma das mul-
tiplicidades geométricas dos diferentes valores proprios da matriz for igual a sua
ordem.

Pela alinea a), sabemos que os valores préprios de A sao 0, 2 e —2, sendo ma(0) =
ma(2) = ma(—2) = 1.

Pela tedrica sabemos que 1 < mg(0) < ma(0), 1 < mg(—=2) < ma(—=2) e 1 <
mg(2) < ma(2). Atendendo ao que foi dito anteriormente, mg(0) = mg(2) =
mg(—2) = 1. Consequentemente,

mg(0) +mg(2) + mg(—2) =141+ 1= 3 = ordem de A.
Entao, podemos afirmar que A é diagonalizdvel.

Sabemos que M., = My.M,. Por hipdtese temos M. Como,

9(1,0) = (1,1,1)

g(oa ]-) = (]-a _]-a 0)7

entdo, a matriz candnica de g (matriz que tem nas suas colunas as coordenadas
das imagens dos vectores da base canénica de R?, através de g) é

Assim,
101 1
Mfog:Mf.Mg: 001 1
1

Calculemos a caracteristica da matriz M.

101 101
My={001| 6ot |011
011 001

Entdo, 7(My) = 3. Como f é uma aplicacdo linear de R® em R3, entdo f é
injectiva.

Determinar M -1 ¢ calcular a inversa de Mj.
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Porque,
101/100 1o01j1007 |
001[010| z—¢s [011[001 2:%:2;
011[001 001[010 ‘
., J1o00[1-10
Z1 - (€1 — Eg) _
o _g)|otojo 11y,
001[0 1 0
entao
1-10
Mf—l =]10-11
010

33

(¢) Porque a matriz M(g; B,B’) tem nas suas colunas, as coordenadas, na base B,

das imagens por g dos vectores da base B, e porque
9(17 _1) = (07 27 1) = 1(07 2> 1) + 0(07 1a 0) + O(L 07 0)
g(l’ 1) = (27 07 1) = 1(07 2a 1) + (_2)(()’ 1a 0) + 2(1’070)

entao,

M(g;B,B") =

NN =

1
0 —
0

12. (a) Suponhamos que existe uma aplicacio linear f : R® — R* que é sobrejectiva.

Pelo Teorema das dimensoes sabemos que
dim(Nue f) +dim(Im f) = 3.
Se f é sobrejectiva, entdo dim(Im f) = 4. Donde,
dim(Nuc f)+4 =3,

ou seja,
dim(Nuc f) = —1,

o que é impossivel por defini¢do de dimensao de um subespago (ntimero de vec-

tores de uma sua base).

(b) Consideremos a aplicacdo f : R? — R* tal que

f(:'l"?y? Z) = (x’ y? Z? O)’

para todo o z,y, z € R.

Porque o sistema de equagoes formado pelas equagdes = 0, y = 0e z =0 ¢

um sistema de equagoes lineares homogéneo, f é uma aplicacao linear. Por outro

lado,

:{(m,y,z)ER3: x=0,y=0, =0} ={(0,0,0)},

entdao f é aplicagao linear.
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1.5 EXAME DE EPOCA ESPECIAL DE ALGA 2009/10

@
%,% / )3

e

Algebra Linear e Geometria Analitica E
Departamento de Matemdtica FCT-UNL
Exame de Epoca Especial — 6 de Setembro de 2010
EXAME A

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Numero de caderno:’ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Respostas

A/ B|C|D

O N oY W)=

Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que
considerar adequada.

Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X
a sua nova opgao.

Para cada um dos grupos de escolha multipla, a cotagao atribuida é a seguinte:

* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
* Se responder correctamente: +1 valores;
* Se responder erradamente: —0, 33 valores.

A classificagao da parte de escolha multipla (Grupos 1 a 8) é dada por

max {0, cl},
onde cl designa a soma das classificagoes obtidas nos grupos de 1 a 8.

Continua na préxima folha
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1. Qual dos seguintes conjuntos é o conjunto-solucao do sistema
T =2z
z =3y,

{(22,4,3y) - y, z € R}.
(z,2,%): x, z€R}.
(

(

6y,y,3y) : y € R}

2. Sejam A e B matrizes tais que é possivel efectuar o produto AB. Se A é matriz do
tipo 4 x 2 e AB é matriz do tipo 4 X 2, entao a matriz B é do tipo

3. Considere o subespaco de R3,
W =<(1,0,1), (0,1,1) >

Qual dos seguintes vectores pertence a W7

[A] (-
[B] (1,1,0).
ﬁ|(101
D] (0,-1

4. Seja A uma matriz de ordem 3, tal que |A| = 2. Apenas uma das seguintes afirmagoes
é FALSA. Indique qual é.

|- Al =—|Al.
|AT| = |A].
|42 = |24].

1,1,0).

Continua no verso desta folha
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5. A matriz inversa da matriz [(1) (1)} é a matriz
[0 -1
Im_—lO}
(01
o)
(10
B
(-1 0
o] |5 Y]

6. Para cada «, 3,7 € R considere o subconjunto de R?,

T ={(1,1,0),(1,2,), (1,2, 8+ 7)}.

Apenas uma das seguintes afirmacoes ¢ FALSA. Indique qual é.

Sea=1,08=2,~=3entdao, T é linearmente independente.
Sea=3,6=1,~=2entao, T é linearmente independente.
Sea=2,6=1,~=3entao, T é linearmente independente.
@ Sea=1,6=3,~=2entao, T é linearmente independente.

7. Considere a aplicacao linear f : R? — R? tal que f(z,y) = (z + ¥, 3y). Entao:

f nao é injectiva, mas é sobrejectiva.
f nao é injectiva nem ¢é sobrejectiva.
f é injectiva e é sobrejectiva.

@l f ¢ injectiva, mas nao ¢é sobrejectiva.
8. Considere a aplicacao linear f : Ryi[z] — R tal que
flax+b)=a—0b

para todo o ax + b € Ry[z]. Entdo, f(z + 3) é igual a:

Slle)[=][]
W=

Continua na préxima folha



1.5. EXAME DE EPOCA ESPECIAL DE ALGA 2009/10 37

.
Nt

Algebra Linear e Geometria Analitica E
Departamento de Matematica FCT-UNL
Exame de Epoca Especial — 6 de Setembro de 2010

Sé serdo consideradas certas as respostas devidamente justificadas. Mude de folha sempre que mudar de grupo.

[1.0]

[1.5]

[1.0]
[1.0]

[1.5]

[1.0
[1.5]
[1.0]

9. Para cada k € R, considere a matriz de ordem 3,

3—k O 0
0 1-k 2 .

0 1 2-k

Ay =

(a) Determine para que valores de k, a matriz Ay é invertivel.
(b) Para k = 2, determine se possivel, a matriz inversa de A.
10. Seja B = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} uma base de R3. Considere a aplicacio linear
f:R3 — R? tal que
f(@,y,2) = (x =y, 2 + 2),
para todo o x,y, z € R.

(a) Determine o ntcleo de f.
(b) Sem calcular a imagem de f, diga a dim(Im f).

(c) Determine a matriz M (f; B,b.c.p2), em que b.c.g2 é a base canénica de R2.

11. Considere a matriz

(a) Determine os valores préprios de A.
(b) Determine uma base do subespago préprio, de A, associado ao valor préprio 1.

(c¢) Verifique se A é diagonalizavel.

Continua no verso desta folha
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12. Seja A uma matriz de ordem n, diagonalizavel, tal que:
A% = A

[1.0] (a) Mostre que det(A) é 0 ou 1.

[1.5] (b) Mostre que se 0 é o tinico valor préprio da matriz A, entdo a matriz A é a matriz
nula de ordem n.

Fim
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1. D
2. C
3. A
4. C
5. B
6. B
7. C
8. D
9. (a)

S
@
%@x 4 §

R

Algebra Linear e Geometria Analitica E
Departamento de Matemdatica FCT-UNL
Exame de Epoca Especial — 6 de Setembro de 2010

Uma resolucdo

Sabemos que uma matriz quadrada é invertivel se, e sé se, o seu determinante
for diferente de zero.

Fazendo o desenvolvimento do determinante de Aj através da primeira coluna
(desenvolvimento de Laplace), obtemos

1-k 2

det Ay = (3—k)det { 1 o9&

| = B=R(-BE-F)-2) = B-HE-R)(-k)

Entao, det Ay, # 0 se, e s6 se, k # 3 e k # 0. portanto, Ay é invertivel se
ke R\ {0,3}.

Pela alinea anterior, porque k = 2, temos que a matriz As é invertivel. Calculemos

100
ainversa de Ao = [0 —1 2
010
100100 100[100] —
0-12010|—(+k) [0-12010f 2728
010001 002011
100100 100[100
~ 101 -2[0-10|&—@r26) 010001 ],
00 110 § & 001|033

2
pelo que a inversa da matriz dada é

S O =
= O O
= = O
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10. (a) Por definicao,

Nucf = {(m,y,z)ER?’ (‘T Y,z )_(O 0)}
{(x,y,z)€R3 (.’L’—y,.f—FZ) (0 0)}
={(z,y,2) ER3:x—y=0A2+2=0}
{(x7y¢Z)GR3 Yy =, Z——J)}
{(z,z,—x):x € R}

<(1,1,—1)>.

(b) Pela alinea anterior, temos que Nucf =< (1,1,—1) >. Como (1,1, —1) # (0,0,0),
entdao {(1,1,—1)} é uma base de Nucf. Assim, dim(Nucf) = 1.

Pela tedrica sabemos que
dim(Nucf) 4 dim(Imf) = dimR? = 3.

Entao, dim(Imf) = 3 — dim(Nucf) =3 -1 =2.
(c) Porque a matriz M(f;B,b.c.g2) tem nas suas colunas, as coordenadas, na base
canoénica de R?, das imagens por f dos vectores da base B,, e porque
f(1,1,1) = (0,2) = 0(1,0) + 2(0, 1),
f(0,1,1) =(-1,1) = —1(1,0) + 1(0, 1),
f£(0,0,1) = (0,1) = 0(1,0) + 1(0,1)
entao,

0-10
M(f;B,b.C.R2,):|:2 11}

11. (a) Os valores préprios de A sao as raizes do polinomio caracteristico. Ora, o
polinémio caracteristico da matriz A é, por definicao, pa(A\) = det(Al3 — A) =

100 110 A—1 -1 0

=det [A|010|—[010] | =det 0A—-1 0|=(A-1)2%X\-3).
001 003 0 0A—3

Assim, os valores préprios de A sao o 1 e o 3.

(b) Vamos calcular uma base do subespago préprio associado ao valor préprio 1, My,
ou seja, uma base do subespago solucao do sistema homogéneo

T 0
ool

g RS
1 — —41
5 — 1& 001]{.

000

Como

1I3— A=

o O O

-1
0
0

Entao, y =0e 2z =0, donde
M, ={(z,y,2) eR®: y=0, z=0} = {(z,0,0): = €R}=<(1,0,0) >

Como (1,0,0) # (0,0,0) entao {(1,0,0)} é uma base de M.
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12.

()

Sabemos que uma matriz quadrada é diagonalizavel se, e s6 se, a soma das mul-
tiplicidades geométricas dos diferentes valores proprios da matriz for igual & sua
ordem.

Pela alinea anterior, mg(1) = dim(M;) = 1. Porque 1 < mg(3) < ma(3) e pela
alinea (a), ma(3) = 1, entao mg(3) = 1. Assim,

mg(l) + mg(3) =141 =2% ordem de A.
Portanto, A nao é diagonalizavel.

Por hipétese, A2 = A, entdo, det(A?) = det(A).
Como o determinante de um produto de matrizes é igual ao produto dos deter-
minantes das matrizes, entao,

(det A)? = det A.
Mas o determinante de uma matriz é um nimero, logo,

detA=0 ou det A =1.

Se 0 é o tnico valor préprio de A e A é uma matriz diagonalizdvel, entdo A é
semelhante a matriz nula. Isto significa que existe uma matriz P de ordem n,
invertivel, tal que

PAP =0,,

em que 0, é a matriz nula de ordem n.

Mas entao,
P(P'AP)P~! = PO, P L.

Usando a propriedade associativa e o facto do produto de uma matriz pela matriz
nula ser a matriz nula, obtemos que

(PP"HAPP™Y) =0,.
Como PP~ = I,, e o produto da matriz identidade por A é A, temos que

A =0p,.
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Capitulo 2

Testes e Exames de ALGA 2008/09

2.1 PRIMEIRO TESTE DE ALGA 2008/09

DXDe,

%,

B
%‘%‘? sw"‘g
Algebra Linear e Geometria Analitica B
Departamento de Matematica FCT-UNL
1° TESTE - 15 de Novembro de 2008

TESTE A
PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Nome:
Numero de caderno:’ \ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Respostas
A|B|C|D

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.
10.

Continua no verso desta folha
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Respostas
A|B| C|D
11.
12.
13.
14.
15.
16.
Atencao

Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que
considerar adequada.

Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X
a sua nova opgao.

Para cada um dos grupos de escolha multipla, a cotagao atribuida é a seguinte:

* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
* Se responder correctamente: +1,25 valores;

* Se responder erradamente: —0,41 valores.

A classificagao é dada por

max {0, cl} + max {0, cliy} + max {0, clypr },
onde clj designa a soma das classificagoes obtidas nos grupos de 1 a 5, clj; designa
a soma das classificagoes obtidas nos grupos de 6 a 12 e clyj; designa a soma das
classificagoes obtidas nos grupos de 13 a 16.

1. O sistema de equagoes lineares, nas incognitas x, y e z e coeficientes reais

2r+y+z=1
dr+2y+22=3

é um sistema

possivel e indeterminado com grau de indeterminacao igual a 1.
possivel e determinado.

possivel e indeterminado com grau de indeterminacao igual a 2.

@ impossivel.

Continua na préxima folha
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2. Considere as matrizes

000 010 -1 0101
A=1(010|, B=|001 1|, C=1{0010
001 000 O 0001

Quais sao as matrizes que estdo em forma de escada reduzida e quais é que nao estao?

A, B e C nao estao em forma de escada reduzida.

E A e C estao em forma de escada reduzida e B nao estd em forma de escada
reduzida.

B estd em forma de escada reduzida e A e C nédo estdo em forma de escada
reduzida.

@ A, B e C estao em forma de escada reduzida.

11 2 2

3. A matriz 0 4 tem caracteristica
00 -1 -1
00 0

[A] 1.
B] 2.
C] 3.
D] 4.

4. Para cada o € R, considere o sistema de equagoes lineares de coeficientes reais nas
incégnitas x, y, z, sobre R,
r+y+z=4
z=2
(@® —4)z=a—2.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Se o = 2 entdo o sistema é possivel e indeterminado.
Sea# -2, a#2ea# —% entao o sistema é possivel e determinado.
Se a = —% entao o sistema é possivel e indeterminado.

@ Se a = —2 entao o sistema é impossivel.

Continua no verso desta folha
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5. Sejam A a matriz simples de um sistema de equacdes lineares, B a matriz dos termos

independentes do sistema e X a matriz coluna das incégnitas do sistema, tal que A é
matriz do tipo 3 x 2.

Apenas uma das seguintes afirmacoes ¢ FALSA. Indique qual é.

O sistema AX = B nunca é possivel e determinado.

r(4) <2.
Se r([A|B]) = 3, entao o sistema AX = B é impossivel.
@ O sistema AX = B tem 3 equagdes lineares e 2 incégnitas.

.SejamA:[IQ} eB:[ 35}.

40 -16
O elemento da posigao (1,2) da matriz AB é:

[A] (~1) x14+6x2.
B 5x1+6x2.
[C] (<1) x 1+6x4.

D] 5 x1+46x4.

. Se A é matriz do tipo 4 x 4 com a 3% linha nula e B é matriz do tipo 4 x 4, entao a

matriz AB tem necessariamente

a 4% linha nula.
a 3% coluna nula.
a 3% linha nula.

@ a 4% coluna nula.

1 00

8. A matriz inversa da matriz {0 -3 0] é a matriz

0 01

1 1
— S =
o w o
== o o
P T S|

| S

2l
cor oo OO
\

—_o o P OO

r 1
|
owrro O WwWwo
| I |

Continua na préxima folha
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10 O
9. A matriz elementar £ = [0 1 2] resultou de aplicarmos & matriz I3 a transformagao
00 1

elementar:

I3 — I3 + 2ly.
I3 — I3 — 2ly.
ly — Iy + 2l3.
(D] Iy — Iy — 21.

10. Sejam A e B matrizes tais que é possivel efectuar o produto AB. Se A é matriz do
tipo 4 X 5 e AB é matriz do tipo 4 x 5, entdo a matriz B é do tipo

[A] 4x4.
(B 4 x5.
5><5.
D] 5 x 4.

11. Seja A uma matriz de ordem n, que nao é simétrica.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

AT A é simétrica.
AAT ¢ simétrica.
A+ AT é simétrica.
@ A — AT é simétrica.
12. Seja A uma matriz do tipo 3 x 3. Se apds efectuarmos as seguintes transformacoes

elementares: substituicao da 2% linha de A pela soma da 2% com a 1 linha; seguida
da troca da 1% com a 2% linha, obtivermos a matriz I3, entao

[-110
[Aja=] 100].

110
=|100/.
001
[0 10
Cla=]1-10].
0 01
(010
D] A=|110].
001

Continua no verso desta folha
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13. Considere os subconjuntos de R?

T ={(a+1,a): a € R}

Ty = {(a,b) € R?: b= —2a}
T3 = {(07 1)7 (070)}

Ty ={(a,b) € R?: a=5b+1}.

Quais os subconjuntos que sao subespacos de R? e quais é que néo o sao?

Ty, T, Ty sao subespacos de R? e T3 ndo é subespaco de R2.
Ty, Ty, T3, Ty sao subespacos de R2.

T, é subespaco de R? e T, T3, Ty nao sao subespacos de R2.
@ Ty, Ty sdo subespacos de R? e Ty, T3 nao sao subespacos de R2.

14. Considere os subespacos de R3,
W1 =< (5,0,0), (0,2,0) >,

Wy =< (5,2,0), (1,1,0) >.
O vector v = (5,2,0)
pertence a W; e nao pertence a Wa.

pertence a W5 e nao pertence a Wy.

pertence a W7 e a W,
@ nao pertence a Wi nem a Ws.

15. Considere os subconjuntos de R?

Sy ={(1,1,0), (0,1,1), (1,0,-1)}
Sy = {(0,1,0), (0,0,1), (0,0,0)}
Ss = {(1,0,0), (0,1,0)}.

Quais os subconjuntos que sao linearmente independentes e quais é que sao linearmente
dependentes?

S1, S2 e S3 sao linearmente independentes.

S1, S3 sao linearmente independentes e S5 é linearmente dependente.
S3 ¢ linearmente independente e S7, Ss s@o linearmente dependentes.
@ S1, Sz e S3 sa@o linearmente dependentes.

Continua na préxima folha
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16. O subespaco de R*
W ={(2a — b,a,2c,a); a, b, c € R}

é igual ao subespago

< (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,2,0), (0,0,0,1) >.
<(2,1,0,1), (=1,0,0,0), (0,0,2,0) >.
<(1,1,2,1) >.

D] < (1,0,2,0), (0,1,0,1) >.

Fim
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

CAPITULO 2. TESTES E EXAMES DE ALGA 2008/09

s
%,% 4 &

D

Algebra Linear e Geometria Analitica B
Departamento de Matematica FCT-UNL

1° TESTE - 15 de Novembro de 2008
Uma resolucdo

T o a o @ U a g oo a w o o» w w a o

. A matriz ampliada do sistema, é

2111
[A|B] = [4 2 23} )
Resolvamos este sistema.

2111 =ma) [21 1)1
4223 000|1

Como 7(A) =1 < 2 =r([A|B]), entdo o sistema é impossivel. Resposta D.

. Uma matriz estd em forma de escada resduzida se

(a) Se a matriz tiver uma linha nula, abaixo dessa linha sé hé linhas nulas.
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(b) Se tiver duas linhas nao nulas, entdao o pivot da linha inferior estd4 numa coluna
mais a direita do que o pivot da linha superior.

(¢) Se o pivot de cada linha nao nula é 1.
(d) Se na coluna em que estd um pivot, além dele, as outras entradas sao iguais a

Zero.

Assim, B estd em forma de escada reduzida e A, C' nao estdo em forma de escada
reduzida. Resposta C.

3. Para calcular a caracteristica da matriz, temos que obter dela uma sua forma de

escada.

11 2 2 1122
00 4 4 l3_>(l3+%12)} 00414
00 -1 -1 0000
00 0 O 0000

Pelo que a caracteristica da matriz (nimero de linhas ndo nulas de uma sua matriz
em forma de escada) é 2. Resposta B.

4. Vamos fazer a discussao do sistema, usando a matriz ampliada do sistema, [A|B].

11 1 4 111 4
00 1 2 ls=(la=(a?=4)l2) | 01 2
00 (a? —4)|(a—2) 000|(a+2)(a—2)

(a) Se a =2 entao r(A) = r([A|B]) = 2 < 3 = nldmero de incognitas, entao o sistema
é possivel e indeterminado.

(b) Se o = —2 entdo r(A) = r([A|B]) = 2 < 3 = ntimero de incégnitas, entdo o
sistema, é possivel e indeterminado.

(c) Se a# —3 e a # 2 entdo r(A) = 2 < 3 = r([A|B]), entdo o sistema é impossivel.

Pelo que a resposta A é (a), a resposta C é (b), a resposta D estd em (c) e a resposta
B estd contida em (c), pelo que a falsa é a resposta B.

5. Se A é uma matriz de tipo 3 X 2, entao o sistema AX = B tem 3 equacoes lineares e
2 incdgnitas. Mais, r(A) < 2, pelo que, se 7([A|B]) = 3 entdo o sistema é impossivel.

z+y=0
O sistema ¢ * —y =0 ¢ tal que a matriz simples do sistema ¢é de tipo 3 X 2 e tem
2042y =0

a solugdo x = y = 0. Resposta falsa é a A.

6. Por definigao,
(AB)12 = a11biz2 + a2bea = 1 x 5+ 2 x 6.

Resposta B.
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10.

11.

12.
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. Se A tem a 3% linha nula, entao

azy = azz = azz = azq = 0.
Por defini¢ao, o elemento que ocupa a coluna ¢ da 3% linha de AB é
(AB)3; = az1b1; + az2ba; + assbs; + azabs; = 0.

Portanto a 3% linha de AB é nula. Resposta C.

(1.0 0

. Calculemos a inversa de | 0 —3 0

001

100100 41>_1001 00
0-30/010]%27732]010[0 —% 0 [, pelo que a inversa da matriz dada é
0 0 1001 10010 0 1

10
0 —
0 0

Wl

0
0
1

Resposta D.

100 10 0

_

. Porque Iy = |01 0| 2702=23) | 91 —2 |, Resposta D.

001 001

Se A é uma matriz de tipo 4 x 5, para podermos efectuar o produto AB, B tem que
ter 5 linhas. Por outro lado, se AB é uma matriz de tipo 4 x 5, entao B tem que ter
tantas colunas quantas as de AB. Portanto, B tem 5 colunas. Assim, B é matriz de
tipo 5 x 5. Resposta C.

Para uma matriz B ser simétrica, BT = B. Ora
(A—ATYT = AT — A
Para que
(A—ATYT = A — AT,

terd que
A— AT = AT — 4,

ou seja, AT = A. Como A néo é simétrica, entdo a resposta falsa é D.

Facamos as transformagcoes elementares ao contrario, até obtermos a matriz A.
100 010 010
Is=1010|h=k|100|2>0+th) |1 10| = A. Resposta C.
001 001 001
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13.

14.

15.

16.

T} nao é subespaco porque (0,0) nao lhe pertence.

Ts é subespago porque é o conjunto-solucao do sistema homogéneo

2a +b=0.

T3 nao é subespago porque (0,1) é elemento de T5 mas (—1)(0,1) = (0, —1) nao estd
em T3.

T4 nao é subespaco porque (0,0) nao lhe pertence.

Entao a resposta é C.

(5,2,0) € Wy porque
(5,2,0) = 1(5,0,0) + 1(0, 2,0),

(5,2,0) € Wy porque
(5,2,0) = 1(5,2,0) + 0(1,1,0).

Resposta C.

Consideremos a matriz que tem como colunas os vectores de S7 e calculemos a sua

caracteristica.
10 1 101 10 1
A= (11 0 | =lh) fg1 —1 | b0k 01 -1
01 -1 01 -1 00 0

Entao r(A) = 2 < 3 = ntmero de vectores de S;. Portanto S; é linearmente depen-
dente.

S é linearmente dependente porque contem o vector nulo.

Consideremos a matriz que tem como colunas os vectores de S3 e calculemos a sua

caracteristica.
10

B=1]01
00

Entao r(B) = 2 = ndmero de vectores de S3. Portanto Sz é linearmente independente.

Resposta C.
Um vector genérico de W pode ser escrito como
(2a — b, a,2¢c,a) = (2a,a,0,a) + (—b,0,0,0) + (0,0, 2¢,0) =

= a(2,1,0,1) + b(—1,0,0,0) + ¢(0,0,2,0).
Entao, W =< (2,1,0,1),(-1,0,0,0), (0,0,2,0) >. Resposta B.
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2.2 SEGUNDO TESTE DE ALGA 2008/09

BSIDAD

%%
%%%ME
Algebra Linear e Geometria Analitica B
Departamento de Matematica FCT-UNL
2° TESTE — 13 de Dezembro de 2008

TESTE A

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Numero de caderno:’ \ \ \ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Respostas
A|B|C|D

PN S| W N =

Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que
considerar adequada.

Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X
a sua nova opgao.

Para cada um dos grupos de escolha multipla, a cotagao atribuida é a seguinte:

* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opg¢ao: 0 valores;
* Se responder correctamente: 41,25 valores;
* Se responder erradamente: —0,41 valores.
A classificagao da parte de escolha multipla (Grupos 1 a 8) é dada por
max {0, cly} + max {0, clyr},
onde cly designa a soma das classificagoes obtidas nos grupos de 1 a 4 e clyg
designa a soma das classificagcoes obtidas nos grupos de 5 a 8.

Continua na préxima folha
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1. Sejam A e B matrizes de ordem 3, invertiveis, tais que AmB. Entao

det A = det B.

[B] det A = 2det B.

det A = —2det B.

@ det A = —%detB.

2. Seja A uma matriz de ordem 2 tal que adj A = B H edet A= —1. Entdo A"t é a
matriz:
(11
B
[—1 1]
i 2—1_'
S
D] |50
| —2 —1_'

k0 (2k+1)

3. Considere a matriz A = | 3 (k—1) 3 ] com k € R. A matriz A nao é invertivel

0 1 0
para:
-1
B] k=0
k=4
D] k=

4. O polinémio caracteristico da matriz A = { 1 ;] é
(A=1)(A—3).
A=1)(A—3) +2
A+1DA+3)—A=1)(A+2)
D] A=A =3)—(A+1)(A—2)

Continua no verso desta folha
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5. Para cada a, 3,7 € R considere a aplicacio f : R> — R3 tal que
fla,y) = (va, (@ = 2)2*, 2 +y — )

para todo o z,y € R.
Apenas uma das seguintes afirmacoes ¢ FALSA. Indique qual é.

Sea=2,6=0,~=1entao, f nao é aplicacao linear.
Sea=2,08=1,~=0 entao, f nao é aplicacao linear.
Sea=0,8=2,~=1 entao, f nao é aplicacao linear.
@ Sea=1,08=2,v=0entao, f nao é aplicagao linear.

6. Seja f:R3 — R3 uma aplicagao linear tal que Nuc f = {(0,0,0)}. Entdo:

f nao é injectiva, mas é sobrejectiva.
f nao é injectiva nem é sobrejectiva.
f é injectiva e é sobrejectiva.

@l f é injectiva, mas nao é sobrejectiva.

7. Considere a aplicacdo linear invertivel f : R? — R? tal que
flz,y) = (x+y,9)

para todo o z,y € R. Entdao f~! é a aplicacdo linear tal que

f~Y(x,y) = (x +y,y) para todo o z,y € R.
f~Yz,y) = (x —y,y) para todo o =,y € R.
f~Yz,y) = (x, —x +y) para todo o z,y € R.
f~Yz,y) = (z,z +y) para todo o x,y € R.

SIEEE BEEE

Continua na préxima folha
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.
Nt

Algebra Linear e Geometria Analitica B
Departamento de Matematica FCT-UNL
2° TESTE — 13 de Dezembro de 2008

Sé serdo consideradas certas as respostas devidamente justificadas. Mude de folha sempre que mudar de grupo.

9. Seja f : R? — R? a aplicacdo linear tal que

12 0
My = [1 0 2}
[1.0] (a) Calcule f(0,1,0).
[1.0] (b) Determine f(x,y, z), para todo o z,y, z € R.
[1.5] (¢) Determine a imagem de f.
[1.5] (d) Determine o ntcleo de f.
[1.0] (e) A aplicagdo f é injectiva?
Mude de Folha
10. Seja A uma matriz de ordem n tal que
(A+2I,) = (21, + A) AT,
Mostre que:
[2.0] (a) Se X é um vector préprio de AT associado ao valor préprio 5, entdo X é vector
poprio de A. Qual o valor préprio correspondente?
[2.0] (b) Se det A = —2, entao —2 é valor préprio de A.

Fim
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Algebra Linear e Geometria Analitica B
Departamento de Matemdatica FCT-UNL
2° TESTE — 13 de Dezembro de 2008

Uma resolucio

@ Q » W = O =

(a) Atendendo & definigao de matriz candnica, My, de uma aplicagao linear, f(0,1,0)
¢ a segunda coluna de M. Assim,

£(0,1,0) = (2,0).

(b) Atendendo & defini¢do de matriz candnica, My, de uma aplicacao linear,

s =3 [ 45 8]y] - [ 2]
Entao, f(x,y,2) = (v + 2y, —x — 22).
(c) Como R3 =< (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) >, entdo
Im f =< f(1,0,0), f(0,1,0), £(0,0,1) >=< (1,—-1), (2,0), (0,~2) > .

(d) Por definicao,

Nucf =< (z,y, 2) GRgsz[

N ey
| I
Il
| — |
oo
—

Vejamos as solugoes do sistema homogéneo My [

w e 8
| I |
I
—
o O
[

Ora,

M, — 1 20 lo—(la+11) 12 0 124,(%12) 12 0 l1—(l1—2l2) 10 2
F=1 109 02 -2 01 -1 01 -1/

Entio, { T=—2z

y==z
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Pelo que,
Nucf = {(z,y,2) ER? 12 = -2z, y = 2}

={(—2z,2,2): z€ R}

=< (-2,1,1) >

(e) Sabemos que uma aplicagao linear é injectiva se, e sé se, o seu nicleo for igual
ao vector nulo. Pela alinea anterior, Nuc f # {(0,0,0)}. Assim sendo, f nao é
injectiva.

10. (a) Por definicdo, se X é vector préprio de A7 associado ao valor préprio 5, entdo
ATX =5X.
Assim, como (A + 2I,,) = (21, + A) AT, temos que
(A+2I,)X = (21, + A)ATX.

Usando a propriedade distributiva e o facto de X ser vector préprio de A7,
AX +2X = (2, + A)5X.

Usando a propriedade distributiva,
AX +2X =10X +5AX.

Mas isto implica que

4AX = -8X.

Donde,
AX = -2X.

Ou seja, X ¢é vector proprio de A associado ao valor préprio —2.

(b) Porque (A +2I,) = (2I,, + A)AT, entdo
det(A + 2I,,) = det((2I,, + A)AT).

Como o determinante de um produto de matrizes quadradas é o produto dos
determinantes das matrizes, vem que

det(A + 2I,,) = det(2I,, + A) det(AT).
Mas det(AT) = det A, donde
det(A + 21,,) = det(21,, + A) det A.
Por hipétese, det A = —2, pelo que

det(A + 21,,) = —2det (2, + A).
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Ou seja,
det(2I, + A) = —2det (21, + A).

Mas isto implica que
—3det(2I, + A) =0.

Porque, se B é uma matriz de ordem n, det(—B) = (—1)" det B, entao
(=3)(—1)"det((—2)I, — A) = 0.

Ou seja,
pa(—2) =det((—-2)I, — A) =0,

isto é, (—2) é raiz do polinémio caracteristico de A. Portanto, (—2) é valor préprio
de A.
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2.3 TERCEIRO TESTE DE ALGA 2008/09

Nome:

XD,
@
%%%,ﬁ» ¢

Algebra Linear e Geometria Analitica B
Departamento de Matematica FCT-UNL
3° TESTE - 14 de Janeiro de 2009
TESTE A

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Numero de caderno:’ \ \ \ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Respostas
A|B|C|D
1.
2.
3.
4.
5.
6.
7.
8.
1 - Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que
considerar adequada.
2 - Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X
a sua nova opgao.
3 - Para cada um dos grupos de escolha multipla, a cotagao atribuida é a seguinte:
* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opc¢ao: 0 valores;
* Se responder correctamente: 41,25 valores;
* Se responder erradamente: —0,41 valores.
4 - A classificagao da parte de escolha multipla (Grupos 1 a 8) é dada por

max {0, cly} + max {0, cly},
onde cly designa a soma das classificagoes obtidas nos grupos de 1 a 4 e clyg
designa a soma das classificagoes obtidas nos grupos de 5 a 8.

Continua no verso desta folha
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1. Para cada a, b, ¢ € R considere o conjunto de R3

S ={(1,0,0),(1,2,0), (5,2a + 2¢,a — 2b)}.
Apenas uma das seguintes afirmacoes ¢ FALSA. Indique qual é.

Sea=1,b=0,c=2, entdo S é uma base de R3.
Sea=0,b=2,c=1, entdo S é uma base de R3.
Sea=2,b=1,c=0, entdo S é uma base de R3.
@ Sea=1,b=2,c=0, entdo S é uma base de R3.

. Seja B = {(1,0,1),(0,5,4),(0,0,6)} uma base de R3. O terno de coordenadas do

vector
U= 2(0, 5,4) — 3(0,0, 6) + 1(1,0, 1)

na base B é:

. Considere a aplicacdo linear f : R? — R? tal que f(z,y) = (z +y,r — y) para todo

ox,y €R. Sejam B = {(1,1),(1,-1)} e B' = {(2,0),(0,2)} duas bases de R%. Entdo
a matriz

M(f;B,B)

Continua na proxima folha
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4. Seja f: R3® — R* uma aplicacdo linear injectiva. Entdo, dim (Im f) é:

Al 2.

e~

2l [=][]
w

ElENERENENEIENE

Continua no verso desta folha
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7. Considere o subespago de Mayo(R),

no qual

= LB ]
o3)=[5)-e[as)

Apenas uma das seguintes afirmacoes ¢ FALSA. Indique qual é.

(i
wr- (it
or- (it
o (i

)

01
_O 4_
o
104
1o
_0 0_
o
_O 0_

8. O subespago de Ro[z],

14 3]

T4 3]

)
)
)

7104 |

01T

01T

01T

0 1]

F ={az’ + bz +c € Ryfx]: 2a+b =0},

é igual ao subespago:

<x2, xz, 1>.
<x2—2x>.
<x2, 1>.

@<m2—2m, 1>.

Continua no verso desta folha
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.
Nt

Algebra Linear e Geometria Analitica B
Departamento de Matematica FCT-UNL
3° TESTE — 14 de Janeiro de 2009

Sé serdo consideradas certas as respostas devidamente justificadas. Mude de folha sempre que mudar de grupo.

110
9. Considere a matriz A= {020 |.
011
[1.0] (a) Indique os valores préprios de A.
[2.5] (b) Determine uma base para cada um dos subespagos proprios de A.
[1.0] (c) Mostre que A é diagonalizdvel.
[1.5] (d) Determine uma matriz P~! de ordem 3, invertivel, tal que
100
PAP ' =]020].
001
Mude de Folha
10. Sejam f : R" — R™ uma aplicacao linear, B ¢ B’ duas bases de R".
[2.0] (a) Usando matrizes mudanca de base, descreva a relacdo entre as matrizes
M(f;B,B) e My
em que My designa a matriz canénica da aplicacao f.
[2.0] (b) Mostre que se a aplicagao f é invertivel, entao

M(f4B.B)=(M(f;B,8))"".

Fim
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Algebra Linear e Geometria Analitica B
Departamento de Matemdtica FCT-UNL

3° TESTE — 14 de Janeiro de 2009
Uma resolucio

(a) O polinémio caracteristico da matriz A é, por defini¢ao, p4(A) = det(Al3 — A) =

001 011 0 —-1Xx-1
Donde, os valores préprios da matriz A sdo os reais

100 110 A-1 -1 0
=det [A|010]|—]020] | =det 0x—=2  0|=WA=-12%\-2).

1, 2.

(b) Vamos calcular o subespago préprio associado ao valor préprio 1, M, ou seja, o

subespago solucao do sistema homogéneo
T 0
(1]3 — A) y| =1(0].
z 0

0-10 0 10— . [o-10
0-10|no-nl0o-10]|Eta)ig oo,

Como

I;— A=

b3 — (b3 + £
0-10 0-10|® 7" og

Entao, y = 0, donde
My ={(z,y,2) €eR3: y =0} ={(2,0,2) : z,2€ R} =< (1,0,0,(0,0,1)) >.

10
Porque 7 | |0 0] = 2, entao {(1,0,0),(0,0,1)} é linearmente independente.
01

Donde, {(1,0,0),(0,0,1)} é uma base de M;.
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10.

Vamos calcular o subespago préprio associado ao valor préprio 2, Ms, ou seja, o
subespaco solucao do sistema homogéneo

(2L;—-A){§}

1-10 1-10
0 00[é—e |0 —-11].

Il
—
o O O
I

Como

o3 — A=
0-11 0 00

Entao, x =y e z = y, donde

My ={(z,y,2) €R*: w=y, 2=y} ={(y,4,9): y € R} =< (1,1,1) >.
Porque (1,1,1) # (0,0,0), entao {(1,1,1)} é uma base de Ms.
Sabemos que uma matriz quadrada é diagonalizdvel se, e s se, a soma das mul-

tiplicidades geométricas dos diferentes valores proprios da matriz for igual a sua
ordem.

Por defini¢ao, mg(1) = dim M; e mg(2) = dim M,. Atendendo & alinea b),
dim M7 = 2 e dim My = 1. Consequentemente,

mg(1) + mg(2) =2+ 1 =3 = ordem de A.

Entao, podemos afirmar que A é diagonalizdvel.

A matriz P~! tem nas suas colunas os vectores de uma base de cada um dos
subespacgos préprios associados aos seus valores préprios. Mais, como queremos

100
PAP ! = [020],

001

que

na primeira coluna de P~! serd um vector da base de M, na segunda coluna de
P~ um vector da base de M e na terceira coluna de P~!, um vector da base

110
Plt=1010].
011

Sabemos que a matriz canénica de f, My, é a matriz M(f : b.c.gn,b.c.rn), em

de M. Assim, pela alinea b),

que b.c.gn designa a base canénica de R™. Designemos por A a matriz M (f :
b.c.gn,b.c.gn). Fagamos o esquema

R" f , R7
B B
idgnl idgn
My
b.C.Rn b.C.Rn
R" ! R"
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Entao,
A= M(f;B,B") = M(idgn;b.c.rn, B ) MM (idgn; B, b.c.gn).
Pela alinea anterior temos que
M(f;B,B") = M (idgn; b.c.gn, B') MM (idgn; B, b.c.rn).
Entao,
1

M(f;B,B)"" = (M(idgn; b.c.xn, BYMpM (idgn; B,b.c.gn)) .

Atendendo a que a inversa de um produto de matrizes invertiveis é o produto das
inversas por ordem inversa, temos que

M(f;B,B)™" = (M(idgn; B, b.c.gn)) " (My) ™" (M (idgn; b.c.pn, B')) .

Porque, (M (idgn;b.c.gn,B))" = M(idgn; B, b.c.rn), (M (idgn; B, b.cgn)) ™" =
M (idgn;b.c.gn,B) e (Mf)_1 = M;-1 temos que

M(f;B,B)"" = M(idgn;b.c.rn, B)M—1 M (idgn; B',b.c.pn).

Pela alinea a),
M(f;B,B)"' =M(f}8,B).
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2.4 EXAME DE EPOCA NORMAL DE ALGA 2008/09

@
{ &
Nt

Algebra Linear e Geometria Analitica B
Departamento de Matematica FCT-UNL
Exame de Epoca Normal — 29 de Janeiro de 2009
EXAME A

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Niumero de caderno:’ \ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Respostas

A|B|C|D

IR Rl Rl R

Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que
considerar adequada.

Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X
a sua nova opgao.

Para cada um dos grupos de escolha miltipla, a cotagao atribuida é a seguinte:

* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
* Se responder correctamente: +1 valores;
* Se responder erradamente: —0, 33 valores.

A classificagao da parte de escolha multipla (Grupos 1 a 8) é dada por

max {0, cl},
onde cl designa a soma das classificagoes obtidas nos grupos de 1 a 8.

Continua no verso desta folha
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. Para cada «, 8 € R, considere o sistema de equacoes lineares de coeficientes reais nas
incognitas x,y, z, sobre R,

r—3y+z=1

ay+ (B+1)2=6

(B—-1)z=q.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Se 8 =1e a =0 entdo o sistema é possivel e indeterminado.
Se 8 =1¢e a =2 entado o sistema é impossivel.

Se 8 =2 e a =0 entao o sistema é impossivel.

@ Se 8 =2 e a =2 entao o sistema é possivel e indeterminado.
. Sejam A = B 2} e B= [; (1)}

O elemento da posicao (2,1) da matriz (AT + 3B) é:

—6.
B 4.
6.
D] 9.

. Sejam A e B matrizes tais que é possivel efectuar o produto AB. Se B é matriz do
tipo 4 X 5 e AB é matriz do tipo 4 x 5, entdo a matriz A é do tipo

[A] 4 x 4.
[B] 4 x5.
5><5.
@5x4.

. Seja A uma matriz de ordem 3 tal que |A| = 8. Apenas uma das seguintes afirmagoes
é FALSA. Indique qual é.

| — Al =38.
AT| = |A].
24] = |A2|.
(D] |47 = 3.

Continua na proxima folha
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10 2
5. Considere a aplicacdo linear f : R?> — R3 cuja matriz canénica é M ;= [2 5 1] .

Entao, f(x,y,z), com z,y,z € R, é igual a:

Al (x4 2y,5y,2x — y).
(32, 5y, )

(x + 22,2z + by — z,0).
[D] (3z,6y,0)

6. Seja f : R? — R* uma aplicacdo linear tal que Nuc f = {(0,0)}. Entdo, dim (Im f)
é:

A

Q
= W

SEEE BEEE

8. Considere a aplicacio linear f : Ro[z] — R3 tal que
flaz® + bz +¢) = (a+ b, —c,2a)

para todo o ax? + bz + ¢ € Ry[z]. Entdo, f(r) é igual a:

Continua no verso desta folha
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Algebra Linear e Geometria Analitica B
Departamento de Matemdatica FCT-UNL
Exame de Epoca Normal — 29 de Janeiro de 2009

Sé serdo consideradas certas as respostas devidamente justificadas. Mude de folha sempre que mudar de grupo.
[Cotacio]

9. Considere a matriz

001
A=1010].
130
[1.0] (a) Justifique que a matriz A é invertivel.
[1.0] (b) Determine a matriz inversa da matriz A.
[1.5] (c) Determine matrizes elementares Ry e Ry de ordem 3 tais que A = Ry Rs.

Mude de Folha

10. Seja B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} uma base de R3. Considere a aplicacio linear
f:R3 — R3 tal que
f(xayvz) = (l' —y,O,z),
com x,y,z € R
[1.0] (a) Determine o nicleo de f.

[1.5] (b) Determine a matriz M(f; B, B).
Mude de Folha

11. Considere a matriz

A=

001

010].

130

[1.0] (a) Justifique que o polinémio caracteristico da matriz A é
(A= 1)2(>\ +1).

[1.5] (b) Determine uma base do subespago préprio, de A, associado ao valor préprio 1.

[1.0] (c) Verifique se A é diagonalizédvel.
Mude de Folha

Continua na préxima folha
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12. Seja A uma matriz de ordem n tal que
(A+2I,) = (21, + A)AT.
Mostre que:

(a) Se —2 nao ¢ um valor préprio de A, entao det(A) = 1.

(b) Se —2 n&o é um valor préprio de A, entao det(adj (A)) = 1.

Fim

73
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Algebra Linear e Geometria Analitica B
Departamento de Matematica FCT-UNL
Exame de Epoca Normal — 29 de Janeiro de 2009

Uma resolugdo

Sabemos que a matriz A é invertivel se, e s6 se, |A| # 0.

Ora usando o Teorema de Laplace, através da primeira linha,
4] = 1(=1)* det [‘1) H — 120,

Portanto, A é invertivel.

001
Calculemos a inversade A= [010
130
001|100 130001 1000 =31
010010 ¢ |[010010]| 46— @-36)[010/0 1 0/,
130001 001|100 0011 0 O
pelo que a inversa da matriz dada é
0-31
010
100

A matriz elementar a que corresponde a primeira transformacao elementar do
calculo da inversa de A é a matriz

001

Ei=1(010

100
A matriz elementar a que corresponde a segunda transformacao elementar do
calculo da inversa de A é a matriz
-3
Ey =

S O =

0
10
01
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10.

11.

Pela tedrica sabemos que

EyE1 A = I,

Assim,

A= (FyE) ' = BBy,

75

pois a inversa de um produto de matrizes é o produto das inversas das matrizes,

por ordem inversa.

Como

Eft =

Eyl =

(0017
010
(100

(1307
010
(001

sdo matrizes elementares, temos a matriz A como produto de 2 matrizes ele-

mentares.

Por definicao,

Nucf = {(z,y,2) € R3:

= {(z,y,2) € R3:

= {(z,y,2) €R®

= {(z,y,2) €R®

f(l‘,y, Z) = (O>O>O)}
(r—1y,0,2) =(0,0,0)}
cx—y=0Az=0}

cx =y, z=0}

= {(z,2,0): x € R}

=< (1,1,0) >.

Porque a matriz M(f;B,B) tem nas suas colunas, as coordenadas, na base B,

das imagens por f dos vectores da base B, e porque
f(1,1,1) =(0.0,1) = 1(1,1,1) — 1(1,1,0) 4+ 0(1,0,0)
f(1,1,0) =(0,0,0) =0(1,1,1) + 0(1,1,0) + 0(1,0,0)
f(1,0,0) = (1,0,0) =0(1,1,1) + 0(1,1,0) + 1(1,0,0),

entao,

M(f;B,B) =

O polinémio caracteristico da matriz A é, por definigao, pa(A) = det(A3 — A)

100 001
=det | A{0O10[—]|010 = det

001 130

100
-100{.

001

A 0-1
0OAX-1 0] =

-1 =3 A

:(/\—l)det[)‘ ‘1] S A=) —1) = (A= 12(A+1).

1 A
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(b) Vamos calcular o subespaco préprio associado ao valor préprio 1, Mj, ou seja, o

[

1 0-1 1 0-1 1 0-1
0 0 O £3 — (U3 +¢1) 0 0 0]e-ee3]|10-3 0.
-1 -3 1 0-3 0 0 0 O

Entao, x =z e —3y =0, ou seja, x = z e y = 0, donde

subespaco solugao do sistema homogéneo

(113 — A){

N e 8

Como

I;— A=

My ={(z,y, 2) eR?: z =2z, y=0}={(2,0,2): ze R} =< (1,0,1) > .

Porque (1,0,1) # (0,0,0), entao {(1,0,1)} é uma base de M.

(c) Pela alinea anterior, mg(1) = dim(M;) = 1. Porque 1 < mg(—1) < ma(-1) e
pela alinea (a), ma(—1) = 1, entao mg(—1) = 1. Assim,

mg(1) + mg(—1) =1+1=2% 3 = ordem de A.
Portanto, A néao é diagonalizavel.
(a) Por hipétese, (A + 21,) = (21, + A) AT, entdo
det(A + 2I,,) = det((2I,, + A)AT).

Atendendo a que o determinante de um produto de matrizes quadradas, é o
produto dos determinantes das matrizes, temos que

det(A + 2I,,) = det(2I,, + A) det(AT).
Sabemos também que det(A”) = det(A), entdo
det(A + 2I,,) = det(2I,, + A) det(A).
Mas, det(A + 21,,) = det(21,, + A) donde,
det(2I, + A) = det(2I,, + A) det(A).
Por hipétese, —2 nao é valor proprio de A, ou seja,
det(—2I, — A) # 0.

Como
det(—2I, — A) = det((—1)(2L, — A)) = (1)" det(21,, + A),
entao

det(2I, + A) # 0.

Consequentemente, da igualdade det(21, + A) = det(2I,, + A)det(A) obtemos
que det(A4) = 1.
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(b) Sabemos que
A.(adj (A)) = det(A).I,,.

Donde,
det(A.(adj (A))) = det(det(A).L,).

Atendendo a que o determinante de um produto de matrizes quadradas, é o
produto dos determinantes das matrizes, temos que

det(A) det(adj (A)) = det(A)™ det(I,,).
Usando a alinea (a), concluimos que

det(adj (A))) = 1.
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2.5 EXAME DE RECURSO DE ALGA 2008/09

BSIDAD

%%
%"’a.w,‘.»g
Algebra Linear e Geometria Analitica B
Departamento de Matematica FCT-UNL
Exame de Recurso — 12 de Fevereiro de 2009

EXAME A

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Numero de caderno:’ \ \ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Respostas
A B|C|D

PN S| W=

Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que
considerar adequada.

Caso assinale uma opc¢ao e depois queira alteréa-la, risque-a e assinale com um X
a sua nova opgao.

Para cada um dos grupos de escolha multipla, a cotagao atribuida é a seguinte:

* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
* Se responder correctamente: +1 valores;
* Se responder erradamente: —0, 33 valores.

A classificagao da parte de escolha multipla (Grupos 1 a 8) é dada por

max {0, cl},
onde cl designa a soma das classificagoes obtidas nos grupos de 1 a 8.

Continua na préxima folha
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1. Considere as matrizes

_[100 _[oo04 _[o12
A‘{om}’B_[ooo]’C_{om]'

Quais sao as matrizes que estao em forma de escada e quais é que nao estao?

A, B e C nao estao em forma de escada.

E A e C estao em forma de escada e B nao estd em forma de escada.
A estéd em forma de escada e B e C nao estao em forma de escada.
@ A, B e C estao em forma de escada.

2. Sejam A e B matrizes tais que A é matriz do tipo 2 x 4 e B é matriz do tipo 2 x 4,
entdo a matriz ABT é do tipo

2><4.
B 4x2.
[C]2x2.
@4x4.

3. Para cada o, 3,7 € R considere o subconjunto de R?,
T={(z,y,2) €R*: ax+ (8- 1)y*+ 32 =~}
Apenas uma das seguintes afirmagoes ¢ FALSA. Indique qual é.
Sea=2,3=1,~v=0 entdo, T nao é subespaco de R>.
Sea=0,3=2,~=1 entdo, T nio é subespaco de R>.

Sea=0,3=1,~=2entdo, T nio é subespaco de R>.
@ Sea=1,3=2,~=0 entdo, T nio é subespaco de R>.

12 04
. 02 12 ;-
4. A matriz 10 -12 tem caracteristica
10-12

[A] 1.

Continua no verso desta folha
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022
5. O polinémio caracteristico da matriz A= [2 00| é:
000
A+ 2)(X —2).
A3,
A2(\ 4+ 2).
[D] 22(A—-2).
6. Qual dos seguintes conjuntos ¢ uma base de R? que inclui o vector (1,2,0)?
{(1,3,1),(0,1,1),(1,2,0)}.
{(1,0,0),(0,1,0), (1,2,0)}.
{(0,1,0), (0,0,1), (1,2,0)}.
[D] {(1,0,2),(3,0,6), (1,2,0)}.
7.

8. Considere a aplicacdo linear f : R? — R[x] tal que
fla,b) = (a+b)x+ (a—b)

para todo o (a,b) € R%. Entdo, f(2,1) é igual a:

3z + 1.
2z 4+ 1.
T+ 2.
@ T+ 3.

Continua na préxima folha
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Algebra Linear e Geometria Analitica B
Departamento de Matematica FCT-UNL
Exame de Recurso — 12 de Fevereiro de 2009

S6 serdo consideradas certas as respostas devidamente justificadas. Mude de folha sempre que mudar de grupo.
[Cotagdo]

9. Para cada a € R e cada 0 € R, considere o sistema de equagoes lineares de coeficientes
reais nas incégnitas x,y, z, sobre R,

r—3y+z=1
r+(a=3)y+(B+2)z2=7
r—3y+pz=a+1.

[2.0] (a) Discuta o sistema anterior em fungao dos parametros « e 3.

[1.0] (b) Para a =0 e =1 determine o conjunto-solucao do sistema.
Mude de Folha

10. Seja B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} uma base de R3. Considere a aplicacdo linear
f:R? — R3 tal que
fley,2) = (@ +y—zy—2z1)
para todo o x,y, z € R.

[1.0] (a) Determine o Nuc(f).
[1.0] (b) Sem calcular a imagem de f, diga a dim(Im f).
[1.5] (c) Determine M (f;B,b.c.p3), em que b.c.ps designa a base canénica de R3.

Mude de Folha

11. Considere a matriz

210
A=1]011].
001
[1.0] (a) Justifique que a matriz A é invertivel.
[1.0] (b) Determine a matriz inversa da matriz A.
[1.0] (¢) Mostre que (1,—1,0) é um vector préprio de A.

Mude de Folha

Continua no verso desta folha
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[Cotagio]
12. Considere o subconjunto de Max2(R),
T= {[iﬂ € Maxa(R) : a=0, d:O}.
Mostre que:
[1.5] (a) T é um subespago vectorial de Mayo(R).
[1.0] (b) T é isomorfo a R?, isto é, T = R2.

Fim
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g
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(S

R

Algebra Linear e Geometria Analitica B

1.D
2. C
3. A
4. B
5 A
6. C
7.

8. A

Departamento de Matemdatica FCT-UNL
Exame de Recurso — 12 de Fevereiro de 2009

Uma resolugdo

9. (a) Vamos fazer a discussao do sistema, usando a matriz ampliada do sistema, [A|B].

1 -3 1 1 m 1-3 1 |1
la-3p8+2| 7 ly—(ls—1y) |0 @ B+1]6
1 -3 [ |la+1 00 8-1la
i. Se #=1¢€ a =0 entao temos
1 -3 1|1
0 0 2|6
0 0 0]0
Assim, r(A) = r([4|B]) = 2 < 3 = ntmero de incégnitas, entao o sistema é
possivel e indeterminado.
ii. Se 6 =1¢e a#0 entdao temos
1-31|1
0 o 2|6
0 0 Ol
Assim, 7(A) = 2 < 3 = r([A|B]), entdo o sistema é impossivel.
ili. Se f#1e a# 0 entao r(A) = r([A|B]) = 3 = numero de incdgnitas, entao
o sistema é possivel e determinado.
iv. Se f# 1 e a =0 entao temos

1-3 1 |1 1-3 11— [1-3 1 [1
00 B+1]6] =2 [0 0 g—1l0| b=b=55L |0 0 g—1[0
00 8-1/0 00 5+1/6 00 06

Assim, 7(A) = 2 < r([A|B]) = 3, entdo o sistema é impossivel.
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10.

11.

(b)

(a)

(b)

CAPITULO 2. TESTES E EXAMES DE ALGA 2008/09

Sea=0e (=1, por (a) i., a matriz ampliada do sistema fica
1-3111 ) — . 1-31|1 1 -30|-2
00 2[6|=2~GR [0 0 1[3|b=ti-l) |0 0 1|3

0 0 0/0 0 0 0/0 0000
1 . . =3y —2 .
Esta dltima matriz corresponde ao sistema L3 . Pelo que o conjunto-

solucao do sistema é

{(z,y,2) €ER® : 0 =3y — 2, 2 =3}.
Por definicao,
Nucf = {(z,y,2) € R®: f(x,9,2) = (0,0,0)}
= {(z,y,2) ER3: (z+y— 2,y —z2) =(0,0,0)}
= {(z,y,2) ER3:24+y—2=0Ay—2=0Az=0}
={(z,y,2) ER3:y =2, =0}
={(0,z,2): z € R}
=<(0,1,1) >.

Pela alinea anterior, temos que Nucf =< (0,1,1) >. Como (0,1,1) # (0,0,0),
entao {(0,1,1)} ¢ uma base de Nucf. Assim, dim(Nucf) = 1.

Pela tedrica sabemos que
dim(Nucf) 4+ dim(Imf) = dimR? = 3.

Entao, dim(Imf) = 3 — dim(Nucf) =3 -1 =2.
Porque a matriz M(f;B,b.c.g3) tem nas suas colunas, as coordenadas, na base
canénica de R3, das imagens por f dos vectores da base B, e porque

£(1,1,1) = (1,0,1) = 1(1,0,0) + 0(0, 1,0) + 1(0,0, 1)
f(1,1,0) = (2,1,1) = 2(1,0,0) + 1(0,1,0) +1(0,0, 1)
£(1,0,0) = (1,0,1) = 1(1,0,0) + 0(0, 1,0) + 1(0,0,1),

entao,

121
M(f;B,b.cgs)=|010].
111

Sabemos que a matriz A é invertivel se, e s6 se, |A| # 0.
Como a matriz A é triangular superior, o seu determinante é o produto dos

elementos da diagonal principal, ou seja,
Al =2x1x1=2#0

Portanto, A é invertivel.
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12.

210
(b) Calculemos a inversade A= [0 11
001
210100 21010 0
011010 ta—=(2—23) 01001 =11 ¢y — (41 —4t2)
001001 00100 1
200[1 -1 1 1003 —3 3
01001 -1|&4a—-236(0100 1 14,
0010 0 1 00110 0 1

pelo que a inversa da matriz dada é

1 _1 1

2 72 2

01 -1

0 0 1

(¢) Porque
1 210 1 1
Al-1|=lo11]||-1|=]-1],

0 001 0 0

entao (1,—1,0) é vector préprio de A associado ao valor préprio 1.
(a) Por defini¢ao, T' é subespago vectrorial de Max2(R) se:
1) T C Msy«2(R) (o que se verifica por definicao do conjunto T').

00

2) T # ) (também se verifica porque a matriz [O 0
(2,2) iguais a zero, que é a condigao para pertencer a T').

] tem as entradas (1,1) e

. b b -
3) Se as matrizes @ e @2 D2 pertencerem a 1, entdao a1 = d; = as =
C1 d1 C2 d2

dy = 0.
Porque

[al b1:| n [a2 bz] _ [a1+a2 b1 + ba

Moo (R
C1 dl Co d2 Cc1 + Co dl +d2:| < 2X2( )

e ay +ay = di + dy =0, entao
al b1 a9 bQ
[Cl dl]%@ dJ T
4) Se a matriz {Z Z] pertencer a T e o € R, entdao a = d = 0.

Porque
ab aa ab
@ [c d} - [ac ad] € Ma(R)

ab
2] er

e aa = ad = 0, entao

Q
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Como se verificam as 4 condigOes anteriores, entao T' é subespago vectrorial de

M2 X2 (R) .
(b) Porque
T

01
00

{

e se a e 3 € R sao tais que

|

entao,

0

mente independente. Logo, { { 0

1
o)
(f6s)
i

01]
00|

|

o que implica que a« = g = 0. Mas isto significa que {[

S MQXQ(R) La

0, dzO}

b, CGR}

}:b,ceR}

00
10

1)
+5P0

-

+e|

00
10

00
00

|

00
00

|
|

|

0«
60

01
00

00
10

|l ]} ¢ linear-

1 }}éumabasedeTe

0

00
10

M

dimT = 2.

Pela teodrica sabemos que se T' é um subespago vectorial real de dimensao 2, entao

é isomorfo a R2.
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2.6 EXAME DE EPOCA ESPECIAL DE ALGA 2008/09

@
{ &
Nt

Algebra Linear e Geometria Analitica B
Departamento de Matematica FCT-UNL
Exame de Epoca Especial — 7 de Setembro de 2009
EXAME A

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Niumero de caderno:’ \ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Respostas

A|B|C|D

IR Rl Rl R

Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que
considerar adequada.

Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X
a sua nova opgao.

Para cada um dos grupos de escolha miltipla, a cotagao atribuida é a seguinte:

* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
* Se responder correctamente: +1 valores;
* Se responder erradamente: —0, 33 valores.

A classificagao da parte de escolha multipla (Grupos 1 a 8) é dada por

max {0, cl},
onde cl designa a soma das classificagoes obtidas nos grupos de 1 a 8.

Continua no verso desta folha
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1. A matriz [(1) _1 Z] é a matriz simples do sistema:

r+2y+3z=1
{—y+4z:—1.
{x+2y:3

—y = 4.
T+2y=3
{—x:4.

@ r+2y+3z=1
—x+4y = —1.
2. Sejam A, B e C matrizes tais que é possivel efectuar o produto ABC. Se A é matriz
do tipo 4 x 2 e C' é matriz do tipo 4 X 2, entdao a matriz B é do tipo

[A] 2 x4.
B] 4x2.
(C]2x2.
D] 4x4.

3. Para cada a, 3,7 € R considere o subconjunto de R3,

T ={(1,0,0),(1,1,a),(1,2,3+)}.

Apenas uma das seguintes afirmacoes ¢ FALSA. Indique qual é.

Sea=1,6=2,~=3entdao, T é linearmente independente.
Sea=3,6=1,~=2entao, T é linearmente independente.
Sea=2,6=1,~=3entao, T é linearmente independente.
@ Sea=1,06=3,~v=2entao, T é linearmente independente.

4. Seja A uma matriz de ordem 4 tal que |A| = 3. Apenas uma das seguintes afirmagoes

é FALSA. Indique qual é.

|- Al =3.
[B] 47| =3.
[C] 42 =9.
D] |14 =1.

Continua na préxima folha
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— M|

5. A matriz inversa da matriz Ll) } é a matriz

[12
il
B
0 1]
(1 -2
B!
D] |43
01]
6. Seja B = {(0,1,0),(0,0,1),(1,0,0)} uma base de R3. O terno de coordenadas do
vector

u = 4(1,0,0) + 5(0,1,0) — 1(0,0,1)

na base B é:

(5,4,-1).
(5,—1,4).
(C] (~1,4,5).
D] (~1,5,4).

7. Sejam B = {(2,2),(1,0)} e B' = {(1,0),(1,1)} duas bases de R?. Entdo a matriz
M(idRQ;B,B,)

r 1T 1T 1T 1
RN RO NN NDO

ON o O FH O =
| I | I S

8. Considere a aplicagao linear f : R[x] — R[z] tal que
flaz+b) = (a+b)x
para todo o ax + b € R[z]. Entao, f(x + 3) é igual a:

2z 4 2.
4x.
4+ 3.
D]«

Continua no verso desta folha
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Algebra Linear e Geometria Analitica B
Departamento de Matematica FCT-UNL
Exame de Epoca Especial — 7 de Setembro de 2009

Sé serdo consideradas certas as respostas devidamente justificadas. Mude de folha sempre que mudar de grupo.

[Cotacio]

[1.5]
[1.0]

[1.0]
[1.0]
[1.5]

[1.0]
[1.5]
[1.0]

9. Para cada a, b € R, considere a matriz

00a—40
ab 2 1
A= 01 1 O
a2 b 2

(a) Calcule o determinante de A.

(b) Usando a alinea (a), determine para que valores de a e b a matriz A é invertivel.
Mude de Folha

10. Seja B = {(1,1),(2,0)} uma base de R?. Considere a aplicacio linear f : R — R?
tal que
101
My = [0 1 1]'
(a) Determine o ntcleo de f.
(b) Sem calcular a imagem de f, diga a dim(Im f).

c) Determine a matriz M ,bC S,B usando matrizes de mudanca de base, em
R ’ ¢
que b.C.RS ¢é a base canodnica de Rg.

Mude de Folha

11. Considere a matriz

A:

000
000].
102
(a) Determine os valores préprios de A.

(b) Determine uma base do subespagco préprio, de A, associado ao valor préprio 0.

(c) Mostre que A é diagonalizdvel.
Mude de Folha

Continua na préxima folha
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[1.0]
[1.5]
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12. Sejam A, B e P matrizes de ordem n, tais que P é invertivel e
PA = BP.

Mostre que:

(a) det A =det B.
(b) Se X é um vector préprio de A entao:

(i) PX é matriz nao nula.

(ii) PX é vector préprio de B.

Fim

91
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Algebra Linear e Geometria Analitica B
Departamento de Matematica FCT-UNL
Exame de Epoca Especial — 7 de Setembro de 2009

Uma resolucdo

Fazendo o desenvolvimento do determinante de A através da primeira linha (de-
senvolvimento de Laplace), obtemos

00a—40
b2 1 abl
det A = det | & = (—1)*(a—4)det [0 10
01 1 0
a2 2
a2 b 2

Fazendo o desenvolvimento do determinante, desta matriz, através da segunda
linha (desenvolvimento de Laplace), obtemos

abl
(a — 4) det [0 1 0] — (a— 4)(—1)" det [Z H — (a—4)(2a - a)
a2 2

Portanto, det A = (a — 4)a.

Sabemos que uma matriz é invertivel se, e s6 se, o seu determinante é diferente
de zero. Pela alinea (a) temos que det A = (a — 4)a. Entao, A é invertivel para
qualquer b € R e a € R desde que a # 0 e a # 4.

Por definicao,
Nucf = {(z,y,2) € R*: f(z,y,2) = (0,0)}

Como nao nos dao a expressao da aplicagao f, mas sim a sua matriz canoénica,
My, entao
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11.

. 3.(1101
Nucf = ¢ (z,y,2) € R .[011}

IS

0
|-
= {(z,9,2) €R®: (z + 2,y +2) = (0,0)}
={(z,y,2) eR3:z+2=0Ay+2z=0}
= {(z,y,2) ERP 1w = —2, y = —z}
= {(-2,—-2,2) : 2 € R}

=< (=1,-1,1) > .

(b) Pela alinea anterior, temos que Nucf =< (—1,—1,1) >. Como (—1,—1,1)
(0,0,0), entao {(—1,—1,1)} é uma base de Nucf. Assim, dim(Nucf) = 1.

Pela tedrica sabemos que
dim(Nucf) 4 dim(Imf) = dimR? = 3.

Entao, dim(Imf) = 3 — dim(Nucf) =3 - 1= 2.

93

+

(c) Porque a matriz M(f;b.c.gs, B) tem nas suas colunas, as coordenadas, na base

B, das imagens por f dos vectores da base canénica de R?, e porque
1 1
_ _[101 _[1
[f(laoao)]_Mf|:8] _|:011:| [0 _[0]’

0
ou seja, f(1,0,0) = (1,0) = 0(1,1) + 3(2,0),

0 101 0
0,1,0) = M;| 1| =
1£(0,1,0) fH B [(1)

ou seja, £(0,1,0) = (0,1) = 1(1,1) — 5(2,0),

1
-11]
ou seja, f(0,0,1) = (1,1) =1(1,1) + 0(2,0),

entao,

0 11
2 2

(a) O polinémio caracteristico da matriz A é, por definicao, p4(\) = det(Al3 — A)
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100 000 A0 0
=det [A|010| —|000|]=det| OX 0] =2I01\-2).
001 102 ~10A-2

Como os valores préprios de A sao as raizes do seu polinémio caracteristico entao,
os valores proprios de A sdo o zero e o dois.

Vamos calcular uma base do subespago préprio associado ao valor préprio 0, My,
ou seja, uma base do subespagco solucao do sistema homogéneo

T 0
ool [}

00 O -10 -2 102
00 Oles—e| 00 O)e4—-—-6|000].

Como

0f; — A=
-10 -2 00 O 000

Entao, x = —2z, donde

My = {(wvy? Z) ER’: = _22} = {(_2'2’?/? Z) Y,z E R} =< (_2707 1)7 (Oa 170) >

-20
Porque r 01
10

= 2, entao {(—2,0,1),(0,1,0)} é uma base de M.

Pela alinea anterior, mg(0) = dim(My) = 2. Porque 1 < mg(2) < ma(2) e pela
alinea (a), ma(2) = 1, entdao mg(2) = 1. Assim,

mg(0) + mg(2) =2+ 1 =3 = ordem de A.
Portanto, A é diagonalizavel.
Por hipétese, a matriz P é invertivel e PA = BP. Entao
P 'PA=P 'BP,

ou seja,
A= P 'BP.

Assim,
det A = det(P~!BP).

Porque o determinante de um produto de matrizes quadradas é igual ao produto

dos determinantes das matrizes, temos que
det A = det(P ™) det(B) det(P).
Mas, a matriz P é invertivel, pelo que det(P~!) = (det P)~!. Donde,
det A = det(P~!) det(B) det(P) = (det P)~* det(B) det(P).
Usando a propriedade comutativa do produto em R, concluimos que

det A = (det P) ! det(P) det(B) = det B.
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(b) (i)

(i)

Suponhamos que PX era uma matriz nula. Como P é invertivel, entao
0=PX = 0=P'PX =X.

Mas isto é impossivel porque X é um vector préprio de A, o que, por definicao,
significa que X é uma matriz nao nula. Donde PX # 0.

J& sabemos, pela alinea anterior, que PX é uma matriz nao nula. Por outro
lado, usando a hipétese de PA = BP, temos que

BPX = PAX.

Porque X é um vector préprio de A, entdao, AX = AX para algum A € R.
Assim,
BPX = PAX = PA\X = \PX.

Mas isto significa que PX é um vector préprio de B.
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Capitulo 3

Testes e Exames de ALGA 2007/08

3.1 PRIMEIRO TESTE DE ALGA 2007/08

DXDe,

%,

B
%‘%‘? sw"‘g
Algebra Linear e Geometria Analitica B
Departamento de Matematica FCT-UNL
1° TESTE - 17 de Novembro de 2007

TESTE A
PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Nome:
Numero de caderno:’ \ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Respostas
A|B|C|D

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.
10.

Continua no verso desta folha
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Respostas
A|B| C|D
11.
12.
13.
14.
15.
16.
Atencao

Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que
considerar adequada.

Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X
a sua nova opgao.

Para cada um dos grupos de escolha multipla, a cotagao atribuida é a seguinte:

* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
* Se responder correctamente: +1,25 valores;

* Se responder erradamente: —0,41 valores.

A classificagao é dada por

max {0, cl} + max {0, cliy} + max {0, clypr },
onde clj designa a soma das classificagoes obtidas nos grupos de 1 a 5, clj; designa
a soma das classificagoes obtidas nos grupos de 6 a 12 e clyj; designa a soma das
classificagoes obtidas nos grupos de 13 a 16.

1. A interseccio dos 3 planos de R3 de equacdes gerais
3x+3y=6; r—y+22=2; 5r—>5y+102=10
é:
uma recta.
um ponto.

um plano.
@ 0 vazio.

Continua na préxima folha
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. Considere as matrizes

_[to2 _[o1o0 114
A‘{om}’ B_[ooo]’ C‘{ow]'

Quais sdo as matrizes que estdo em forma de escada e quais é que nao estao?

A, B e C nao estao em forma de escada.
A e C estdo em forma de escada e B nao estd em forma de escada.
A estd em forma de escada e B e C nao estao em forma de escada.

@ A, B e C estao em forma de escada.

1 1 1 1

. A matriz o>—1-15 tem caracteristica
1-1-1 1
—4 10 10 —4

[A] 1.
[B] 2.
C] 3.
D] 4.

. Para cada a € R e cada 8 € R, considere o sistema de equagoes lineares de coeficientes

reais nas incognitas x,y, z, sobre R,

r+2=0
224+ y+az=0
dr + By + 4z = a.

Apenas uma das seguintes afirmacées é FALSA. Indique qual é.

Se o # 0 e =0 entdo o sistema é impossivel.
Se a# 0 e B # 0 entado o sistema é possivel e determinado.
Se a =0 e 3 =0 entdao o sistema é possivel e indeterminado.

@ Se a =0 e [ # 0 entao o sistema é possivel e determinado.

. Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Um sistema com duas equacoes lineares a trés incégnitas nao pode ter uma tinica
solucao.

Um sistema com trés equagoes lineares a duas incégnitas nao pode ser um sistema

possivel.

Um sistema homogéneo com trés equagoes lineares a duas incégnitas nao pode

ser um sistema impossivel.

@ Um sistema com duas equagoes lineares a trés incégnitas nao pode ter exacta-
mente duas solugoes.

Continua no verso desta folha
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1
. Sejam F; = {1 2],]32: {1 _1},E3: [1 _2} e By = [0 1}

.. . 1
. A matriz inversa da matriz [

CAPITULO 3. TESTES E EXAMES DE ALGA 2007/08

2-4 5 201
O elemento da posicio (1,2) da matriz (AT B)T é:

.SejamA—{O 1_1} eB—{Oll}.

[A] -s8.
[B] 0.
C]2
D] -1.
.SejamA:{_igﬂ eB=[1234].

O produto AB nao se pode efectuar porque:

o numero de linhas de A é diferente do ntimero de linhas de B.
E o nimero de linhas de A é diferente do niimero de colunas de B.
o numero de colunas de A é diferente do nimero de colunas de B.

@ o nuimero de colunas de A é diferente do niimero de linhas de B.

01 0 1

Quais sao as matrizes elementares e quais é que nao sao?

0-1 10

F1, E5, B3 e E4 sao matrizes elementares.
FE1, E5, B3 e B4 nao sao matrizes elementares.

FE1, E3 sao matrizes elementares e Fs, F4 nao sao matrizes elementares.

@ FE1, E5, E4 sao matrizes elementares e Fs nao é matriz elementar.

0 é a matriz
02

N O o
NO ko
—_ . —_

sl o] [= ¥
IO)—‘”OH“O)—‘”O»—“

Continua na préxima folha
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10. Seja A uma matriz do tipo 2 x 3. Seja C' a matriz que se obtém de A apds as seguintes
transformacoes elementares: substituicao da 2% linha de A pela soma da 2* com a 1?
linha, seguida da troca da 1* com a 22 linha, entao

@ =[]
5= [11][22)s
o= |2
oe= (1331

102
11. O elemento que ocupa a posigao (2,3) da matriz inversa da matriz [1 1 3} é:
023

1.
B] 1.
0.
D] -2.

12. Sejam A e B duas matrizes quaisquer de ordem n. Apenas uma das seguintes afirmagoes
é FALSA. Indique qual é.

Se By é a 1* coluna de B entao ABj é a 1* coluna de AB.

(A+B)T =BT + AT,
Se A e B sao invertiveis entdao (AT BT)~1 = (A~1B~1)T,
D] (AB)? = A2B2.

13. Considere os subconjuntos de R?

T, = {(Lavb) a,be R}

Ty = {(0,0,0)}

T35 ={(0,a,0): a € R,a >0}

Ty = {(a,b,0) : a,b € R,a=—b}

Quais os subconjuntos que sio subespacos de R? e quais é que nio o sio?

Ty, Ty, T3, Ty ndo sdo subespacos de R3.

Ty é subespaco de R? e Ty, T3, Ty nio sao subespacos de R3.
Ty, T3, Ty sdao subespacos de R3 e T} néo é subespaco de R3.
@ Ty, Ty sao subespacos de R3 e T1, T3 ndo sdo subespacos de R3.

Continua no verso desta folha
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14. O vector de R3, (1, —1,3), ndo pertence ao subespaco

D]

15. O conjunto formado pelos vectores de R3,

1,-1, 3) (0 0,0)).

0,1,3), (1,-2,0)).
~2,2,-6))

1,1,3), (0,0, 2)>

o~ o~~~
/-\/-\/-\/\

= (1,-1,3), va = (1,-2,2), v3 = (0,1, a),

é um conjunto de vectores linearmente dependente para

16. Seja {u1,us,u3} um conjunto de vectores de R?, linearmente independente. Apenas
uma das seguintes afirmacgoes é FALSA. Indique qual é.
{u1,u2} é um conjunto de vectores de R?, linearmente independente.
{u1 +ug, us, u; —ug} é um conjunto de vectores de R3, linearmente independente.
{uy +ug, 2u; +2uz} é um conjunto de vectores de R?, linearmente independente.

@ {uy,u3,uz} é um conjunto de vectores de R3, linearmente independente.

Fim
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R

Algebra Linear e Geometria Analitica B
Departamento de Matematica FCT-UNL
1° TESTE — 17 de Novembro de 2007

Uma resolucdo

A
D
B
B
B
A
D
D
. B
A
A
D
D
D
A
C
A matriz ampliada do sistema que corresponde & interseccao dos 3 planos é

33 0]6

[AIB]=|1-1 2|2

5 —510(10

Resolvamos este sistema.
33 0|6 — 11 02 m’ 1 1 0}2
L-1 22 [h7shfr—1 202 |, o 5|0 -2 20
3 3 1
5 —5 10|10 5 —5 10|10 0 —10 100

1102711 0]2 10 112
i—(=5) | g —2 2|0 [ 2==2l2 | 01 —1]0 | b—=(i—l) | 0 1 —1]0
00 0/0 00 00 00 00

e . . =2-
Esta ultima matriz corresponde ao sistema {"; . ‘ (recta). Resposta A

103
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2. Uma matriz estd em forma de escada se

(a) Se a matriz tiver uma linha nula, abaixo dessa linha s6 ha linhas nulas.

(b) Se tiver duas linhas n@o nulas, entdo o pivot da linha inferior estd4 numa coluna
mais a direita do que o pivot da linha superior.

Assim, A, B e C estao em forma de escada. Resposta D

. Para calcular a caracteristica da matriz, temos que obter dela uma sua forma de

escada.
111 1) [t 11— 11 11
5 —1-1 (st |0 —6—60| Bs=6R) 10660
1 -1-1 (o) |0 =2 =20 lamCatGl) 10 0 0 0
~410 10 —4 014 14 0 00 00

Pelo que a caracteristica da matriz (nimero de linhas ndo nulas de uma sua matriz
em forma de escada) é 2. Resposta B

4. Vamos fazer a discussao do sistema, usando a matriz ampliada do sistema, [A|B].

10100 5omoany [10 1 0 1o 1 0
21 a0 |\ gyay |01 a=2/0 676G 01 a—2 |0
40 4|« 08 0 |« 00 —fBla—2)«a

(a) Se f=0e a=0entao r(A) = r([A|B]) = 2 < 3 = ndmero de incdgnitas, entao
o sistema é possivel e indeterminado.

(b) Se 3 =0e a # 0 entao r(A) =2 < 3 =r([A|B]), entao o sistema é impossivel.

(c) Se B # 0 e a # 2 entao r(A) = r([A|B]) = 3 = ndmero de incdgnitas, entdo o
sistema, é possivel e determinado.

(d) Se B #0ea=2entao r(A) =2 < 3 =r([A]|B]), entdo o sistema é impossivel.

Pelo que a resposta C é (a), a resposta A é (b), a resposta D estd em (c) e a resposta
B contem (d), pelo que a falsa é a B

z+y=0

. O sistema ¢ * —y =0  tem 3 equagdes e 2 incégnitas e tem a solucao x = y = 0.

20 +2y =0
Resposta falsa é a B

2

. (ATB)], = (ATB)y1 = [1 —4] {0} = —8. Resposta A

. O produto AB néao se pode efectuar porque o nimero de colunas de A é diferente do

nimero de linhas de B. Resposta D

. Matrizes elementares sao matrizes que se obtém da matriz identidade efectuando uma

Unica transformacao elementar, pelo que a Unica que nao é matriz elementar é a Es.
Resposta D

. A inversa da matriz elementar é a matriz da resposta B
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10.

11.

12.

13.

14.

As transformagdes elementares sao

12—'(l2+l1)Bll‘—>l2C’
pelo que
01 10
[1 O} [1 1}14_0'
Resposta A
(102
Calculemos a inversade |11 3
(023
102(100 [102/1 00
11301021 011]-110
023001 10230 01

102/1 00| 3,50 [100]=3 4 =2

ls=(s=22) | 01 1|—=1 1 0 li— (1 —213) 010/—-3 3 —1|, pelo que a inversa da
0012 =21 00112 =21

matriz dada é

-3 4 =2
-3 3 -1
2 =21

A posigao (2,3) desta matriz é —1. Resposta A

11 Jo1 o 02 , [04
SendoA—[OO e B = [01],entaoAB _{OO} e (AB)® = [00} Portanto,

neste caso (AB)? # A2B2. A resposta falsa é a D.

T} nao é subespaco porque (0,0,0) nao lhe pertence.

Ts é subespago porque é o conjunto-solucao do sistema homogéneo

z=0
y=0
z2=0

T3 nao é subespaco porque (0,1,0) é elemento de T3 mas (—1)(0,1,0) = (0,—1,0) nao
estd em T3.

Ty é subespago porque é o conjunto-solucao do sistema homogéneo

a+b=0
c=0

Entao a resposta é D

Vejamos que (1, —1,3) nao se escreve como combinagao linear dos vectores (1,1,3) e
0,0,2).

(1,-1,3) = (1, 1,3) + 5(0,0,2) = (v, o, 3 + 23)
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15.

16.
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a=1
entao ¢ a=—1 , sistema impossivel. Isto significa que (1, —1,3) nao pertence ao
3a+20=3

subespaco < (1,1,3),(0,0,2) >. Resposta D

Consideremos a matriz que tem como colunas os vectores vy, v9, v3 € calculemos a sua

caracteristica.
1 10 m’ 110 O 11 0
A = —]_ _2 ]. l3—>(l3—3l1) O _]. 1 3 3 2 0 _1 ].
3 2 « 0 -1« 0 0 a—1

{v1,v9,v3} é linearmente dependente se, e s6 se, r(A) < 3 se, e 86 se, « = 1. Resposta

A
O conjunto S = {uy + ug, 2uj + 2us} é linearmente dependente porque
(—2)(uy + u2) + (1)(2u1 + 2ug2) = (0,0,0)

¢ uma combinacao linear dos vectores de S que da o vector nulo, tendo algum dos
escalares nao nulo. Resposta C
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3.2 SEGUNDO TESTE DE ALGA 2007/08

XD,
@
%%%,ﬁ» ¢

Algebra Linear e Geometria Analitica B
Departamento de Matematica FCT-UNL
2° TESTE — 12 de Dezembro de 2007
TESTE A

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Numero de caderno:’ \ \ \ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Respostas
A/B|C|D

S IR Rl Rl R

Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opcao que

considerar adequada.

Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X
a sua nova opgao.

Para cada um dos grupos de escolha miiltipla, a cotagao atribuida é a seguinte:

* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opc¢ao: 0 valores;
* Se responder correctamente: 41,25 valores;
* Se responder erradamente: —0,41 valores.
A classificagao da parte de escolha multipla (Grupos 1 a 8) é dada por
max {0, cly} + max {0, cly},
onde cly designa a soma das classificagoes obtidas nos grupos de 1 a 4 e clyg
designa a soma das classificagoes obtidas nos grupos de 5 a 8.

Continua no verso desta folha
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203
104 | através da 12 linha é:
151

1. O célculo do determinante da matriz A =

w015
2211 +3ig.
A -2[31]-
DIEFE I

2. Sejam A e B matrizes de ordem 2, invertiveis, tais que |A| =k, |B| = p.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

| — AB| = —kp.
|B”| = p.
A7 = ¢
D] 24| = 4k.

3. Sejam u e v vectores de R?. Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique
qual é.

uxv:vxu.
uxu:ORg.
[C] ux (20) = 2(u x v).
@u!(uxv):o.

3-20
4. Os valores préprios da matriz A = [—2 3 0] S&0 0S NUmeros reais:

0 05
3 e 5, sendo ma(3) =2 e ma(5) = 1.
1 e 5, sendo ma(l) =2 e ma(b) = 1.
1 e 5, sendo ma(1) = 1 e ma(5) = 2.
@ 3 e 5, sendo ma(3) =1 e ma(5) = 2.

Continua na préxima folha
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5. Considere as aplicagoes
f1:R? — R? tal que fi(z,y) = (z+y,z—y)
fo : R — R3 tal que fo(z,y,2) = (22 + 1,y, 2)
f3: B2 — R tal que fa(z,y) = (y,7,0)
para todo o z,y, 2z € R.

Quais destas aplicacoes sao aplicacoes lineares e quais é que nao o sao?

f1, fo e f3 s@o aplicagoes lineares.
f1, fo sao aplicacoes lineares e f3 nao é aplicacao linear.
f1 € aplicagao linear e f5, f3 ndo sdo aplicagoes lineares.

@ f1, f3 sado aplicagoes lineares e fs nao é aplicagao linear.

6. Considere a aplicacdo linear f : R? — R? cuja matriz canénica é A = [(2) _” . Entao,
f(1,0) é igual a:
(1,0).
(0.2).
(1,-1).
D] (—=1,1).
123
7. Considere a aplicacdo linear f : R? — R3 cuja matriz canénica é A = [01 2.
110

Entao, f(x,y,z2), com z,y,z € R, é igual a:

x+2y+3z,y+2z,2+vy).
2x,4y,52).
6x, 3y, 22).
r+ 2,20+ y+ 2,3 + 2y).

Al (
(
CJ(
(

8. Seja f : R® — R™ uma aplicagao linear. Apenas uma das seguintes afirmagoes é
FALSA. Indique qual é.

x—y) = f(z) — f(y), para todo o x,y € R™.
2?) = (f(z))?, para todo o x € R™.
z+y) = f(z)+ f(y), para todo o xz,y € R™.

[N}
&
~
Il
[\

f(z), para todo o x € R™.

Continua no verso desta folha
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asig
%,% 4 )&

Algebra Linear e Geometria Analitica B
Departamento de Matemdtica FCT-UNL
2° TESTE — 12 de Dezembro de 2007

Sé serdo consideradas certas as respostas devidamente justificadas. Mude de folha sempre que mudar de grupo.

9. Considere a matriz

—-10 -3
A= 32 3.
00 2
[1.0] (a) Justifique que o polinémio caracteristico da matriz A é

(A =22(\+1).

[1.5] (b) Sabendo que 2 é um valor préprio da matriz A, determine o subespago préprio
de A, associado ao valor préprio 2.

Mude de Folha

10. Seja f : R?* — R? a aplicacdo linear tal que

f(@,y,2) = (x+y,y + 2,2+ 2), para todo (z,y, z) € R3.

[1.0] (a) Calcule f(1,-1,0).
[1.5] (b) Determine a matriz canénica de f, Mjy.
[1.5] (¢) Verifique se f é injectiva.
[1.0] (d) f é sobrejectiva?
Mude de Folha

11. Seja A uma matriz de ordem n tal que A? = A. Mostre que:
[1.0] (a) det(A) =0 ou det(A) = 1.
[1.5] (b) Se A é valor préprio de A, entao X € {0,1}.

Fim
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Algebra Linear e Geometria Analitica B
Departamento de Matematica FCT-UNL
2° TESTE — 12 de Dezembro de 2007

Uma resolucdo

IN
@ > W O Q = = w

9. (a) O polinémio caracteristico da matriz A é, por definigao,

(100 -10 -3
pa(A) =det(A[3 — A)=det [A|010| -] 32 3 =
(001 00 2

A+1 0 3]
=det| —-3x-2 -3|=(A-22%\+1).
0 0A—2)

(b) Vamos calcular o subespago préprio associado ao valor préprio 2, Ma, ou seja, o
subespago solucao do sistema homogéneo

x 0
(2)\—A) y| = |[0].
z 0
Como
30 3 303 101
2_[3—14: -30 -3 by — by + 04 000 Elﬂéfl 000/{.
00 O 000 000
Entao, x = —z, donde

My ={(z,y,2) €eR3: 2= -2} ={(—2,9,2) : y,z € R} =< (=1,0,1),(0,1,0) > .

10. (a) Sendo x =1,y = —1,z = 0, pela expressao de f(z,y,2) obtemos que

f(17_1a0) - (07 _17 1)
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(b)

CAPITULO 3. TESTES E EXAMES DE ALGA 2007/08

Porque a matriz canénica da aplicacao linear f tem nas colunas as imagens, por
f, dos vectores canénicos de R3, e; = (1,0,0), ea = (0,1,0), e3 = (0,0,1), e
porque
f(1,0,0) = (1,0,1)
f(0,1,0) = (1,1,0)
f(0,0,1) = (0,1, 1),
entao,
110
My=|011].
101

Sabemos que uma aplicagdo linear é injectiva se, e s6 se, o seu nucleo for igual
ao vector nulo.

Ora, por definigao,
Nucf = {(z,y,2) € R®: f(z,y,2) = (0,0,0)}
={(z,y,2) eR¥: (zx+y,y+ 2,2+ 2) =(0,0,0)}
={(z,9,2) ER3:x+y=0Ay+2=0Az+2=0}
={(z,y,2) ER3:x =y =2=0}

= {(0,0,0)}
Assim sendo, f é injectiva.
Sabemos que sendo f uma aplicacdo linear de R? em R3, entdo f é sobrejectiva

se, e 80 se, [ é injectiva. Por (c), f é injectiva, logo é sobrejectiva.

Sendo A% = A, entdo det A% = det A. Mas det A2 = (det A)%. Logo, (det A)? =
det A.

Mas isto implica que (det A)((det A) — 1) = 0. Donde, det A =0 ou det A = 1.

Se A é valor proprio da matriz A, existe uma matriz coluna X, 3 x 1, ndo nula,

tal que
AX = \X.
Mas entao,
AX = AX = A?X = A(AX) = AOX) = MAX) = \*X.

Ou seja,

MX -AX =0
e

(A2 —NX =0.

Como duas matrizes s@o iguais se as respectivas entradas forem iguais e, porque
X # 0, entao
A —A=0.
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Mas isto implica que A(A — 1) = 0, donde,

A e{0,1}.
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3.3 TERCEIRO TESTE DE ALGA 2007/08

BSIDAD

%%
%"’n.,w,‘.»g
Algebra Linear e Geometria Analitica B
Departamento de Matematica FCT-UNL
3° TESTE — 23 de Janeiro de 2008

TESTE A

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Numero de caderno:’ \ \ \ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Respostas
A|B|C|D

PN T W=

Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que
considerar adequada.

Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X
a sua nova opgao.

Para cada um dos grupos de escolha multipla, a cotagao atribuida é a seguinte:

* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opg¢ao: 0 valores;
* Se responder correctamente: 41,25 valores;
* Se responder erradamente: —0,41 valores.
A classificagao da parte de escolha multipla (Grupos 1 a 8) é dada por
max {0, cly} + max {0, clyr},
onde cly designa a soma das classificagoes obtidas nos grupos de 1 a 4 e clyg
designa a soma das classificagcoes obtidas nos grupos de 5 a 8.

Continua na préxima folha
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1. Considere os seguintes conjuntos de R?:
A={(3,0),(-1,5)},
B ={(1,0),(1,2),(0,2)},
C ={(1,0),(0,0)},
D ={(1,1)}.

Quais os conjuntos que sdo bases de R? e quais é que nio o sdo?

A, B sdo bases de R? e C, D néo sio bases de R?.
A é uma base de R? e B, C, D nao sio bases de R?.
A, C sao bases de R? e B, D nio sio bases de R2.
@ A, B, C, D nao sdo bases de R?.

2. Seja f : R? — R? a aplicagao linear cuja matriz relativamente & base B = {(1,1), (—1,1)}
de R? e & base canénica de R? é

M(f;B,b.c. de R?) = {(1) ‘ﬂ

Entao, f(1,1) é igual a:

3. Sejam B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,1,1)} e B = {(0,1,0),(0,1,1),(1,0,0)} duas bases de
R3. Entdo a matriz
M (idgs; B, B')
é igual a:

[100]
011].
(001 |
(0017
110].
(010
(00 1]
100].
(010
(0107
001].
(100 |

s o) = [

Continua no verso desta folha
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4. Seja f : R?® — R® uma aplicacdo linear. Apenas uma das seguintes afirmacoes é
VERDADEIRA. Indique qual é.

dim(Nuc(f)) + dim(Im(f)) =5

|B| dim(Nuc(f)) + dim(Im(f)) = 3

dim(Nuc(f)) — dim(Im(f)) =2

(D] dim(Im(f)) — dim(Nuc(f)) = 2
310

5. Considere a matriz A= | 05 1 |. Os valores préprios de A sao:

005

3 e 5, sendo mg(3) =1emg(5) = 1.

3 e 5, sendo mg(3) =2 e mg(5) = 1.

3 e 5, sendo mg(3) =1 e mg(5) = 2.

@ 3 e 5, sendo myg(3) =2 e mg(5) = 2.

7. Considere os seguintes subconjuntos de Mayo(R):

le{ g’f € Maxo(R) : a,beR},

_g Z_ € MQXQ(R) S R},

{
tool}
{

a0
g a} € Moy (R) : aeR}.

15
T3
Ty

Quais os subconjuntos que sao subespagos de May2(R) e quais é que nao o sao?

Ty, Ty, T5, Ty nao sao subespagos de May2(R).

Ty é subespago de Maxo(R) e Ty, T3, Ty nao sao subespacos de Maya(R).
Ty, T, sao subespagos de Max2(R) e T, T3 nao sao subespagos de Mayo(R).
@ Ty, Ty, Ty sao subespagos de Maxo(R) e T3 ndo é subespaco de Maya(R).

Continua na prdxima folha
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8. Em Rgy[z] considere o conjunto
S ={x? -2, 3z —1, 2° — 6z}.
Apenas uma das seguintes afirmacées ¢ VERDADEIRA. Indique qual é.

O conjunto S gera Rg[x] mas nado é linearmente independente.
O conjunto S nao gera Ra[x] nem é linearmente independente.
O conjunto S gera Ry[x] e é linearmente independente.

@ O conjunto S nao gera Ra[z] mas é linearmente independente.

Continua no verso desta folha
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Algebra Linear e Geometria Analitica B
Departamento de Matemdtica FCT-UNL
3° TESTE — 23 de Janeiro de 2008

Sé serdo consideradas certas as respostas devidamente justificadas. Mude de folha sempre que mudar de grupo.

[Cotacio]
9. Considere a aplicacdo linear f : R? — R3 tal que
f(:payaZ) = ($+y,$+z,y—z)
paratodoo z,y,z € R. Sejam B = {(0, 1,0),(1,0,0),(0,0,1)} e B = {(0,0,1),(1,0,0),(0,1,0)}
duas bases de R3.
[1.5] (a) Determine M (f;B,B').
[1.5] (b) Determine uma base de Nuc(f).
[1.0] (c) Determine uma base de R? que inclua os vectores (—1,1,0),(—1,0,1).

Mude de Folha

[1.0] 10. (a)

[L.0] (b)
[1.0] (c)
Mude de Folha
11. Seja A = [a;;] uma matriz de ordem n, triangular superior tal que a;; =2,i=1,...,n.
[1.0] (a) Determine os valores préprios de A.
[2.0] (b) Mostre que A é diagonalizavel se, e s6 se A = 21I,,.

Fim
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Algebra Linear e Geometria Analitica B
Departamento de Matematica FCT-UNL
3° TESTE — 23 de Janeiro de 2008

Uma resolugdo

&
> W g » W

7. C
8. B

9. (a) Porque a matriz M(f;B,B’) tem nas suas colunas, as coordenadas, na base B/,
das imagens por f dos vectores da base B, e porque

£(0,1,0) = (1,0,1) = 1(0,0,1) + 1(1,0,0) + 0(0,1,0)
£(1,0,0) = (1,1,0) = 0(0,0,1) + 1(1,0,0) + 1(0, 1,0)
£(0,0,1) = (0,1,—1) = —1(0,0,1) + 0(1,0,0) + 1(0, 1, 0),

entao,

10 -1
Myp=|11 0
01 1

(b) Por definicao,
Nucf = {(x,y,2) € R : f(z,y,2) = (0,0,0)}
= {(z,y,2) eR®: (z+y, x4+ z,y — 2) = (0,0,0)}
={(z,y,2) ER*:x+y=0Az+2=0Ay—2 =0}
={(z,y.2) ER® 1w = —y, z =y}
={(=y.y9) 1y e R}
=< (-1,1,1) >

Porque (—1,1,1) # (0,0,0) entao {(—1,1,1)} é linearmente independente. Con-
sequentemente, {(—1,1,1)} é uma base de Nuc(f).
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10.

11.
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Sabemos que dim(R3) = 3, portanto qualquer conjunto com 3 vectores de R3
que seja linearmente independente, é uma sua base. Como queremos uma base
de R3 que inclua os vectores (—1,1,0), (—1,0,1), necessitamos de encontrar um
vector de R3, (a, b, ), que com os dois anteriores forme um conjunto linearmente
independente.

Ora, S ={(-1,1,0), (-1,0,1), (a,b,c)} é linearmente independente se, e s6 se,
a caracteristica da matriz cujas colunas sdo os vectores de S é 3. Mas isto é
equivalente a afirmar que a matriz cujas colunas sao os vectores de S é invertivel
(ou seja, o seu determinante é diferente de zero). Porque o determinante de uma
matriz é igual ao da sua transposta, entao, podemos afirmar que S é linearmente
independente se, e s6 se, a matriz cujas linhas sao os vectores de S é invertivel.
Ou ainda que a caracteristica da matriz cujas linhas sao os vectores de S é 3.

Assim, vamos calcular a caracteristica da matriz cujas linhas s&do os vectores de

S

—-110 -1 10
—101|t—t—0 0-11
abec a bec

Se a =b=0 e c=1, a matriz anterior tem caracteristica 3, pelo que

{(-1,1,0), (-1,0,1), (0,0,1)}

é uma base de R? nas condicdes do enunciado.

Os valores préprios de A sao as raizes do seu polindmio caracteristico, p4(\) =
|AI, — A|. Porque a matriz A é triangular superior, entao (AL, — A) também é
triangular superior. Consequentemente, |A\I,, — A| é igual ao produto dos elemen-
tos da diagonal principal. Portanto, pa(A) = (A —2)™ e o tnico valor préprio de
A é o0 2 com multiplicidade algébrica n.

Por definicao, uma matriz quadrada, B é diagonalizavel se existir uma matriz
invertivel, T', com a mesma ordem da B, tal que 7' BT ¢é uma matriz diagonal.
Mais, esta matriz diagonal tem na sua diagonal principal, os valores préprios da
matriz B.

Pelo que foi dito anteriormente, se A = 2[,, entdo A é uma matriz diagonal.
Portanto, diagonalizavel.

Reciprocamente, suponhamos que A é diagonalizdvel e seja P, uma matriz de
ordem n, tal que P~'AP é uma matriz diagonal. Atendendo & alinea anterior,
P~1AP = 2I,,. Entao,

A= P[P 'AP)P~! = P(2I,)P" ! = 2(PI, P ') = 2I,.
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3.4 EXAME DE RECURSO DE ALGA 2007/08

%%M‘\»g
Algebra Linear e Geometria Analitica B
Departamento de Matematica FCT-UNL
Exame de Recurso — 13 de Fevereiro de 2008

EXAME A

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Niumero de caderno:’ \ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Respostas
A|B|C|D

XIS OB )=

Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opcao que
considerar adequada.

Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X
a sua nova opgao.

Para cada um dos grupos de escolha miiltipla, a cotagao atribuida é a seguinte:

* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
* Se responder correctamente: +1 valores;
* Se responder erradamente: —0, 33 valores.

A classificagao da parte de escolha maultipla (Grupos 1 a 8) é dada por

max {0, cl},
onde cl designa a soma das classificagoes obtidas nos grupos de 1 a 8.

Continua no verso desta folha
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11 0 0
. 00-1 5 .-
1. A matriz 11 1-5 tem caracteristica
00 1 0

[A] 1.
B] 2.
C] 3.
D] 4.

2. A matriz inversa da matriz [(1) ﬂ é a matriz

1
3
A [ 73
M 1
o1l
01
[1 -3
Bl
D] [,7]
101}
[007 5
3. A matriz } 1 g :2 tem determinante igual a
001 0

[A] 1.
[B] 3.
(C] 2.
D] 0.

4. Considere os subconjuntos de R3

Ty
15

{(0,a,b) : a,b e R}
{(0,1,0)}

T3 ={(0,0,2a) : a € R}
Ty ={(a,a+12,0) : a € R}.

Quais os subconjuntos que sao subespacos de R? e quais é que néo o sao?
Ty, Ty, T3, Ty nio sao subespacos de R3.

Ty, T3 sdo subespacos de R? e Ty, Ty nao sao subespacos de R3.

Ty, T, T3 sao subespacos de R3 e Ty ndo é subespaco de R3.

@ T, é subespaco de R? e T, T3, Ty nao sao subespacos de R3.

Continua na préxima folha
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. C[1-12 fo11
5. SeJamA[5 16}63[201}

O elemento da posicio (1,2) da matriz (A + B)T

0

7.

1.

D] 3.
0 23

6. Considere a aplicacdo linear f : R?> — R? cuja matriz canénica é A = |0 -1 2 |.

1-10

Entao f(z,vy,z2), com z,y,z € R, é igual a:

(2,20 —y — 2,3z + 2y).

(,0,52).

(52,9, 0).

@ (2y + 3z, —y + 2z, — y).

7. Seja f : R® — R® uma aplicacdo linear tal que Nuc(f) =< (1,0,0), (1,1,0) >. Entao
a dimensao da Im(f) é:

Al 3.
2.
1.

D] 4.

8. Qual dos seguintes conjuntos é uma base de R3?

o] [=] [~]

1,-1,0
1,0,0),
1,2,0),
1,1,1),

(0,0, 1)},
0,3,1),(0,0,5),(0,1,2)}.
0,0,3), (0,1,1)}.
0,0,2), (0,0,0)}.

AA/_\/_\
—~ o~ o~ —

Continua no verso desta folha
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Algebra Linear e Geometria Analitica B
Departamento de Matematica FCT-UNL
Exame de Recurso — 13 de Fevereiro de 2008

Sé serdo consideradas certas as respostas devidamente justificadas. Mude de folha sempre que mudar de grupo.
[Cotagdo]

9. Para cada o € R e cada 3 € R, considere o sistema de equagoes lineares de coeficientes
reais nas incégnitas x, ¥y, z, sobre R,

r—3y+z=1
2+ ay+ (B+1)z=—4
r—3y+pPz=a-+1.

[2.0] (a) Discuta o sistema anterior em fungao dos parametros « e 3.

[1.0] (b) Para a = —6 e § = —5 determine o conjunto-solugao do sistema.
Mude de Folha

10. Considere a matriz

2 -22
A=1(0 10].
0 31
[1.0] (a) Justifique que o polinémio caracteristico da matriz A é
(A=1)2\=2).
[1.5] (b) Determine uma base do subespago préprio, de A, associado ao valor préprio 1.
[1.5] (c) Verifique se A é diagonalizavel.

Mude de Folha

11. Sejam B = {(1,0),(1,1)} uma base de R? e B’ = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} uma base
de R3. Considere a aplicacdo linear f : R? — R3 tal que

1 2
-2 -4 .
0 0

[1.5] (b) Determine a matriz canénica de f, usando matrizes de mudanca de base.

M(f;B,B') =

[1.0] (a) Determine f(2,1).

Mude de Folha

Continua na préxima folha
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[Cotagio]
12. Seja {uy,...,up—1} uma base do subespagco vectorial W de R™. Sabendo que o vector
v € R” mas v ¢ W, mostre que:
[1.5] (a) O conjunto {ui,...,up—1,v} é linearmente independente.
[1.0] (b) O conjunto {ui,...,u,—1,v} é uma base de R".

Fim
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Algebra Linear e Geometria Analitica B
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Departamento de Matematica FCT-UNL
Exame de Recurso — 13 de Fevereiro de 2008

Uma resolucdo

9. (a) Vamos fazer a discussao do sistema, usando a matriz ampliada do sistema, [A|B].

1-3 1 1 T2 | 1 —3 1 |1 1 -3 1 1
2 a B+1| =4 | gy |0at+68-1]-6|P7E"B10at+6 0 |—a—6
1-3 B |a+1] 0 0 pfg-1|« 0 0 pg-1 «
i. Se #=1¢e a =0 entao temos

1-31]1]

0 6 0/—6

0 000

ii.

iii.

iv.

Assim, 7(A) = r([A|B]) = 2 < 3 = nimero de incégnitas, entio o sistema é
possivel e indeterminado.

Se 8 =1¢e a= —6 entao temos
[1-31]17]__ . [1-311
0000|5100 0[-6
|0 0 0|6 0 0 00

Assim, r(A) =1 < 2 =r([A|B]), entao o sistema é impossivel.
Sef=1ea# —6ea#0 entdo temos

1 -3 1 1
Oa+60—a—=©6
0 0 0 «

Assim, r(A) = 2 < 3 = r([A|B]), entdo o sistema é impossivel.

Se B # 1 e a# —6 entao r(A) = r([A|B]) = 3 = nlimero de incégnitas, entao
o sistema é possivel e determinado.

Se 6 # 1 e o= —6 entao temos

1-3 1 |1 1-3 1 |1
00 0 |0 |B22]00 8—1|-6
00 3—1|—6 00 0 |0
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Assim, r(A) = 2 = r([A|B]) < 3 =numero de incdgnitas, entao o sistema é
possivel e indeterminado.
(b) Se « = —6 e = —5, por (a) v), a matriz ampliada do sistema fica
1-3 1|1 ] — (1-31]|1 1 -30/0
00 —6/—6|2~Cs2 |0 0 11| b=tk |0 0 1|1
00 010 0 0 0|0 0 0 0|0

r =3y

L1 Pelo que o conjunto-

Esta ultima matriz corresponde ao sistema {

solucao do sistema é

{(z,y,2) eR®:x =3y, z=1}.

10. (a) O polinémio caracteristico da matriz A é, por definigao, pa(A) = det(A3 — A) =
100 2-22 A—2 2 =2
=det [A010|—-]0 10| | =det 0A—1 0| =(M\-1)2%\-2).
001 0 31 0 —-3Xx-1

(b) Vamos calcular o subespago préprio associado ao valor préprio 1, Mi, ou seja, o
subespaco solucao do sistema homogéneo

T 0
(1[3—14) yl =10].
z 0
Como
12 -2 1 22— [-10-2
Iz—A=| 0 0 0|a—(-16| 0 1 0 ﬁ;:gﬁ;gf;i 01 0].
0-3 0 0-3 0 00 0

Entao, x = —2z e y = 0, donde
My = {(z,y,2) €R3: x =22, y=0} = {(~22,0,2) : z€ R} =< (=2,0,1) >.

Porque (—2,0,1) # (0,0,0), entao {(—2,0,1)} é uma base de M.

(c) Pela alinea anterior, mg(1) = dim(M;) = 1. Porque 1 < mg(2) < ma(2) e pela
alinea (a), ma(2) = 1, entao mg(2) = 1. Assim,

mg(1) + mg(2) =1+1=2+# 3 = ordem de A.
Portanto, A nao é diagonalizavel.

11. (a) Porque (2,1) = 1(1,0) + 1(1,1), entdo (1, 1) sdo as coordenadas de (2, 1) na base
B. Se efectuarmos o produto M (f; B, B’) H , obtemos as coordenadas de f(2,1)

ERE

,1,1) +0(0,0,1) = (3, -3, -3).

na base B'.
1
Ora, M(f;B,B’){” = [—2 —
0

Donde, f(2,1) =3(1,1,1) — 6(

2
4
0
0
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(b) Fagamos o esquema

idpe idps
B B’
R? ] . R3

Entao,
Mf = ]\4-(’LCZ]R37 B,, bCR?,)M(f, B, B,)M(ZdRQ, b.C.RQ, B) =
100l 1 2], 11
=110 -2 —4 0 1|~ -1 -11.
111 0 0 -1 -1
12. (a) Se{ui,...,up—1,v} fosse linearmente dependente, existiam escalares aq, ..., a, €

R, nao todos nulos, tais que
a1u] + ...+ ap_1Up_1 + apv = Opn.

Se ay, # 0, entao,
aq Qn—1
V= ——Up— ... —
Qp Qp

Un—1,

ev € W, o que é impossivel. Logo a,, = 0. Mas entao,

alul + ...+ ap_1Up—1 = Ogn,

o que significava que {uq,...,u,—1} era linearmente dependente. Contradigao.
Portanto, {ui,...,un—1,v} é linearmente independente.
(b) SejaT =< uy,...,up—1,v > (subespaco vectorial de R"). Por a), {u1,...,up_1,v}

é linearmente independente, entdao dim(T) = n. Como T C R" e dim(T) =
dim(R™) = n entao, T =R" e {uy,...,up—1,v} é uma base de R™.
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3.5 EXAME DE EPOCA ESPECIAL DE ALGA 2007/08

@
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Algebra Linear e Geometria Analitica B
Departamento de Matematica FCT-UNL
Exame de Epoca Especial — 8 de Setembro de 2008
EXAME A

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Niumero de caderno:’ \ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Respostas

A|B|C|D

IR Rl Rl R

Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que
considerar adequada.

Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X
a sua nova opgao.

Para cada um dos grupos de escolha miltipla, a cotagao atribuida é a seguinte:

* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
* Se responder correctamente: +1 valores;
* Se responder erradamente: —0, 33 valores.

A classificagao da parte de escolha multipla (Grupos 1 a 8) é dada por

max {0, cl},
onde cl designa a soma das classificagoes obtidas nos grupos de 1 a 8.

Continua no verso desta folha
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. Sejam A = {12} e B= [1 4}
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. Considere o seguinte sistema linear de 3 equagdes nas incognitas x, y e z.

x—i—%y—z:()
y—z=0
2x +32=0.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

(6,—4,4) é uma solugao do sistema.
{(z,y,2) € R3: 2 = —32 y =2z} é o conjunto-solugdo do sistema.
< (3,—-2,-2),(0,0,0) > é o subespago solugao do sistema.

@ O sistema é um sistema homogéneo.

. Considere as matrizes

112 _[oo1 1 o2
A_{om]’B_{ooo}’C_[om]'

Quais sao as matrizes que estao em forma de escada reduzida e quais é que nao estao?

A, B e C estao em forma de escada reduzida.

B e C estao em forma de escada reduzida e A nao estd em forma de escada
reduzida.

C estd em forma de escada reduzida e A e B ndo estdao em forma de escada
reduzida.

@ B estd em forma de escada reduzida e A e C nédo estdo em forma de escada
reduzida.

45 21
O elemento da posicio (1,2) da matriz (24 — BT) é:

[A] 3.
B| 2.
(C] 4.
D] 9.

. Sejam A e B duas matrizes quaisquer de ordem 3. Apenas uma das seguintes afirmagoes

é FALSA. Indique qual é.

| - AB| = —|AB.

| A+ B| =|A| +|B|.
[24] = 8|Al.

D] |BT| = |B].

Continua na préxima folha
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5. Considere as aplicagoes
f1:R? — R? tal que fi(z,y) = (z+1,y—1)
fo: R? — R3 tal que fo(x,y) = (z +y,—y,0)
f3: R® — R? tal que f3(z,y,2) = (5bz + z,y — 2°)
para todo o z,y, 2z € R.

Quais destas aplicacoes sao aplicacoes lineares e quais é que nao o sao?

f1, fo e f3 s@o aplicagoes lineares.
f2, f3 sao aplicagoes lineares e f1 nao é aplicagao linear.
f3 é aplicacao linear e f1, fo nao sao aplicagoes lineares.

@ fo é aplicacao linear e f1, f3 nao sao aplicagoes lineares.

102
-111
300

6. Sejam B = {(1,0,2),(—1,1,1),(3,0,0)} uma base de R? e A = . A matriz

M(’LdRS, B, b.C.RS)

(matriz de mudanca de base) em que b.c.gs é a base canénica de R? é igual & matriz

A.

AT,

Cl AL
(AT)—l

Ellie}

7. Qual dos seguintes conjuntos é¢ uma base de R? que inclue os vectores (1,1,1) e (0,1,1)?

Al {(1,1,1),(0,1,1),(1,0,0)}.
{(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1),(2,2,1)}.
{(1,1,1),(0,1,1),(0,0,0)}.
{(1,1,1),(0,1,1),(0,0,4)}.

9eEE BEEE

Continua no verso desta folha
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Algebra Linear e Geometria Analitica B
Departamento de Matemdtica FCT-UNL
Exame de Epoca Especial — 8 de Setembro de 2008

Sé serdo consideradas certas as respostas devidamente justificadas. Mude de folha sempre que mudar de grupo.
[Cotacdo]

9. Considere a aplicacdo linear f : R? — R? tal que
f(xayvz) = ($—|—2Z7y _4Z)

para todo o x,y,z € R. Sejam B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} uma base de R? e
B ={(1,1),(1,0)} uma base de R?. Determine:

[1.5] (a) uma base de Nuc(f).
[1.5] (b) a matriz M(f;B,B).
[1.0] (c) a dimensao de Im(f).

Mude de Folha

10. Considere a matriz

b—4 0 O
B = 0 2 b
0 b-13
[0.5] (a) Para que valores de b, a matriz B ¢ invertivel.
[1.0] (b) Para b =1, determine a matriz inversa de B.
Mude de Folha
11. Considere a matriz
102
A=1124/{.
005
[1.0] (a) Determine os valores préprios de A.
[1.5] (b) Determine uma base para cada um dos subespacos préprios de A.
500
[1.5] (c) Determine uma matriz P, invertivel, tal que P~1AP = {020 |.
001
Mude de Folha
12. Sejam {uy,us2,u3} uma base de R e v = 5u; — 10u3 € R3.
[1.5] (a) Mostre que o conjunto {v, ug, u3} é uma base de R3.
[1.0] (b) Determine as coordenadas do vector w = —u;+3ug+2ug € R? na base {v, ug, ug}.

Fim
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Algebra Linear e Geometria Analitica B
Departamento de Matematica FCT-UNL
Exame de Epoca Especial — 8 de Setembro de 2008

Uma resolugdo

-
O w O w w O =

9. (a) Por definigao,
Nucf = {(z,y,2) €R®: f(z,y,2) = (0,0)}
= {(z,y,2) € R®: (z + 22,y — 42) = (0,0)}
= {(z,y,2) ER3:24+22=0Ay — 4z = 0}
= {(z,y,2) ER3: = —2z, y =4z}
= {(—22,42,2) : z € R}
=< (-2,4,1) >

Porque (—2,4,1) # (0,0,0) entao {(—2,4,1)} é linearmente independente. Con-
sequentemente, {(—2,4,1)} é uma base de Nuc(f).
(b) Porque a matriz M (f;B,B’) tem nas suas colunas, as coordenadas, na base B/,
das imagens por f dos vectores da base B, e porque
£(1,1,0) = (1,1) = 1(1,1) + 0(L, 0)
£(1,0,1) = (3,—4) = —4(1,1) + 7(1,0)
£(0,1,1) = (2,-3) = —3(1,1) + 5(1,0),
entao,

M(£iB.5) = |
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(c¢) Pelo Teorema das dimensoes temos
3 =dim R® = dim Nuc f+dim Im f =1+ dim Im f.
Consequentemente, dim Im f = 2.

10. (a) Sabemos que a matriz B é invertivel se, e sé se, |B| # 0.
Ora usando o Teorema de Laplace,

20

B| = (b—4) det {b—l ’

} = (b—4)(6—b(b—1)) = (h—4)(—b*+b+6) = (b—4)(b—3)(b+2).

Portanto, B ¢é invertivel se, e s6 se, b for um ntimero real distinto de —2, 3, 4.

-300
(b) Calculemos a inversade | 0 21
0 03
—300/1007] ,=—i, [100[-300 100[-30 0
3 1 1 N7 YRS 1 _1
0 21010 Egﬂlﬁz 015 0 50 22*)(527%[3) 010/ 0 5 7% s
0 03001 —35% [001]0 0% 0010 0 %
pelo que a inversa da matriz dada é
1
—-30 0
o 1 _1
2 76
00 3

3

11. (a) O polinémio caracteristico da matriz A é, por defini¢ao, p4(A) = det(Al3 — A) =

100 102 A-1 0 =2
=det [Af0o10] —|124] | =det| —-1r-2 —4|=O\=5)A=-1)(A=2).
001 005

0 0A=5
Donde, os valores préprios da matriz A sao os reais

1, 2, 5.

(b) Vamos calcular o subespaco préprio associado ao valor préprio 1, Mj, ou seja, o
subespago solucao do sistema homogéneo

T 0
sl

Como
0 0-2]———f00 1 P T 001
I;—A=|-1-1-4|b7720 |11 g4|l—E=db)1 4]
lo — —L {3 — (U3 +4¢
0 0-4]| 2 100 g |G G0

Entédo, x = —y e z = 0, donde
M, ={(z,y,2) eR®: z=—y, 2=0}={(—y,y,0): y€R} =< (—1,1,0) >.

Porque (—1,1,0) # (0,0,0), entao {(—1,1,0)} é uma base de M.
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12.

Vamos calcular o subespago préprio associado ao valor préprio 2, Ms, ou seja, o

|-t}

10 -2 7R LI 10 -2 J TS, 100
_ _ 2 — b2+ 6 _ 1 — (1 + 263
10 -4 05— 1oy 00 -6 ls — (€3 + 66) 000].
00-3 00 1 001

subespaco solucao do sistema homogéneo

N e 8

(213 — A){

Como

23— A=

Entao, x =0 e z =0, donde
My = {(z,y,2) €ER®: £ =0, 2=0} = {(0,5,0): y € R} =< (0,1,0) > .

Porque (0,1,0) # (0,0,0), entao {(0,1,0)} é uma base de Ma.
Vamos calcular o subespago préprio associado ao valor préprio 5, Ms, ou seja, o
subespaco solucao do sistema homogéneo

T 0
(5[3A)|:y:| = |:O:|
z 0

Como
40 -2]——— 1()7§ 1()—§
5l3—A=|-13—4 |70 1 I v ny|o1 -3 .
by — 12
00 0 5 00 1 00 0

= _ 1 _ 3
Entao, r = 52 e y = 52, donde

1 3 1 3
Ms = {(z,y,2) €R?: z =2 yziz}:{(az,iz,z): ze R} =<(1,3,2) > .

Porque (1,3,2) # (0,0,0), entdo {(1,3,2)} é uma base de Ms.

A matriz P tem nas suas colunas os vectores de uma base de cada um dos

subespacos préprios associados aos seus valores préprios. Mais, se como queremos

500
020/,

001

que

PlAP =

na primeira coluna de P serd um vector da base de M5, na segunda coluna de P,
um vector da base de M e na terceira coluna de P, um vector da base de Mj.

10 -1
31 1.

20 0

Assim, pela alinea anterior,

P=

Se {v,u2,us} fosse linearmente dependente, existiam escalares aj,as, a3 € R,
nao todos nulos, tais que

a1V + aoug + asug = Ops.
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Porque v = 5u; — 10ug entao,
a1(5u1 — 1OU3) + aoug + azug = Ops.

Donde,
Saquy + agug + (—10041 + OZ3)U3 = Ops.

Como {u1,us,u3} é uma base de R, entdo

oa; =0, ag =0, —10a; + a3 =0,

alzagzag:o.

Consequentemente, {v,ug,u3}é um conjunto de vectores linearmente indepen-
dente. Como s@o 3 vectores de R? (espaco vectorial de dimensdo 3) formam uma
sua base.

Porque w = —uy + 3ug + 2u3 e uy = %v + 2us3 temos que
1 1
w = —ui + 3us + 2ug = —(gv + 2u3) + 3ug + 2uz = —gY ~+ 3us + Ous.
Ou seja, o terno de coordenadas de w na base {v, ug, us} é

1
-=,3,0).
(-£.3,0)



