CIENCIAS E TECNOLOGIA

ct FACULDADE DE Algebra Linear e Geometria Analitica E

UNIVERSIDADE NOVA DE LISBOA Exame de Epoca Normal — 1 de Fevereiro de 2012
Departamento de Matematica

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Grelha de Respostas
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Atencao

Os primeiros 5 grupos desta prova sao de escolha multipla. Em cada um destes 5 grupos apenas uma das afirmacoes
é falsa. Determine-a e assinale-a com um X na grelha de respostas. A grelha de respostas da escolha miiltipla sera

recolhida ao fim de uma hora e cinquenta minutos de prova.

Cotacao: A cotacado total desta prova é de 20 valores. Para cada um dos grupos de escolha miiltipla a cotacao

atribuida é a seguinte:

® Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
® Se responder correctamente: +1,5 valores;

® Se responder erradamente: —0,5 valores.

A classificagdo da parte de escolha multipla (Grupos 1 a 5) é dada por | max{0, M} |, onde M designa a soma das

classificagdes obtidas nos 5 grupos de escolha miiltipla.

Duragédo do Exame (Sem intervalo): 2 horas e 30 minutos (4 30 minutos de tolerancia).

Considere as bases B; = ((1,0,0), (0,1,0),(0,0, 1)) e By = ((1, 1,1),(0,1,1),(0,0, 1)) do espago vectorial

R3. Seja g : R? — R? a aplicacdo linear tal que

1 0
M(g;Bi,B) =10 1
0 0 1

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

g9(1,1,1) = (1,2,3).
M(idR.%;Bl,BQ) =1 -1 1 0

9(1,0,0) = (1,0,0).

@ Para qualquer (a,b,c) € R3 tem-se g(a,b,c) = (a,a +b,a+ b+ c).

[Continua no verso desta folha}
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2. Considere o espaco vectorial R3.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Para qualquer o € R a sequéncia ((1,0,0), (0,1,0), (o, 0,1)) é uma base de R.
R? = ((1,1,1),(0,1,1),(0,0,1),(1,2,3)).

A sequéncia ((1,1,1),(0,1,1),(0,0,1),(1,2,3)) nao é uma base de R?.

D] (1,1,2) € {(1,1,0), (0, ~1,1)).

3. Um sistema de equagoes lineares, nas incégnitas x,y, z, sobre R, tem uma matriz ampliada equivalente

por linhas a matriz

1 0 1 2
0 1
“ p , coma,€R.
0 0 a+1|p
0 0 0 0

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Se a # 0 e  # —1 entao o sistema ¢é possivel determinado.
Se a = —1 e =0 entado o conjunto das solugdes do sistema é {(2 — v, 7, v) : v € R}.
Se o = 0 entao o sistema ¢ possivel indeterminado com grau de indeterminacao 2.

@ Se o« = —1 e 3 # 0 entao o sistema é impossivel.
4. Considere a aplicacdo linear f : R? — R3 tal que
f(a,b,¢) = (a, a+b, a+b+c),

para qualquer (a, b, c) € R3.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Im f = ((1,1,1),(0,1,1), (0,0,1)).
f € sobrejectiva.
£ ndo é injectiva.
@ (0,1,0) € Nuc f.

5. Seja P € M, x,(R) uma matriz invertivel.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

O zero é valor préprio de P.

A forma de escada reduzida de P é a matriz I,,.
Se X € M,x1(R) e PX =0 entao X = 0.

@ Se A é valor préprio de P entao |P — AL,| = 0.
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Sé serdo consideradas as respostas devidamente justificadas. Na resolugdo, mude de folha sempre que mudar de grupo.
[Cotacio]

6. Seja A € M3.9(R). Determine as matrizes elementares que, multiplicadas & esquerda de A, produzem

em A cada uma das seguintes transformagoes:

[1.0] (a) Troca da segunda linha com a terceira linha.
[1.0] (b) Multiplicacao da terceira linha por 4.
[1.0] (c) Adigao de % da primeira linha & segunda linha.

Mude de Folha

7. Considere a matriz

1 2 3
A=11 0 4 | € M3x3(R).
1 3 3
[1.0] (a) Calcule |A] aplicando o Teorema de Laplace a linha 2 de A. Justifique que A é invertivel.
[2.0] (b) Determine A~!.
1 1 1
8. Considere a matriz A= | 0 —1 0 | € Msx3(R).
2 1 0
[1.5] (a) Calcule os valores préprios de A e indique as respectivas multiplicidades algébricas.
[2.0] (b) Determine uma base de cada um dos subespagos préprios de A.
[1.0] (¢) Determine a multiplicidade geométrica de cada valor préprio e indique, justificando, se A é
diagonalizavel.

Mude de Folha

[20] 9. Sejam « e (B, a # 3, valores préprios de uma matriz simétrica A € M,,»,,(R). Sabendo que X e Y sao

vectores proprios de A associados, respectivamente, aos valores préprios « e 3, prove que

X'y =o.
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Uma resolugdo com notas explicativas

©w
> Q a o Q

6. Como sabemos, se A € M3x9(R) e A - B, sendo T uma transformacao elementar sobre as linhas de
A, entdao B = EA, onde E € Ms3,3(R) é a matriz elementar, sobre linhas, associada a transformagao

elementar T, isto é, I3 - E. Assim:

1 0 o0
(a) E=1] 0 o 1| (pois 35—
0 1 0
1 0 0 1 0
(b) E=]0 1 o] (poislsg——=|0 1 o)
0 0 4 0 0 4
1 0 o 1 0 0
(¢c) E=|1 1 o] (poisIs rin L1 0)
0 0 1 0 0 1

7. (a) Aplicando o Teorema de Laplace, & linha 2 de A, para calcular |A|, tem-se

1 2 3
Lapl. 2 1 2
Al=|1 0 4| = 1x(=1)*" +4x (—1)%+3
3 13
1 3 3
=—-1x(6-9)—-4x(3-2)=3-4=-1.
Como |A| = —1 # 0 concluimos que A ¢ invertivel.
reviadamente, vamos determinar A™" fazendo - .
b) Ab d te, det A~ fazendo [A | I3 Ginhas) I3 A1
1231001+(_1)1123100 1 2 3| 1 0 0]_,
[AlI]=| 1 0 4 ST o =2 1] -1 1 0|l 0 1 0]-1 0 1
1 3 3|0 1 0|-1 0 1 0 -2 1|-1 1 0
12 3] 1 0 ol 10 -3 —617_,
_— _
Is+2:0 0 1 0| -1 0 1 |L+(=3)| 0 1 0o]-1 o0 1
00 1|-3 1 2 00 1]-3 1 2
1 0 of 12 -3 -8 .
_ . -
L+(=2)0:| 0 1 0o|-1 o 1 |=[3]A"]
00 1|-3 1 2
Logo
12 -3 -8
Al =] 1 o0 1
-3 1 2

B Alternativamente, podiamos determinar A~! utilizando adj A, a matriz adjunta de A. Tem-se

_ o T
0 4 1 4 1 0
- +
N 1 3 1 3
— 1 1 2 3 1 3 1 2
At = adjA=—| - + -
|A| —1 3 3 1 3 1 3
N 2 3 |13 N 12
0 4 1 4 1 0| |
T -
1 —12 1 3 12 -3 -8
= 71 3 0o -1 = —1
B R B ) | -3 1
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8. (a) O polindmio caracteristico de A é

1—=x 1
0 —1—-=z 0
2 1 —x

(—-1—-2)[1—-2)(—2)—2x1)]=(-1—2x) (w2 -z — 2)
(-1 —2)(z—2)(x +1).

Lapl.

|A — ;13[3,| =

1—x 1
2 —x

(—1—a)(-1)**

Iy

Os valores préprios de A, sendo os zeros reais do polinémio caracteristico, sao:

—1 e 2, com
ma(—1) =2 e ma(2) = 1.

(b) Se « é um valor préprio de A sabemos que o subespago préprio de A associado ao valor a, M, é
My ={X e M3,1(R): AX =aX}={X € M3 (R): (A—al3)X =0}.

e Seja M_; o subespaco préprio de A associado ao valor préprio —1. Tem-se:

MlZ{ :1 € Msx1(R) : (A_(—l)—’:s)[(;}:{g}}‘
c c 0

Célculo auxiliar:

0

2 1 1 2 1 1]0]_, s 3]0
(A= (=1)I310)=| 0 0 0|0 |ls+(=Du| 0 0o ofo Ll 0o 0o ofo0 (fe.r.).
2 1 10 0 0 00 0 0 00
Logo,
@ L, 1 %c
M_1 = b EM3><1( ) a = 5 5 : b,CER

e [

Concluimos entao que a sequéncia ([

o ,_.m._.

| [

_1
i) > ¢ uma base de M_; pois gera M_1 e é
1

+

o HM""

0

0| =a=p=0).
0
e Seja M o subespago proprio de A associado ao Valor préprio 2. Tem-se:

it

1
2
1 —

linearmente independente (basta notar que o{

1
2
0
1

€ Mz1(R): (A— 213){

o o @
_
|
| ——
o oo
| S
——

Célculo auxiliar:

- 0 -1 1 1]o0 -1 1 1]o]_
=
(A—2I3)0) = -3 0|0 |ls+2k -3 0|0 |[ls+lz2] 0 -3 00
2 1 -2|0 0 3 o0fo 0o 0 oo
—[1 -1 1o 1 0 -1]o0
1 —_—
0 B N O Y A (fer.)
0o 0 o]0 o0 o0]o

Logo,
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1
Concluimos entao que a sequéncia <{ 0 }) é uma base de M pois gera My e é linearmente
1

7 L)

(c) Pela resolucao da alinea anterior temos que mg(—1) = dimM_; =2 e mg(2) = dim M, = 1.

independente (basta notar que

Uma condigao necesséria e suficiente para que a matriz A seja diagonalizavel, é que a soma das

multiplicidades geométricas dos seus valores préprios iguale a ordem da matriz A. Como
mg(—1) + mg(2) =2+ 1 =3 =ordem de A,
concluimos que A é diagonalizavel.

9. Como X e Y sao vectores préprios de A € M,,«,,(R) associados, respectivamente, aos valores proprios «
e B3, temos X, Y € Mpx1(R)\ {0px1}, AX =aX e AY = Y. Vejamos que, como A é simétrica (isto é,
AT =A)ea# 3, tem-se XY =0.

Como AX = aX tem-se (AX)T = (aX)T, ou equivalentemente, X T AT = X T. Dado que, por hipétese,
A é simétrica, tem-se
XTA=aX".

Por outro lado, dado que AY = [Y, multiplicando ambos os membros desta igualdade, a esquerda, por
X T, obtemos X T (AY) = X T(BY), isto é,

(XTA) Y =8XTY.
Atendendo a que X ' A = X T, da igualdade (XTA) Y = X TY resulta
aX'Y =Xy,

isto é,
(a—B)XTY =0.

Como a # 3 concluimos, como pretendiamos, que X 'Y = 0.



