Ct FACULDADEDE o6 Algebra Linear e Geometria Analitica
UNIVERSIDADE NOVA DE LISBOA Exame de Epoca de Recurso — 9 de Janeiro de 2013

Departamento de Matematica - . . .
Duragao: 2 horas e 30 minutos (+30 minutos de tolerancia)

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Nome (completo):

Nimero de aluno: [ [ [ | | ] Niimero do caderno: [ | | [ | ]

Atencao
Esta prova consiste em 10 grupos:

e Grupos 1 a 5 - Escolha maultipla.
e Grupos 6 e 7 - Para completar, no enunciado, sem apresentar justificagoes.

e Grupos 8 a 10 - Para responder justificando todas as afirmacgoes.

O enunciado da prova é composto por 2 folhas que nao podem ser desagrafadas. Quando

terminar a prova tem de entregar o enunciado completo.

Grelha de Respostas

~ A|B|C|D
Em cada um dos Grupos 1 a 5 apenas uma das afirmacoes 1 X
é falsa. Determine-a e assinale-a com um X na grelha de 2' <
respostas. :
3. X
Para cada um destes grupos a cotagao atribuida é a seguinte: 4 X
e Se nao responder ou assinalar com um X mais do que 5. X

uma opgao: 0 valores;
o Se responder correctamente: +1,5 valores;

e Se responder erradamente: —0,5 valores.

A classificagao da parte de escolha multipla (Grupos 1 a 5)

é dada por |max{0,M} |, onde M designa a soma das classi-

ficagoes obtidas nos 5 grupos de escolha miiltipla.

1. Seja @ € Maxo(R) e considere as matrizes Q1,Q2, Q3 € Maxa(R) tais que

Q -3l Ql l1+4l2 Q2 L1l Q3'

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.
Se det @ = 2 entao det Q3 = 6.

-3 0 1 4 0 1
Se Q3 = I, entdo Q é invertivel e Q71 = { } { } { }

0 1 0 1 1 0
o[ 0L LT o]

0 1 0 1 1

o[22 1] 1]

0 0 1

{Continua no verso desta folha}
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2. Para cada a € R e cada § € R, considere o sistema de equagoes lineares, nas incégnitas z,y, z, sobre R,

cuja matriz ampliada é equivalente por linhas & matriz

1 -1 1 1
0 B—2 B—1| 2
0 0 B-1|a+2
0 0 0 0

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

Se f=1e a# —2 entdo o sistema é impossivel.
Se 3 =1e a=—2 entdo o conjunto solucao do sistema é {(—1 — z, =2, z) : z € R}.
Se 3 € R\ {1,2} entao o sistema é possivel indeterminado.

@ Se =2 e a =0 entdo o sistema ¢é possivel indeterminado com grau de indeterminacao 1.

1 1 2 0 1 2 1
3. Considere as matrizes A= | 0 3 0 | EMsx3(R)eB=1]1 0 1 0 | € M3xs(R).
2 3 4 2 1 3 0

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

AB € M3y 4(R) ¢ (AB)1 = 3.

E A matriz A nédo é invertivel.

1 0 0 O
A forma de escada reduzidade Bé | 0 1 0 0
0 0 1 1
3 0 2
D] AT +2,=|1 5 3
2 0 6
1 0
4. Seja A = 0 1 3 | € Mszx3(R)esejaBe Msys(R), com det B =« # 0.
-1 1 0

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

det (ABT) = —6a.

det(2B) = 8a.

B ¢ invertivel e det (B~!BT) = 1.

@ Em A, o complemento algébrico da posigao (2, 3) é igual a —6.

5. Considere o referencial ortonormado e directo (O;eq,eq,e3) de R® e os pontos A(2,1,0), B(0,1,0) e
C(2,3,-1).

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

—_— —

ABxAC = —2e9 — 4es.

e

ABxAC) | BC' =0.

A drea do triangulo definido pelos pontos A, B e C' é v/20.
—_— —

@ Os vectores AB e AC' sao perpendiculares.

Al [=][+]

[Continua na préxima folha}
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PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Nome (completo):

Ntmero de aluno: [ | | | | |

Nas alineas dos Grupos 6 e 7 indique a resposta, no espago respectivo, nao apresentando
quaisquer calculos ou justificagoes. Nestas questoes a cotagao atribuida a cada alinea é a

seguinte:

e Se responder correctamente: 0,5 valores.

e Se nao responder ou responder erradamente: ( valores.

[Cotagio]

6. Em R?, considere os subespacos

F={(abc)cR¥: a=b—2} e G:<(171,0),(2,2,2),(0,0,2)>.

[0,5] (a) dimF =2 .
[0,5] (b) dimG =2 .
[0,5] (¢) dim(F+G)=3.
[0,5] (d) dim(FNG)=1.
7. Seja A € M3x3(R) uma matriz que tem o valor préprio 2 e o valor préprio 0.
T - o
[0,5] (a) Se | 2 | é um vector préprio de A associado ao valor préprio 2 entdao A| 2 | =
o - -
[0,5] (b) Se | 1 | é um vector préprio de A associado ao valor préprio 0 entdao A| 2 | =
L 3 - L - L .
[0,5] (¢) det A=0.

[Continua no verso desta folhaJ
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Nos Grupos 8, 9 e 10 s6 serao consideradas as respostas devidamente justificadas.

Na sua resolugao mude de folha sempre que mudar de grupo.

[Cotacdo]

8. Considere a aplicagdo linear f : Maxo(R) — R? tal que

a b
f<|:c d}>:(2a’b_0)7

b
para qualquer { “ 4 ] € Msyy2(R). Determine:

C

[1,0] (a) Uma base do ntcleo de f.
[1,0] (b) A dimensd@o da imagem de f.
[0,5] (¢) Se f é sobrejectiva.
1 1 1 1 0 2 0 3
1,0 d) A matriz de f em relacao as bases B = , , , eB = ((0,1),(2,0)),
@ smesanmowss— ([ 1112112 2] [23])er- e
isto é, a matriz M(f;B,B’).
1 1 0
9. Considere amatriz A= | 1 1 0 | € Msx3(R).

0 0 2
[1,0] (a) Calcule os valores préprios de A e indique as respectivas multiplicidades algébricas.
[1,5] (b) Determine uma base de cada um dos subespagos préprios de A.
[1,0] (¢) Justifique que A é diagonalizavel e indique uma matriz invertivel P € Msx3(R) e uma matriz

diagonal D € M3y3(R) tais que P"*AP = D.

Mude de Folha

[20] 10. Seja A € M, x,(K) tal que A2 +2A = 0. Demonstre que se o é valor préprio de A entdo a € {0, —2}.
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Uma resolugdo com notas explicativas

8. (a)

(d)

Tem-se
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Mostramos que a sequéncia

)
)

{ (1) ! },{ 00 } gera Nuc f e, pelo Critério de Independéncia

0 0 1
Linear, também é linearmente independente pois
0 1 o o|l_Jo o _a_
a{l o —&-ﬁ{o L —{0 0}:>a—ﬁ—0.
Logo( 0 1},{0 O})éumabasedeNucf.
1 0 0 1

Dado que f: May2(R) — R2, pelo Teorema da Dimensao sabemos que
dim May2(R) = dim Nuc f 4 dimIm f.

Como dim Msx2(R) = 4 e, pela alinea anterior, dim Nuc f = 2 concluimos que dimIm f = 2.

Uma aplicacao linear é sobrejectiva se, e s6 se, o subespago Im f coincide com o conjunto de chegada
que, neste caso, ¢ R?. Dado que dimR? = 2 e, pela alinea anterior, dimIm f = 2 = dimR?,

concluimos que

Im f = R?
pelo que f ¢é sobrejectiva.
Como
T = (2,00 = 0(0,1) + 1(2,0)
f :; ; = (2,1) = 1(0,1) + 1(2,0)
f :g : — (0.0) = 00,1) + 0(20)
f :2 f = (0,2) = 2(0,1) + 0(2,0)

de acordo com a definicao de M(f;B,B’), temos M(f;B,B’) = { (1) 1 02 }
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9. (a) O polindmio caracteristico de A é

11—z 1 0

Lapl.
1o1-a 0 | (2 —2)(—1)%*3
0 0 2-a

=@2-2)[(1-2)°-1°)]=@2-2)(-z)(2—2).

1—=x 1
1 1—=x

|A - J}Ig| =

Os valores préprios de A, sendo os zeros reais do polinémio caracteristico, sdo: 2 e 0, com ma(2) = 2
e ma(0) = 1.
(b) Se « é um valor préprio de A sabemos que o subespago préprio de A associado ao valor a, M,, é:

M, ={X € M5 (R): AX = aX}={X € M3, 1(R): (A—als)X =0}.

e Seja M, o subespago préprio de A associado ao valor préprio 2. Tem-se:

Mzzﬂi € Msyi (R) (A—213)[:}:{81}.

Célculo auxiliar:

-1 1 0]o -1 1 0]o -1 0]o
(A-2I510)=| 1 -1 oo |lz+4 0 o|lo |[(-DL| 0 o0 0]o0 (fe.r.)
0o 0 0o 00 0]0 0o 0 0o

BRSeNE
i)

0
; [ 0 } uma base de M, porque gera My e é
1

=

= O
<
o
m
s
——
Il

Concluimos entao que a sequéncia ({ 1

linearmente independente (pois o{ 1|+

0 0
0 1 = { 0 } = «a = [ = 0). Tem-se, entao, que
1 0

mg(2) = dim My = 2.

e Seja M, o subespago proprio de A associado ao valor préprio 0. Tem-se:

Mo{{: Gngl(R):(AOIg)[:l{gl}.

c 0

Célculo auxiliar:

1o 0]———[1 1 o]0 1 oo
—1) ——
(A=0I510)=| 1 1 0 2*;3) o 0=tz 0o o 1|0 (fer)
00 20 0 0 0 0 0 00

Logo,
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i
)7l

(¢) Uma condigao necesséria e suficiente para que a matriz A seja diagonalizdvel, é que a soma das

Concluimos entao que a sequéncia (

independente (basta notar que

) é uma base de M, pois gera My e é linearmente
0
0 |). Tem-se, entao, que mg(0) = dim My = 1.

0

multiplicidades geométricas dos seus valores préprios iguale a ordem da matriz A. Pela alinea
anterior, temos
mg(2) + mg(3) = 3 = ordem de A,

logo A é diagonalizavel. Nestas condigoes, sabemos que A é semelhante a uma matriz diagonal
2 0 0

D € Ms43(R) com os elementos 2, 2 e 0 na diagonal. Se D = [ 0 2 0 } entao considerando, por
0 0 O

1 0 -1

10 1 1 , onde a primeira e a segunda colunas sao os vectores da base

01 0

de Ms e a terceira coluna é o vector da base de My, a matriz P é invertivel e, além disso, tem-se

P~ 1AP =D.

exemplo, a matriz P =

10. Suponhamos que « é valor proprio de A e seja X um vector préprio de A associado ao valor préprio «,
isto é, X € M,,»1(K) é nao nulo e tem-se AX = aX.

Dado que, por hipétese, se tem A2 +2A = 0, multiplicando ambos os membros desta igualdade, & direita,
por X obtemos (A? +2A4)X = 0X, isto é, (A% +2A)X = 0. Atendendo, em particular, ao facto de X ser

vector proprio de A associado ao valor préprio « tem-se

0= (A% +24)X = (AH)X + (24)X = A(AX) +2(AX) = A(aX) + 2(aX)
= a(AX) + 20X = a(aX) + 20X = o’X + 22X = (o® + 2a) X.

Como (a2 + 2(1) X =0e X # 0 podemos afirmar que a? + 2« = 0, isto é, que a(a + 2) = 0 e, portanto,

a=0oua=-2. Logo, se « é valor préprio de A entao o € {0, —2}.



