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ct FACULDADE DE Algebra Linear e Geometria Analitica

CIENCIAS E TECNOLOGIA . .

UNIVERSIDADE NOVA DE LISBOA Exame de Epoca de Recurso — 10 de Janeiro de 2014

Departamento de Matematica ~ . . .
Duragao: 2 horas e 30 minutos (+30 minutos de tolerancia)

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Nome (completo):

Numero de aluno:‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Atencao
O exame é constituido por 10 grupos:

e Grupos 1 a 6 - Para indicar a resposta, no espago respectivo do enunciado, nao

apresentando quaisquer cdlculos ou justificagoes.
e Grupos 7 a 10 - Para responder no caderno de exame e justificando todas as afirmagoes.
O enunciado da prova é composto por 2 folhas. Quando terminar a prova tem de entregar a

folha do enunciado correspondente aos Grupos 1 a 6 e as folhas do caderno com as respostas

aos Grupos 7 a 10.

[Cotacio]
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. Considere as bases By = ((17 1,1),(0,1,1),(0,0, 1)) e By = ((1, 0,0),(0,1,0), (0,0, 1)) do espaco vectorial

R3. Seja f : R? — R? a aplicacdo linear tal que

1 0 1
A:M(f;Bl,Bl): 2 1 2
0 1 0
Tem-se:
[ 0] 1 00
(a) M(f;B2,B2)=|1 1 0 [A] -1 1
1 0O —-1 1
(b) f(1,2,3)=(2, 7, 8).
- .
() M(f;Bi,B2)=1]3 1 3
3
1 0 1
2. Considere a matriz B = | k 1 2k |, com k € R.
0 k+1 0
(a) A matriz B é invertivel se, e s6 se, k € R\ {—1,0}.
2 -1 1
(b) Para k =1 a matriz B é invertivel e B~! = o o 1
-1 1 -1

(¢) Para k = 0 a caracteristica da matriz B ¢ igual a __ 2

[Continua no verso desta folha]
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3. Seja @ € Mayxo(R) e considere as matrizes @1, Q2, Q3 € Mayo(R) tais que

Q —2l; Q1 11 45lo Q2 114512 Qs

Tem-se:

(a) Qu = [ o }Q.
(b) Se det @ =5 entao det Q3 = __10

. 0 1 -2 0
(¢) Preencha com matrizes elementares de forma a que se tenha Qo = [ Lo ] [ o 1 }Q.

(d) Se Q3 = I entdo Q é invertivel e Q! escreve-se como produto de matrizes elementares da seguinte
forma Q-1 — 1 5]fo 1][-2 0]
0 1 1 0 0 1

4. Em R?, considere os subespacos
F={(a,bc)eR*: a+2b+c=0} e G={(a,bc)eER’: 2a+5b+3c=0}.
Tem-se:

(a) Uma base de F é ((=2,1,0),(—1,0,1))
(b) Uma base de FNG é ((1,—1,1))

(c) dm(F+G)=_3

5. Seja A € My, xn(R) tal que A% + A = —1I,,. Tem-se:

(a) A matriz A é invertivele A=t = _ —(A+ I,,)
(b) A matriz A+ I,, é invertivele (A+1,) ' =_ —A
(c) Senépare detA=2 entdo det(A+1,)=_1/2 .

6. Considere um sistema de equacgoes lineares, sobre R, cuja representacao matricial AX = B tem matriz

ampliada equivalente por linhas a matriz

1 0 -1 B
0 0 -
b g , coma,3eR.
0 0 a®—1]a+1
0 0 0 0

(a) Preencha com IMPOSSIVEL, POSSIVEL DETERMINADO ou POSS{VEL INDETERMINADO (indicando,

neste caso, o grau de indeterminacao) de forma a obter afirmagcoes verdadeiras.

i. Sea=2e 3 +#0, o sistema é PossivEL DETERMINADO
ii. Sea=1efeR, osistema é IMPOSSIVEL
iii. Sea=—1e =0, o sistema é PoOSSIVEL INDETERMINADO COM GRAU DE INDETERM. 2 .
(b) Sea=—1e =1, o conjunto das solugoes do sistema é

{Al+ec.—1.¢): ceR}

[Continua na préxima folha]
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Nos Grupos 7, 8, 9 e 10 s6 serao consideradas as respostas devidamente justificadas.

Na sua resolugao mude de folha sempre que mudar de grupo.

[Cotagio]
7. Considere a aplicacao linear f : R3 — M2 (R) tal que
2 b
f(a,b,c): [ a a+b+c ,
0 —a
para qualquer (a, b, c) € R3. Determine:
[1,0] (a) Uma base do nicleo de f.
[1,0] (b) A dimensao da imagem de f.
[0,5] (c) Se f é injectiva.
[1,0] (d) A matriz de f em relagao as bases
1 0 0 -1 0 0 0 0
B=((1,0,0),(0,-1,1),(0,0,-1)) e B = , , : ,
0 0 0 0 0 1 1 0
isto é, a matriz M(f;B,B’).
—2 -6 -2
8. Considere a matriz A = 1 3 1 | € Msx3(R).
0 0 0
[1,0] (a) Calcule os valores préprios de A e indique as respectivas multiplicidades algébricas.
[1,5] (b) Determine uma base de cada um dos subespagos préprios de A.
[1,0] (c) Justifique que A é diagonalizavel e indique uma matriz invertivel P € Msy3(R) e uma matriz

diagonal D € M3x3(R) tais que P~*AP = D.

[15] 9. Seja A € M3y3(R) tal que adj A = 2I3. Demonstre que det A = —/8 ou det A = /3.

Mude de Folha

[1,5] 10. Seja A € M, xn(R) uma matriz diagonalizdvel tal que todo o valor préprio de A pertence ao conjunto
{0,1}. Demonstre que A? = A.
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Uma resolugdo com notas explicativas

7. (a) Tem-se

Nuc f = 4 (a,b,¢) € R?: f(a,b,c) =

o)
[0 2])

(a,b,c) ER®: 2a=0 A a+bte=0 A —a:O}

2a a+b+c
0 —a

I
P N e W e N e N g N e I

(a,b,c) € R®: [

(a,b,c) ER®*: a=0 A b:fc}

(0,—c,c): ce R}

c(0,-1,1): ce R}

(0, -1, 1)> .

Mostramos que a sequéncia ((O7 -1, 1)) gera Nuc f e, pelo Critério de Independéncia Linear, também

é linearmente independente pois
a(0,—1,1) = (0,0,0) = a = 0.
Logo ((0,—1,1)) é uma base de Nuc f.
(b) Dado que f : R — May2(R), pelo Teorema da Dimensdo sabemos que
dim R?® = dim Nuc f + dim Im f.

Como dimR? = 3 e, pela alinea anterior, dim Nuc f = 1 concluimos que dim Im f = 2.
(¢) Uma aplicagao linear é injectiva se, e s6 se, o subespaco Nuc f consiste no subespaco nulo do espago
de partida. Dado que, pela alinea anterior, Nuc f = <(O7 -1, 1)> #{(0,0,0)} concluimos que f nao

é injectiva.

(d) Como

o 2 1 o 10 o -1 B 0 0 0 0
f(1,0,0) - {0 -1 _200 +(1)_0 +(1)01 +010
_ o o] _ A1 o] [0 —1] [0 o] [0 o]
f0.-1,1) = {0 0| _0_0 0 | + 0l 0 | + 0_0 1 +0_1 0 |
- 0 -1 - 10 0 -1 0 0 0 0
f(o’o’_l)_{oo = 0y + o o + 01, + 0,

2.0 0

de acordo com a defini¢ao de M(f; B, B’), temos M(f;B,B’) = j 3 o

0 0 0

8. (a) O polindémio caracteristico de A é
22—z -6 -2 |, sl —2—o  —6
|A —al3| = 1 3-w 1 | = (—x)(-1) ) . a
0 [

=—z ((—2 —z)3—x)— (—6)) =1 (-z+2%) = —2*(~1+2).

Os valores préprios de A, sendo os zeros reais do polinémio caracteristico, sdo: 0 e 1, com ma(0) = 2
ema(l) = 1.
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(b) Se « é um valor préprio de A sabemos que o subespago préprio de A associado ao valor «, M, é
My ={X e M31(R): AX =aX}={X € M3 (R): (A—al3)X =0}.
e Seja M o subespago proprio de A associado ao valor préprio 0. Tem-se:

o i)

€ My (R) (AOI;;){ ) }

c

Célculo auxiliar:

—2 -6 -2]o0 13 1]o 1]o
(A=0I30)=| 1 3 1|0 |heb| -2 -6 —2]0 |+24]0 0 0f0 (fer.)
o 0o o]o o 0o o]o 00 0]o0

Logo,

o= [t Jertam: =] = {[ 7] nces]
{ —3b -3
= |: b :b,CER}{b[ 1

-1

-3
Concluimos entao que a sequéncia ({ 1 }, [ 0 }) é uma base de My porque gera My e é
1

—1 0
0}2{(}}:@:6:0).
0 1 0

e Seja My o subespago proprio de A associado ao valor préprio 1. Tem-se:

MFHZ € Max1(R) : (A_ug){Z}:[gH.

—cC

+

c

-3
linearmente independente (pois «

+5

Célculo auxiliar:

(A—113|0):[ 12 1

Logo,

Concluimos entao que a sequéncia ({ }) é uma base de M; pois gera M; e é linearmente

independente (basta notar que { } =+ [ }
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(¢c) Uma condigao necessdria e suficiente para que a matriz A seja diagonalizavel, é que a soma das
multiplicidades geométricas dos seus valores proprios iguale a ordem da matriz A. Como, pela alinea

anterior, mg(0) = dim My = 2 e mg(1) = dim M; = 1 tem-se
mg(2) + mg(3) = 3 = ordem de A

e, portanto, A é diagonalizavel. Nestas condigoes, sabemos que A é semelhante a uma matriz diagonal

0 0 0
D € Ms3x3(R) com os elementos 0, 0 e 1 na diagonal. Se D = { 0 0 0 } entao considerando,
0 0 1
-3 -1 -2
por exemplo, a matriz P = [ 10 1 }, onde a primeira e a segunda colunas sao os vectores
o 1 0

da base de My e a terceira coluna é o vector da base de Mj, a matriz P é invertivel e, além disso,
tem-se P"'AP = D.
9. [Para simplificar a exposicao, consideramos a notagao |A| para representar det A.]

Para qualquer matriz B € M,,»,(R), com n > 2, tem-se
Badj B = |B|I,.

Dado que A € Msx3(R) e adjA = 2I3 podemos afirmar que A(2[3) = |A|I3, isto é, que 24 = |A|I3.

Consequentemente
[24] = [|AIL| 5 2°|4] = |AP|I5] & 8]4] = |A]* & |4]* — 8]4] = 0 | 4] (A ~ 8) =0
e, portanto,
|Al=0 ou |A=+8 ou |A]=—-V8.

Justifiquemos que, como adj A = 2I3 é uma matriz invertivel, se tem |A| # 0. De facto, se |A] = 0 tem-se
AadjA = |A|l3 =0, isto é, Aadj A = 0 e, como adj A é invertivel, multiplicando ambos os membros da
igualdade anterior, & direita, por (adj A)~! obtemos A = 0 o que é uma contradigao pois a matriz adjunta

da matriz nula é a matriz nula.
Logo |A| = v/8 ou |A] = —/8.
BUma resolucao alternativa: Como Aadj A = |A|I3 e, por hipdtese, adj A = 215 obtemos

1 11A] 0 0

0 0 314
2 0 0
Por defini¢do adj A = AT. Dado que adjA=2I3=1| 0o 2 o | tem-se, em particular, a;; = 2, isto
0 0 2
é,
La 1
oy 2 0y L o a2 o,
0 14 4

o que permite concluir que |A| = /8 ou |A] = —/8.
[ ]

10. Dado que A € M+, (R) é diagonalizével existe P € M, «,(R) invertivel tal que

plap=p=| . |
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em que A, ..., A\, sao os valores proprios de A. Da igualdade anterior resulta
A=pPDpP!

0 que permite obter
A*= (PDP7') (PDP ') = PD*P .

X0 -0
0 A ... 0

Como D? = . ,2 ) . e, por hipétese, todo o valor préprio de A pertence ao conjunto {0, 1}
0 0 - A2

(isto 6, \; € {0,1},i=1,...,n) tem-se D?> = D. Logo A?> = PDP~! = A.



