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[Cotagao]

[1,51 (1)

[1,51 (2)

[1,51 (3)

By = ((0,1,0),(1,-4,1),(1,-2,-1)).

seguinte:

Exame da Epoca Especial de Algebra Linear e Geometria Analitica B, C, D, E

Nas questdes de 1 a 6: cada resposta certa vale 1,5 valores, cada resposta errada desconta 0,5 valores

e marcagdes multiplas anulam a questdo. E necessario fundamentar as respostas as questdes 7, 8 e 9.

01 00

1 0 0 2
Considere a matriz A =

0 01 1

0 0 1 2

Indique qual das seguirztes afirmagt”;es é VERDADEIRA :

r(A) =3.

As outras trés opgdes sdo falsas.

1

1
0 sistema de equagdes AX = é possivel e determinado.

0

0

@ A forma de escada reduzida de A nfo é a matriz identidade I4.

a b c
SejaA=|d e f | € M3R), comdetA=~FkekecR\{-1,0,1}. Indique qual das
g h i
seguintes afirmagSes é FALSA:
det(kA™1) =1.
det —AAT = —k2.
a b ke
d+a e+b k(f+c) |=k.
g h ki

C, entdo detC = 2k.

@SeA B

20 ls+312

Considere as seguintes bases de R®*: B; = ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)),
Seja f: R® — R3 a aplicagdo linear definida do modo
fle,y,2) =(x+ 2,52+ 3y —z,x+ 2).

Indique qual das seguintes afirmagdes é FALSA:

f n8o é um endomorfismo diagonalizdvel.

(1,0,1) € Tm f.

0 2 0
[C] M(f;B2,B1)=|3 —8 0
0 2 0

@ (1,—4,1) é um vector préprio de f.



(1,51 (4)

[1,51 (5)

[1,51 (6)

Para a € R, considere o sistema de equagdes lineares nas incégnitas z,y,z sobre R,

r +y =«
r +taz =-1
Yy oz =-1

Indique qual das seguintes afirmac¢des é VERDADEIRA:
0 sistema é possivel determinado se, e sé se, a #0.
As outras trés opgdes s8o falsas.

Se @ =0 o sistema é indeterminado.

@ Para qualquer o € R\ {0}, o sistema é impossivel.

Considere os subespagos de R*

F={(z,y,z,w) eERY: 204+ 2y +w=0A—z+y+w=0} e G=1(1,0,1,0),(0,1,0,0)).

Indique qual das seguintes afirmacdes é FALSA:
((1,1,0,0)) C F.
dim(F + G) = 3.
FNG={(z,y,z,w) eR*: z =y = 2}.

1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)) é uma base, do espaco vectorial R*, que inclui
@((577)’(777)’(777)5(77’)) pg q

uma base de '+ G.

Considere as rectas R; e Ro definidas, respectivamente, pelos seguintes sistemas de

equagdes
z—y = 0 y+z = 0
Rli RZ:
x = 1 X = 0.

Indique qual das seguintes afirmag¢des é VERDADEIRA:
RiNRy#0.
As outras trés opgdes sdo falsas.
R1 e Ro sBo paralelas.

@ R1 e Ry sdo enviesadas.
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Nas perguntas que se seguem justifique detalhadamente as suas respostas.

[6,01 (7) Considere as seguintes bases de R3:

B = ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)), By =((1,0,0),(0,1,1),(0,0,1)).

Seja f:R? — R? o endomorfismo tal que

0 1 O
M(f;Bi,Bi)=10 2 0
1 -1 1

(a) Determine f(—1,—2,1) e conclua que o vector (—1,—2,1) é vector préprio de f.

(b) Calcule os valores préprios de [ indicando as respectivas multiplicidades geométricas
e averigie se f é diagonalizavel.

(c) Determine M(f;Bs,B1), utilizando matrizes de mudanga de base.

(d) Determine f(z,y,z2).

(e) Obtenha uma base de Im f.

[3,01 (8) Considere os pontos: A = (2,1,-3), B = (3,2,-2), C = (2,-4,2) e Q@ = (1,-1,-1).
Seja P o tnico plano que passa pelos pontos A, B e C.
—_— —
(a) Determine AB x AC'.
(b) Obtenha uma equagdo cartesiana do plano P.

(c) Calcule d(Q,P).

[2,0] (9) Seja V um espago vectorial real. Mostre que, para quaisquer subespagos vectoriais

de V, F, G, H, se GC F entéo FN(G+H)=(FNG)+ (FNH).



Uma Resolucdo do Exame da Epoca Especial de ALGA B, C, D ¢ E

24 de Julho de 2015

1) Resposta certa:

2) Resposta certa:

3) Resposta certa:

Q = = = Q

5) Resposta certa:

6

(1)

(2)

(3)

(4) Resposta certa:
(5)

(6) Resposta certa: D
(7)

7) (a) No que se segue denotamos por A a matriz M(f; By, B1). Assim,

Seja (a1, a2, a3) a sequéncia das coordenadas do vector (—1,—2,1) na base By (base canédnica).

De
(—-1,-2,1) = a1(1,0,0) + a2(0,1,0) + a3(0,0, 1),
conclui-se que a1 = —1, as = -2, az = 1.
Sendo (b1, b, b3) a sequéncia das coordenadas do vector f(—1,—2, 1) na base B; entao, de acordo

com a matéria leccionada, temos que

ai b1 0 1 0 -1 by
Ala |[=|b |®|0 2 0| -=2]=]0b |
as b3 1 -1 1 1 bs
ou seja,
-2 b1
—4 | = ba |>
2 bs
pelo que

f(71>7231) :b1(13070)+b2(07170)+b3(070a1)
= —2(1,0,0) — 4(0,1,0) + 2(0,0,1)
= (-2,-4,2).



Como, f(-1,-2,1) = (=2,—4,2) = 2(—1,—2,1), resulta da defini¢do de vector préprio e de
valor préprio de um endomorfismo, que (—1, —2,1) é um vector préprio de f, associado ao valor
préprio 2.

Por definicao, o polinémio caracteristico do endomorfismo f é o polinémio caracteristico da

matriz A:
- 1 0
- 1
[A=ALl=| 0 2-Xx 0 |=0-X =-A1-A)(2-2).
0 2—-2X
1 -1 1-A

Assim se conclui que os valores préprios de f sdo: 0, 1 e 2. Cada um dos valores préprios tem
multiplicidade algébrica 1. Como a multiplicidade geométrica de qualquer valor préprio A (de A)
é maior ou igual a 1 e menor ou igual & respectiva multiplicidade algébrica (1 < mg(A) < ma(})),

entao

Donde se conclui que mg(0) = mg(1) = mg(2) = 1.

Como a soma das multiplicidades geométricas de todos os valores préprios de A é

mg(0) + mg(1) + mg(2) =3

e 3 é a ordem da matriz A, entdo, de acordo com a matéria leccionada, temos que a matriz A é
diagonalizdvel. Como A = M(f;B1,B;1) entdao f é um endomorfismo diagonalizavel.

Tendo presente a matéria leccionada, sabemos que

M(f762a‘61) = M(.f OidR3;BQa81) = M(f;BlaBl)M(idR3;BQ761)a

onde M (idgs; Ba, B1) é a matriz mudanca de base de By para B;. Por definigdo, a matriz
mudanca de base de By para By é a matriz cujas colunas sao as coordenadas de cada um dos
vectores da base Bs na base B;. Como B, é a base candnica, entao as sequéncias de coordenadas

dos vectores da base Bs em relagao a base By coincidem com os préprios vectores de Bo, tendo-se

1 00
M(idgs; B2, Bi) =10 1 0 |,

0 11

Tem-se entao que

t



M(f;Ba, B1) = M(f; B, B1)M(idgs; B2, Bi)

=10 2 0

1 01

(d) Seja (x,y,z) € R3. Como B é a base canénica, entdo a sequéncia de coordenadas do vector
(x,y,2) na base By é (x,y,z). Assim, sendo (b1, b2, b3) a sequéncia das coordenadas do vector

f(x,y, z) na base By entdo, de acordo com a matéria leccionada, temos que

T by 0O 1 0 T by
Aly |=|b |®]l0 2 0 y | = b2 |
z bs 1 -1 1 z bs
ou seja,
Yy b1
2y =1 b2 |>
r—y+z bs
pelo que

f(x,y,z) :bl(l,0,0)+b2(0,1,0)+b3(0,0,1)
=(y.2y, 2 —y +2).
(e) Usando a alinea anterior,
Imf= {f(z,y,2) 2,y,2€ R} ={(y,2y, 2 —y +2) : 2,9y, 2 € R}
Procurando os geradores de Im f, temos

(W, 2y, ¢ —y +2) =y(1,2,-1) + 2(0,0,1) + 2(0,0,1), z,y,z €R,

donde

Imf ={((1,2,-1),(0,0,1),(0,0,1)) = ((1,2,-1), (0,0, 1)).



Como a sequéncia de vectores ((1,2,—1),(0,0,1)) é linearmente independente, pois

entdo a sequéncia ((1,2,—1),(0,0,1)) constitui uma base de Imjf.
(8) (a) Consideremos os vectores: e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0), e3 = (0,0,1). Sabemos que a base
(e1,e2,e3) (base candnica de R3) é ortonormada e directa.

Nesta conformidade,

—
AB:(1,171):€1+62+637

—
AC = (0,—5,5) = —beg + bes.

Consequentemente,
€1 €9 €3
— 1 1 1 1 1 1
AB x AC'= | mneménica | 1 1 1 = er — e + €3

= 10e; — 5ey — beg = (10, —5, —5).

—

(b) O plano P que passa pelos pontos A, B e C' admite AB x AC = (10, -5, —5) como vector

normal. Assim se conclui que
10(x —2) —=5(y—1)—=5(x+3)=0

é uma equagao cartesiana do plano P que passa pelos pontos A, B e C. A referida equagao é

equivalente a seguinte:
10x — by — 5z — 30 = 0.

(c) Considere-se o vector u = AB x AC = (10, —5, —5) perpendicular ao plano P e o ponto A =
(2,1, —3) pertencente a P. Facilmente obtém-se A—Cj = —ey — 263 + 2e35 = (—1,-2,2), donde
AQIu = (—1) x 10+ (=2) x (=5) + 2 x (=5) = —10 e ||ju| = v/I50 = 5v/.

10 2

Tull = 5v6 — V6
(9) Sejam F, G, H, subespagos vectoriais de V. Suponhamos que G C F.

Consequentemente d(Q, P) =

Seja x € FN (G + H). Por definicao de intersecgao de conjuntos, temos que z € F e x € G+ H.

Por outro lado, por definicao de soma de subespagos vectoriais, existem g € G e h € H tais que

x=g+h.



Como, por hipétese, G C F entao g € F, uma vez que g € G. Logo, por definicao de intersecgao,
temos g € FFN G. Por outro lado, tendo presente que h = x — g, x € F, g € F e que F é um
subespacgo vectorial, conclui-se que h € F. Portanto, por defini¢do de interseccao, h € FN H. Em
suma, temos que:

r=g+h, ge FNG e he FNH.

Assim, por definicao de soma de subespagos vectoriais, temos
ze(FNG)+ (FNH).
Da argumentacao acima expendida resulta que
FN(G+H)C(FNG)+ (FNH).

Sejay € (FNG)+ (FNH). Por definigao de soma de subespagos vectoriais, existem v € F NG
ev € FN H tais que
y=u-+wo.
Por defini¢ao de interseccdo, temos v € F, v € F, u € G e v € H. Atendendo a que F' é um
subespago vectorial entao y € F. De acordo com a defini¢ao de soma de subespagos vectoriais, temos
que y € G + H. Portanto temos que y € F ey € G+ H. Logo, por definicao de interseccao,

y € FN(G+ H). Assim se conclui que
(FNG)+ (FNH)CFN(G+ H).

Do exposto resulta que

FN(G+H)=(FNG)+ (FNH).



