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Capitulo 1

PRIMEIRA PARTE

1.1 SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

1. Quais das equacotes seguintes sao equacoes lineares em x, y e 27

a x+7ry+fz—e
b

r—y+ 3z = senm.

d) (cos%)x — (sen(3m))y + z = 0.
e) sen(y) +2z = —

)
)
c) 22 +ay+2=2.
)
)
) axr+ 6y —3z2 =09, com a € R.

f

Alguma das equacgoOes anteriores é equacao homogénea? Em caso afirmativo, indique
quais.

2. Considere o seguinte sistema de equagoes lineares:

3r+y=3
20y—2=0
3r+22=3
3x+3y—2=3

a) Qual o nimero de varidveis do sistema?

b) Quantas equagoes tem o sistema?

c¢) O sistema é homogéneo?

d) z= =0, z =0 é solugdo do sistema?

e) x=2, y=1, z=2 é solugao do sistema?

f) x=%, y=1, z=0 é solugao do sistema?
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g) Atendendo as solugoes do sistema, classifique-o.

3. Um sistema de duas equacoes lineares, em trés varidveis, pode representar que figuras
geométricas do espaco R3?

4. Considere o seguinte sistema:

rT+z=3
z+y=20
r—y+2z2=0.
Indique:
a) a matriz ampliada do sistema.

b) a matriz simples do sistema.

d

¢) a matriz das varidveis do sistema.
) a matriz dos termos independentes do sistema.

5. Considere a matriz
6 3 21

D=1(4-130
0025

Determine:

a) um sistema em que D seja a sua matriz ampliada.

c) o pivot da terceira linha de D.

)
b) um sistema em que D seja a sua matriz simples.
)
c)

o pivot da segunda linha de D.

6. Indique quais das seguintes matrizes sao matrizes em forma de escada e quais sao
matrizes em forma de escada reduzida.

1-11 01030] (2)_11(1)3
A=1]10 1 B=100011 C = 5 0 14
2-10 00000 | 0031
11 -1 8228 (0103
D=1]02 3 E = F=|0012
04 0 0083 0000
0000 | L
2-10 100 000
G=100 3 H=1(010 I=1000
006 001 000
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7. Resolva os seguintes sistemas, pelo método de eliminagao de Gauss-Jordan, apresen-
tando para cada caso o conjunto-solugao:

r+z=1
a) { v4+y=3
y+z=2

r+y—3z=-1

20 +y—22z=1

r+y+z=3

T+ 2y —3z=1.

—4x +4y +42 =38

c) { Tx +y— 152 = —6
—4z + 3y + 2z =11.
c4+2y—2z—w=1

d) S 2x4+y—z+4w=-1

—3z + 32 + 9w = —6.

r+Ty+52+3w+2u=0

z—w+u=2

c+T7y+8w—-3u=>5

2z + 10z + 6w = 3.

8. Resolva, geometricamente e analiticamente, os seguintes sistemas, nas incégnitas x1, x2,
sobre R:

a) 2x1+ 2290 =0
31’1 — T = 0.

b) {2$1+2$2—2
—x1 — 22 = —1.

9. a) Determine a, b e ¢ valores reais, de forma a que os pontos (z,y) = (0,1), (z,y) =
(1,3) e (z,y) = (2,1) verifiquem a relacao

y=a+b2% + 2%,

estabelecida entre duas grandezas x e y.

b) Justifique que se a relacao anterior é verificada pelos pontos (0,41), (1,y2) e
(2,y3), entao a, b e ¢ existem e sdo tnicos.

10. Determine os valores da constante @ € R de modo a que o sistema seguinte, nas
incégnitas x1, x2, x3, sobre R, tenha solugoes nao nulas:

T1 —ares+x3=0
1 — 2o +axrs =0
1 +axe+ 3 =0.
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11. Determine as caracteristicas das seguintes matrizes.

1-11 01030] (2)_11(1)3
A=110 1 B=1(00011 C = 5 0 14
2-10 00000 ]| 00 31
11 -1 8328 0103
D=102 3 E = F=|0012
04 0 0083 0000
0000 | L
2-10 100 000
G=100 3 H=1]010 I=1]000
006 001 000

12. Considere o seguinte sistema:

ax +y+cz=1
r+by+z=1
cx+y+az=1.

a) Resolva o sistema para a =0, b =1 e ¢ = 1, utilizando o método de eliminagao
de Gauss-Jordan.

b) Para a = b = ¢ = 1, determine a caracteristica da matriz simples e da matriz
ampliada do sistema.

c¢) Para b qualquer, mostre que, quando a = ¢, o sistema nunca é determinado.

13. a) Determine a € R de modo que o sistema seguinte seja possivel:

T—y+z=3
T+yYy+z=a«
3r—y+3z2=4
o — 3y + 5z = 10.

b) Calcule a caracteristica das seguintes matrizes:

1-11 1-113 1-113
111 1110 111«
A= 3-13 B= 3-13 4 ¢ = 3-13 14
5 =35 5—-3510 5—-3510

onde « é o valor determinado em a).
14. Sem resolver o sistema seguinte, nas varidveis reais =, y, z e w,

rTt+y—z+w=a
y+z—2w=5b
2r+y+z=c
—r+2y—w=d

prove que ele nunca pode ser determinado.
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15. Sem efectuar calculos, justifique quais dos seguintes sistemas tém mais do que uma
solucao:

a) a11x1 + a1ax2 + ajzrs =0
a21T1 + asoxe + aszrs = 0.

1

5$1+3$2:2
D) {1y 4l =L
571+ 3T2 = 3.

T1— 29 +x3—24 =0
c) R ¢1 — w9+ 3w3— 214 =0
T1+x9+ 23+ 24 =0.

16. Considere os seguintes sistemas de equagdes lineares, nas varidveis reais x,y e z:

r+y+z=1

a) s z+y+(b+1)z=3
z+y+(a—1)z=a-1
—x+ay+bz=>

b)) dx—y+z=2
r—ay+z=1
x—by—az=—a

c) s x—2y+2z=3
r—by+22=2

Discuta os sistemas em funcao dos parametros reais a e b.

17. Para que valores reais a e b, as duas rectas do plano, de equagoes —x + by = a e
4x — 20y = b sdo paralelas?

18. Para «a, 8 € R, considere o sistema de equacoOes lineares, nas variaveis reais z, y, z e w:
z+z4+2w=0
r4+y+z+(a+2)w=0

2e+y+ (a+2)z+ (a+4)w =0
dx + By + 4z + 8w = (.

a) Discuta o sistema em fungao dos parametros a e f3.

b) Para a = = 0 indique o conjunto-solucao do sistema.
19. No modelo de cores R, G, B, verifique se o vector de cor

a) preto é combinagao linear de G, B e azul celeste.

=3

branco é combinacao linear de R e azul celeste.

o

o,

) magenta é combinagao linear de R, G e amarelo.
) magenta é combinagcao linear de azul, branco e azul celeste.

e) magenta é combinagao linear de R e B.



20.

21.

22.

23.

24.
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Sejam u = (2,—1,4,5) e v = (3,0,1, —2). Encontre escalares a e ( tais que
au + fv = (4,1,-2,-9).
Sejam u = (2,1,0,1,—1) e v = (—2,3,1,0,2). Encontre escalares « e (3 tais que

au+ pv+ (8,—4,-2,2,—6) = (0,0,0,0,0).

Exprima cada um dos seguintes vectores de R? como combinacao linear de u = (2, 1,4),
v=(1,-1,3) e w = (2,1,5)

a) (7,-1,13).
b) (3,3,2).

c) (0,0,0).

d) (5,1,12).

Considere os vectores v; = (1,1,0,3), v2 = (3,-1,5,2) e v3 = (—1,0,2,1) de R*.
Quais destes vectores se escrevem como combinagao linear de v, ve € vg?

a) (3,0,7,6).
b) (2,1,2,4).
¢) (0,0,0,0).
d) (—4,-4,0,12).

Considere os vectores u = (2,1,2), v = (1,1,1) e w = (0, —1,0) de R?. Quais destes
vectores se escrevem como combinacgao linear de u, v, w?

a) (0,0,0).

b) (3,5,2).
c) (6,9,6).

1.2 OPERACOES COM MATRIZES

. Considere a matriz A = [14

. Resolva cada equacao matricial em a, b, c e d:

o [12a]= [

b) a—b b+a | |81
3d+c2d—c| |76

— ol

-23
10
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a) Qual o tamanho (tipo) da matriz A?

b) Quais os valores das entradas (posigoes) (1,2)

)
)
c) Para que pares (i, ) se tem a;; = 17
d)

3. Escreva a matriz A = [a;j]; jeq1,2,3) definida por:

a) Ai5 = ) +]
0, i=j
b) Qjj = —1, 7> ]
2, 1<].
3 0
4. Considere as matrizes A = | -12|, B =
11

Calcule, quando possivel:

) A+2B
) 3B+ D
) 4D — 3C
d) 34+ 44
)
)
)

a
b

C

e

3(=4)
f) 2(34)
g) A+ (2B+ A).

e (2,1)?

Indique qual é a 22 coluna de A e qual é a sua 1? linha.

5. Apresente cada um dos sistemas sob a forma matricial AX = B:

a) 20 =3y +52=7
9z —y+z=—1.

r+y+z=4
b) ¢ 2z —3y+4z=3
T+ oy — 2z =-2.

6. Determine a,b e ¢ niimeros reais:

a) A=[123]eB=

0
-1
0

1 21 2
3-12 -1
011 a

7. Calcule, se possivel, os produtos AB, quando:

B
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8. Calcule, se possivel, os produtos AB e BA, quando:

-101
a)A:[égé]eB: 200
111
—-10
b) A=[123]eB=|01
10
[10] J01]
C)A__OO_GB__OO_
[10] [a b]
d)A__Ol_eB__cd_
_[oo0] fab]
e)A__OO_eB__cd_
1011 0-1-1
9. Utilizando as matrizes A = 91 1} eB=1]2 2 2 |, calcule (AB);2, a primeira
- 4 1 2

linha de AB e a terceira coluna de AB.

10. Para cada par de matrizes indicadas determine, se possivel, as matrizes AB, (AB)7,
BTAT ¢ ATBT.

- 2 1
wa=[308en= |1
L 4 1
_[1 01 _[-102
b)A__1—12}eB_[010}
11 o1
o a=[1]en=]01]

11. Considere as seguintes matrizes

-123 122 11
A=|201 , B=|-200 , C=111
312 200 11
000 021
D=1000 , E=1{-20-3].
000 -13 0

Determine as matrizes simétricas e as matrizes hemi-simétricas.
12. Mostre que a tnica matriz de ordem n que é simétrica e anti-simétrica é a matriz nula.

13. Para cada par de matrizes indicadas determine, se possivel, as matrizes A2, B2, AB e

BA.
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1 -1 21
C)A—{ll}eB—{go].

14. Considere as matrizes A =

Calcule, quando possivel:

a) AD + BD
b) BD + A

c) (A+B)D

d) DT(AT + BT).
) ()T

) (CT)?

15. Indique, justificando, se as afirmagoes seguintes sao verdadeiras ou falsas:

[§]

f

a) Se A e B sao matrizes quadradas do mesmo tamanho entao
(A+ B)(A—- B) = A - B*.
b) Se A e B sao matrizes quadradas do mesmo tamanho entao
(A+ B)? = A> + 2AB + B
c) Se A e B sao matrizes quadradas do mesmo tamanho entao
(AB)" = A"B"
para todo n € N.
16. Obtenha uma féormula para A", n € N, onde A é a matriz:
o[o3] o] oo
d) [(1) 8] ) [(1) ‘01] £ [_CO?<C“) sin() },a cR.

sin(a) cos(«)

17. Verifique se as matrizes apresentadas sao elementares e em caso afirmativo determine
a respectiva matriz inversa:

0001
i 100
10 0100 10
a)_sl} b) lgég] looro| ¥ [22]
1000
B 1
é??fg 100 100 5?88 010
e) AHloo2| g lo1o| n ) loo1
00 10 010 001 0010 100
00 0 1 01201
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.
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Verifique se as matrizes seguintes sao, ou nao, invertiveis:

[010] (1117 1 1 1
a) [100 b) [222 c) | -1 -3 -2
(001 | 1333 ] | 2 4 3

Calcule, se existir, a matriz inversa de cada uma das seguintes matrizes, com a, b, ¢ € R:

[100] [001] (@00 00c¢ a00
a) |[020] b)|020] ¢ |0b0| d)|0b0| e |1a0
1003 ] 1300 (00 ¢ a00 01a

Calcule, se existir, a matriz inversa de cada uma das seguintes matrizes:

(35 —1 13 —4 101
a)|103 | b|241| ¢f011
_2574 —4 2 -9 110
(120 200 123
d|212] e |043| f)lo23
021 011 003
10 -2
Considere a matriz A= [01 0
00 2

a) Determine matrizes elementares Fy e Es tais que E1E2A = I.
b) Escreva A~! como um produto de duas matrizes elementares.

¢) Escreva A como um produto de duas matrizes elementares.

Expresse A e A~! como produto de matrizes elementares:

211 110
a)[121] b)|111
112 011
Factorize a matriz
0 17 8
A=1|11 3 3 8
-2 -51 -8

como A = FFGR, onde E,F e G sao matrizes elementares e R é uma matriz em
forma de escada.

Indique, justificando, se cada uma das afirmacoes é verdadeira ou falsa:
a) Toda a matriz invertivel pode ser factorizada como um produto de matrizes

elementares.

b) Se A é uma matriz quadrada singular, entao o sistema AX = B tem infinitas
solucgoes.
¢) Se A é uma matriz quadrada singular, entéo a sua forma de escada reduzida tem

pelo menos uma linha nula.

d) Se A pode ser expressa como um produto de matrizes elementares, entao o sistema
linear homogéneo AX = 0 tem apenas a solugao nula.
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e) Se A é uma matriz quadrada singular e se B é obtida de A por troca de duas
linhas, entdao B também é singular.

25. Resolva os seguintes sistemas utilizando a inversa da matriz simples do sistema:

r+2y+z=-1
a) ¢ +3y+22=3
y+2z=4
rT+2y+52=-1
b)  y—3z=-1
z=3.

1.3 SUBESPACOS VECTORIAIS DE R"

1. Diga porque razio os seguintes conjuntos nao sio subespacos vectoriais de R?:

a) {(1,a):a € R}.

b) {(a,b):a,b € Reab>0}.

c) {(a,b):a,beRea>—b}.

d) {(a,b):a,beRea>b—2, a <b+2}.

3. Diga, justificando, quais dos seguintes conjuntos sio subespacos vectoriais de R*:
{(0,a,0,1) : a € R}.

{(0,a,b,¢) : a,b,c € RT}.

{(a,b,¢,d) : a,b,c,d € Reb=a+d,c=2a—b}.

a)

b)

c)

d) o conjunto dos vectores da forma (a,b,c,d) com ¢ = a —2b, d =b+a—ce
a,b,c e R.

e) {(a,b,c,d):b+a=1ea,b,c,decR}.

4. Escreva a forma geral dos vectores que pertencem ao subespago < (1,0, —2),(1,1,1) >.
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10.

11.

12.
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Sem fazer contas, determine se u é um vector do subespago < v >:

a) u=(1,-1,-3),v=(-3,3,9).
b) u=(1,2,-3,0), v =(2,4,—6,9).

. Dé exemplo de um vector de R* que nio pertenca ao subespaco < (1,1,2,4),(0,2,0,4) >.

Encontre uma solucao geral do sistema de equacoes lineares e obtenha um conjunto
de vectores que gerem o conjunto-solugao:

x+6y+2z-bw=0

a) -x-6y-2z-3w=0
2x+12y+ 5z-18w=0
x+y-z=0

b) -2x-2y+2z=0
-X-y+z=0
x+y-z=0

c) -2x-y+22=0
-X+y+z=0

. Encontre um conjunto de vectores geradores do subespaco

W ={(a,0,a,0) : a € R}.

Que figura geométrica é W7

. Encontre um conjunto de vectores geradores do subespaco

W ={(a,b,2a,3b,—a +b) : a,b € R}.
Que figura geométrica é W?
Quais dos seguintes conjuntos de vectores gera R3?
1,0,0),
1? O? 0)7
1,1,0),
1? O? 0)7

1,1,0),(1,1,1)}.
1,1,0)}.
1,1,-1),(1,1,1)}.
1,1,0),(1,1,1),(2,1,1)}.

a
b
¢

d

~ o~ o~ o~

) {(
) {(
) (
) {(

Determine que figura geométrica é representada pela equacao:

a) (x1,x9,x3,24) = A1(2,1,6,8) + X2(0,2,3,4).
b) (w1, 22,23, 74) = A1(0, —4, =6, =8) + A2(0,2,3,4).
C) ($1,x2,$3,$4) = )\1(0,0,0,0) + )\2(1, —2,3,4).

Determine se os vectores seguintes sao linearmente independentes:

a) v = (1,5,7), va = (3,—-2,4).
b) V1 = (*1,0, 1), Vo = (3,0, *3)
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¢) v = (0,5,1), va = (3,0,2), v3 = (—3,10,0).
d) v1 = (0,5,1), va = (3,0,2), v3 = (—3,5,—2).
C) v = (9,—5,4), Vo = ( 5 ) V3 = ( 3, 1, 1), V4 = (0,0, 1).

13.  a) Mostre que os vectores v = (1,2,2,2), vo = (0,3,1,2) e v3 = (—1,1,-1,0)
formam um conjunto linearmente dependente.

b) Escreva cada um dos vectores como combinacao linear dos outros dois.

14. Encontre a tal que o conjunto formado pelos vectores (2,2,1), (2,0,a) e (0,1,a) seja
linearmente dependente.

15. Sejam u, v e w vectores de R™. Mostre que os vectores u — v, v — w e w — u formam
um conjunto de vectores linearmente dependente.

16. Indique se cada uma das afirmacoes seguintes é verdadeira ou falsa:

a) Se trés vectores, nao nulos, de R, formam um conjunto linearmente dependente,
entao cada vector do conjunto pode ser escrito como combinacao linear dos outros
dois.

b) O conjunto de todas as combinagoes lineares de dois vectores v e u de R™ é um
plano.

¢) Se u nao se pode escrever como combinagao linear de v e w, entao os trés vectores
sao linearmente independentes.

d) Um conjunto de vectores de R™ que contém o vector nulo é linearmente depen-
dente.

e) Se {u,v,w} é um conjunto de vectores de R™ linearmente independente, entao,
para qualquer escalar nao nulo k, o conjunto {ku, kv, kw} também é linearmente
independente.

17. Encontre uma solugao geral do sistema de equacoes lineares e a partir dela, encontre
uma solucao geral do sistema homogéneo associado e uma solucao particular do sistema
inicial:

3x+4y+z+2w=3

a) 6x+8y+2z+5w="7
9x+12y+4+-3z+10w=13
x+y-z=4

b) -2x-2y+2z=-8
-x-y+z=-4
X+y-z=2

c) -2x-y+2z=-3
-x+y+z=0



14 CAPITULO 1. PRIMEIRA PARTE

18. Considere o sistema:

3X+2y-z=2
6x+4y-2z=4
-3x-2y+z=-2

a) Encontre uma solucao geral do sistema homogéneo que lhe esta associado.
b) Verifique que x =1, y =0, z =1 é uma solu¢ao do sistema nao homogéneo.

c) Use os resultados de a) e b) para encontrar uma solugao geral do sistema nao
homogéneo.

1.4 EXERCICIOS DE REVISAO DA PRIMEIRA PARTE

TH+z+2w=3
1. A matriz simples do sistema de equacgOes lineares ¢ ¥y —z — w = 2 , nas variaveis
r+yt+w=>5
T,Y, Z,w é:
[1 -1 2 3
(a) |1 -1-12
|11 15
[1 -1 2
(b)y {1 -1-1
|11 1
[10 1 2
(¢) [01-1-1
|11 0 1

(d) nenhuma das matrizes anteriores.

2. O conjunto-solucao do sistema anterior é:

(a) {(3,2,0,0)}.
(b) {(3727070)a(_1707032)}'
(c) {B+z+4+2w,,2—2z—w,,z,w): z,w € R}.
(d) {B3—z—-2w,,24z+w,,z,w):z,we R}
210
3. Considere a matriz A= |01 —1
000

Uma matriz em forma de escada reduzida obtida de A é:

(a) a prépria matriz A.
210

(b) | =20 -1
000
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201
(c) |01 -1
000

(d) nenhuma das matrizes anteriores.

4. Considere o sistema nas incégnitas x,y e z e com os parametros a e 3

2r+y—z=0a
2+ (B-1)y+z=«
20 +y+ Bz =0.

Indique qual das afirmacoes seguintes é falsa:

(a) Se f=1e a#0 entao o sistema é impossivel.

(b) Se f=1e a=0 entdo o sistema é possivel e determinado.

(c) Se B =2e a#0 entao o sistema é impossivel.
)

(d) Se B =2e a=0 entao o sistema é possivel e indeterminado.

5. Indique qual das afirmagoes seguintes é falsa:

)
)

(c) Se A é uma matriz m x n entao r(A) < n.
) 2

6. Seja AX = B um sistema de equacoes lineares em que A é uma matriz de tipo 3 x 5
tal que r(A) = 3. Indique qual das afirmacoes seguintes é verdadeira:

O sistema AX = B é possivel e determinado.

(a
(b
(c

(d) O sistema AX = B é possivel e indeterminado, com grau de indeterminagao 3.

O sistema AX = B é impossivel.

O sistema AX = B é possivel e indeterminado, com grau de indeterminagao 2.

)
)
)
)

01
. 1 -1 314
7. SeJamA—[2 O},B—[OOJ,C— —218

A matriz A + BC é igual a:

-2

0 -
)

= O =

@ [ol [o2]
|

@ |9
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132
8. A inversa da matriz A= |01 0| é a matriz
001
[1 -3 =2
(a) |01 0
100 1
100
(b)y | =310
| 201
rq1 1
lga
(c) 1010
1001
(100
(d) %10
501

CAPITULO 1.

PRIMEIRA PARTE

9. Sejam A e B duas matrizes de ordem n. Indique qual das seguintes afirmagoes é falsa:

a) 3A+ 3B =3(A+B).
b) 4A + 44 = 4(24).

(c) (AB)T = ATB".

(d) A(3B) =3(AB).

(
(

10. Seja A uma matriz m X n e B uma matriz r X s. Indique qual das seguintes afirmacoes

é falsa:

(a) Se A=Bentafom=ren=s.
(b) Se m # r entao A # B.
(c) Sen #r entao A # B.
(d) Se A= B entao m =r.

5o =234 en= 1231 s
(a) [flf]A—B
OREEEY
(c) A[_ll (1)] _B.
(d)B[_ll(”—A.
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1-1 . .
12. A matriz A = [ 9 _J escrita como um produto de matrizes elementares é:

o [21][7)
o [7][41]
o (1)
o 3721

13. Considere o subconjunto de R?

T={(a,a+b,a—b+a):a,beR}

com « € R.

T é subespaco de R? para:

14. Sendo «, (3, v reais tais que

a(1,-1,3,2) + 5(0,1,4,5) +v(—1,1,2,2) = (2,0,9, 10)

15. Indique qual das seguintes afirmacoes é falsa:
(a) O conjunto de todas as combinagoes lineares de 2 vectores u, v de R™, linearmente
independentes é um plano.

(b) Um conjunto de vectores de R™ que contenha n + 1 vectores é linearmente de-
pendente.

(¢) Qualquer subconjunto de R™ com um tnico vector é linearmente independente.

(d) Se {u, v} é um conjunto de vectores de R" linearmente independente, entao o
conjunto {u + v, v} também é linearmente independente.



18 CAPITULO 1. PRIMEIRA PARTE

16. Um conjunto de geradores de R3 é

(a) {(1,1,1)}.

(b) {(0,0,0),(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}.
(¢) {(1,1,0),(0,1,1),(1,0,~1)}.

(d) {(1,1,0),(0,1,1)}.

17. A forma geral dos vectores que pertencem ao subespaco de R3
<(1,2,2),(0,-1,1) >
é:
(a) (a,b,3c) com a, b, c €R.
(b) (a,2a —b,2a 4+ b) com a, b€ R.
)
)

(c
(d

(
(
(a,2a,b) com a, b €R.
(a,a,b) com a, b €R.

18. Considere os subespacos de R?

W =<(1,2,2),(0,-1,1) > e U=<(1,0,4),(0,1,-1) >



Capitulo 2

SEGUNDA PARTE

2.1 DETERMINANTES

1. Calcule o determinante das seguintes matrizes:

2) (31
124
(14
b |ys)
(01 0 ]
) [23-1
(12 1
[ 1 217
d) |-230
| 1 22
2. Considere a matriz
a—40 0
A= 0 a 2
0 3a-1

Para que valores de a temos det(A) = 0.

3. Usando o Teorema de Laplace, calcule o determinante da matriz

1-12
A=10-20
2 3 4

a) através da segunda linha de A.
b) através da primeira coluna de A.

c) através da terceira linha de A.

19
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4. Determine, sem fazer contas:

1000
8) 1-200

2300
1567

100 0
040 0
009 O
000 -6
3 —412 6 7
12 -2 6 —-74
c) |0 0

3

0 0
5 5
5 6

N © O

e) | 0 213

5. Calcule o determinante das seguintes matrizes, usando transformacoes elementares:

[ 5 —10 15
a) | 6 7 —1
-3 1 4

(3 6 -9
b) | 0 0—2
|21 5

(2131
o 1011

0210
10123

6. Sem calcular explicitamente o determinante, mostre que para z = 0 e x = 2 temos

x? 2
1

=0

o = 8

2

0 -3

7. Sem calcular explicitamente o determinante, mostre que
bt+ca+cb+a

a b c =0
1 1 1
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. Encontre os valores de k para os quais as seguintes matrizes sdo invertiveis:

) k—3 —2
M| 9 k-2
124

b) [316
k32

. Para cada uma das seguintes matrizes, calcule a matriz adjunta e a sua inversa:

[ 2 5 5]
a) |-1—-10
| 2 4 3]
[2 -3 5 ]
b) |0 1 —3
00 2

Se possivel, resolva os seguintes sistemas, usando a Regra de Cramer.

7x-3y=3
2) { 3x+y=>5
x-2y+2z=1
b) X-y-z=-1
y+z=0

Encontre o valor de x sem resolver para as outras incognitas:

2x+3y+4z=4
x-2y-7=2
Ix+y—+z=06

Sabendo que A é uma matriz 4 x 4 tal que det(A) = —6, calcule:

Seja A uma matriz de ordem n. Indique, justificando, se as seguintes afirmagoes sao

verdadeiras ou falsas:

a) det(l, + A) =1+ det(A).

b) det(A*) = (det(A))*.

c) det(3A) = 3det(A).
)

d) Se det(A) = 0, entdo o sistema homogéneo AX = 0 é possivel e indeterminado.
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Sejam A, B matrizes de ordem n. Indique, justificando, se as seguintes afirmagoes sdo
verdadeiras ou falsas:

a) Se A é invertivel e det(ABA) = 0, entao det(B) = 0.
b) Se A é invertivel e A~! = A, entdo |A| = £1.

)
)
c) Se a forma de escada reduzida de A tem uma linha nula, entao |A| = 0.
d) Nao existe A tal que |[AAT| = 1.

)

e) Se |A| # 0, entao A pode escrever-se como produto de matrizes elementares.

Calcule a area do paralelogramo determinado pelas colunas de A.

1 -2
a) A= [1 1 ]
0 -2
b) A= [ 0 ]
Calcule o volume do paralelepipedo determinado pelas colunas de A.
1 23
a) A= 111
| —120
[—1 1 0
by A=1] 2 —-11
1 31

Calcule a drea do paralelogramo cujos vértices sao Py = (1,2), P, = (4,4), P3 = (7,5)
(S P4 = (4, 3)

Calcule a drea do trangulo cujos vértices sao P; = (2,0), P» = (3,4) e P3 = (—1,2).

Calcule o volume do paralelepipedo de lados u = (2,—6,2), v = (0,4,-2) e w =
(2,2, -4).

Sejam u = (2,3,5), v =(0,4,1) e w = (2,5,9). Calcule:

=
X
<
~—
X
—
<
X
£

Indique, justificando, se as seguintes afirmagoes sao verdadeiras ou falsas:

a) Se A é uma matriz de ordem n, entao A adj(A) é uma matriz diagonal.

b) A regra de Cramer pode ser usada para resolver qualquer sistema em que o
numero de equagodes ¢é igual ao ntimero de incégnitas.

c) Se A é uma matriz de ordem n invertivel, entao a adj(A) também é invertivel.
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d) Se A é uma matriz de ordem n com uma linha nula, entao a adj(A) também tem
uma coluna nula.

e) Se u,v,w sdo vectores de R, entdo

u|(v x w) = (u X v)|w.

—-102
22. Diga quais dos seguintes vectores sao vectores préprios damatrizA=| 2 10 |. Em
0 02
caso afirmativo, indique o valor préprio correspondente.
1 1 0 1] 1
a) |0 b) | -1 c) |0 d) (|1 e) | —1
0 0 0 1] 1
[—-102
23. Verifique se A = 1 é ou nao valor prépriode A= | 2 10
0 02

24. Se possivel, dé exemplos de:

0

a) Uma matriz A de ordem 3 tal que | 0 | seja vector préprio de A.
0

b

) Uma matriz de ordem 3 que admita o valor préprio 0.
c¢) Uma matriz cujo polinémio caracteristico seja x? + 5z.
)
)

d

[§]

Uma matriz, nao nula, de ordem 3 que tenha 2 como tnico valor préprio.

Uma matriz de ordem 5 que admita o valor préprio 2 com multiplicidade algébrica
3 e o valor préprio 8 com multiplicidade algébrica 2.

25. Para cada uma das matrizes seguintes encontre os valores proprios e os respectivos
subespacos préprios.

(0020
) 1010
10020
(1001
(4 0 —1
b) |21 0
|20 -1
(2 —1 -1
c) | -1 2 -1
| —1-1 2
40 —1
d) |23 2
(10 4

26. Seja A uma matriz de ordem n. Mostre que

A é invertivel se, e sé se, zero nao é valor proprio de A.
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2.2 APLICACOES LINEARES

1. Diga se as seguintes aplicagoes sao lineares. Se nao for, explique qual das propriedades

falha:
a) f:R? — R? tal que f(z,y) = (2z,v).
b) f:R? — R* tal que f(z,y) = (2%, y).
c) f:R3 — R? tal que f(x,9,2) = (z,7 +y + 2).
d) f R — B2 tal que f(z,y) = (L1)
e) f:R3 — R? tal que f(x,9,2) = (z+ 1,20 +y — 2).
f) f:R3 — R? tal que f(z,y,2) = (22 — 42,y — 52).

2. Determine a matriz canénica da aplicacdo linear f : R3 — R* tal g
(y—2z,22,4y + z,x + y + 2).

3. Considere a aplicacdo f : R? — R® tal que f(z,y,2) = 3z —y,y + 42,5z, — 7z, 2).

Mostre que f é uma aplicagao linear.

Calcule f(—3,0,5).

a
b

¢) Determine a matriz candnica de f.

)
)
)
)

d) Calcule f(—3,0,5), usando a matriz canénica de f.

4. Seja f:R? — R3 a aplicacdo linear tal que f(1,0) = (3,2,4) e f(0,1) =

a) Determine a matriz canénica de f.
b) Calcule f(—2,1).
c¢) Determine f(z,y), com (x,y) € R%:

5. Considere a aplicacdo linear f : R? — R? cuja matriz candnica é

010
23 -1
121
a) Calcule f(3,3,3).
b) Determine f(z,y,z2), com (z,y, z) € R3.
c) Encontre, se houver, um vector (z,y, z) € R3 tal que f(z,y,2) =
6. Use a multiplicagao de matrizes para determinar a imagem do vector
da aplicagao linear:
a) A rotacao de 45° em torno da origem.

b) A rotagdo de 60° em torno da origem.

(2,-1,5).

(0,1,0).

(—2,1) através
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7. Desenhe a imagem do rectangulo de vértices (0,0), (1,0), (1,2) e (0,2) através

a) Da rotagao de —45° em torno da origem.

b) Da rotacao de 45° em torno da origem.

8. Explique o efeito geométrico da multiplicagdo pela matriz:

o | o]

9. Considere a aplicacdo f : R? — R2 tal que f(z,y) = (3z — 2y, 22 — y). Determine o
nicleo e a imagem de f.

10. Considere a aplicacio f : R? — R* tal que f(x,y,2) = (v + 2y,2z + 2,4y — z,0).
Determine o ntcleo e a imagem de f.

11. Considere a aplicacdo linear f : R? — R3 tal que f(z,y,2) = 2z —y+3z,2+2,y—2).
Verifique se (3,3,0) pertence & imagem de f.

12. Considere a aplicacdo linear f : R? — R? cuja matriz canénica é

1-1
20
3 —4

Verifique se f é injectiva e se é sobrejectiva.

13. Considere a aplicacdo linear f : R3 — R? cuja matriz canénica é

1 2 3
—10—-4|"

Verifique se f é injectiva e se é sobrejectiva.

14. Considere a aplicacdo linear f : R? — R* tal que
flz,y,2) =2 —y+z,2+ 2,y — 2,72).
Verifique se f é injectiva e se é sobrejectiva.

15. Considere a aplicacdo linear f : R? — R3 tal que f(z,v,2) = (y + 2,2 + 2,42).
Verifique se f é injectiva e se é sobrejectiva.

16. Diga, justificando, se as seguintes afirmacgoes sao verdadeiras ou falsas:

a) Existem aplicacoes lineares injectivas de R® para R3.
b) Existem aplicacoes lineares sobrejectivas de R? para R3.

c¢) Existem aplicacdes lineares injectivas de R® para R®.
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d) Existem aplicaces lineares sobrejectivas de R? para R®.

e) Qualquer aplicacdo linear injectivas de R para R5 é sobrejectiva.

f) Qualquer aplicacdo linear sobrejectivas de R® para R> é injectiva.
Considere as aplicacdes lineares f : R? — R? tal que f(z,y) = (z +y,z — 5y) e
g:R? — R? tal que g(x,y) = (—4z, —x + 2y).

a) Determine as matrizes candnicas de f e de g.

b) Determine as matrizes canénicas de f o g e de go f, usando a alinea a).

c¢) Use a alinea b) para determinar (f o g)(z,y).
Considere as aplicacoes lineares f : R> — R3 tal que f(z,y,2) = (3z—y+2z,2—5y, 2)
e g: R — R3 tal que g(x,9,2) = (z,y — 2,2 + 2y).

a) Determine as matrizes candnicas de f e de g.

b) Determine as matrizes candnicas de f o g e de go f, usando a alinea a).

c¢) Use a alinea b) para determinar (f o g)(z,vy, 2).

Considere a aplicacdo linear f : R — R3 tal que f(z,y,2) = (x — 2y + 2,22 — 5y, 2).
Verfique se f é injectiva e em caso afirmativo, determine a matriz canénica de f~1.

Considere a aplicacio linear f : R? — R? tal que f(z,y) = (z —y, —2 —y). Verfique
se f é injectiva e em caso afirmativo, determine a matriz canénica de f~!.

Sejam f e g duas aplicagoes lineares de R™ em R"™. Mostre que se z € Nuc(g) entao
x € Nuc(fog).

2.3 EXERCICIOS DE REVISAO DA SEGUNDA PARTE

1.

2 2
Considere a matriz A= | 3 1
0

Indique qual a afirmacéao falsa:

225 102
(a) | 312 |=[312].

~10-2| [225

4 410

_ 9

b) | 312 |=2

~10 -2

225 23 -1
|3 12([=[210

-10-2| |52-2
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2 25 2 25
d[312[=]01-4
—-10 -2 —-10 -2
2 25
2. SejaB=| 3 1 2 |.A entrada (3,2) da matriz adj(B) é:
—-10 -2
(a) —1
(b) 4
(c) —4
(d) 1

3. Seja A uma matriz de ordem n. Prove que:

(a) A é invertivel se, e s6 se, adj(A) é invertivel.
(b) ladi(A)] = | A",
(c) Se a matriz tem ordem 2, entao |adj(A)| = |A|.

2 25
4. Seja B=| 3 1 2 |. O determinante da matriz B é:
—-10 -2
(a) 9
(b) —4
(c) 3
(d) -1
1 0 1 0
. . Qa—1 0 -2
5. Considere a matriz A = 9 0 a—1 , com a € R. Para que valores de a a
0 1 0o 1

matriz é invertivel?

(a) Paraa =3 oua=—1.

(b) Para qualquer valor real.

(c) Para a = 3.
)

(d) Para qualquer valor real excepto 3 e —1.
6. Seja A uma matriz de ordem n. Indique qual das seguintes afirmacoes é falsa.

(a) Se A é invertivel entao o seu determinante é diferente de zero. A reciproca desta
afirmagao é verdadeira.

(b) A matriz A é invertivel se, e s6 se, o seu determinante é igual a zero.

(c) A matriz A é invertivel se, e sé se, o seu determinante é diferente de zero.
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(d) Se o determinante de A é diferente de zero entao A é invertivel. A reciproca desta
afirmacao é verdadeira.

. Considere o sistema de equagoes lineares na sua forma matricial AX = B:

—12 1 T 1
01-1]]yl=]2
2 31 Z -1
Qual a afirmagao falsa?
(a) |A| = —10 logo o sistema é de Cramer.
(b) O volume do paralepipedo definido por u = (0,1, —1),v =(2,3,1) et = (—1,2,1)

é 10.

’ TN . _ _ z \/ﬁ
(c) A area do triangulo de lados adjacentes u = (0,1, —1), e t = (—1,2,1) é ¥5=.

(d) O sistema é possivel e determinado sendo y = %

. Considere os pontos A = (0,1,1), B=(2,—1,0) e C = (—1,0,1).

(a) Justifique que os pontos A, B e C sao vértices de um triangulo.

(b) Determine a area do tridngulo de vértices A, B e C.
—_—  —

(c) Calcule o volume do paralepipedo definido por 14—B>, AC e AB x AC.

. Seja A a area do paralelogramo definido pelos vectores u = (1,a) e v = (1,b), com

b # 0. Qual das seguintes afirmacoes é falsa.

(a) Se a = —bentao A #0

(b) Se a =bentao A=0

(c) Sea=2bentao A#0
)

(d) Se ab # 0 entao A # 0

1 1-1
Considere a matriz A = | 0 1 1 |. Determine qual dos vectores é vector proprio
-10 2
de A
(a) (2,0,1)
(b) (0,0,1)
(c) (0,0,0)
(d) (0,1,1)
200
O polinémio caracteristico da matriz | 00 0| é:
000

(a) (A+2)22
(b) (A — 2)A2
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(c) A+2)A
(d) (A=2)A
111
12. Considere a matriz A = | 1 1 1 |. Determine os valores préprios de A e os respectivos
111

subespacos proprios.
13. Seja A e B matrizes de ordem n, invertiveis. Mostre que
adj(AB) = adj(B)adj(A).
14. Considere as seguintes aplicacoes lineares de R? em R*:
flz,y,2) = (x+ 2y + 22,2 + 2y + z,22,3z)
g(x,y,2) = (x + 2y + 22,2 + 2y + 2, 22,32°)

hz,y,z) = (x + 2y + 2z, + 2y + 2,22,32 + 5)

para quaisquer z,y,z € R. Indique se cada uma das aplicagdes é linear. Em caso
afirmativo, indique:

(a) a matriz canénica da aplicacao.

(b) o ntcleo da aplicagao.
(

(d
(e
(f

)
)
¢) o conjunto imagem da aplicagao.
) se a aplicac@o é injectiva.
) se a aplicagao é sobrejectiva.

)

se a aplicagao é invertivel.
15. Considere as seguintes aplicacdes lineares de R3 em R3:
fl,y,2) = (@ +y,2+2,0)

9(z,y,2) = (y,2,7)
para quaisquer z,y, z € R. Determine:
(a) My e M,.
(b) Myoq.
(c) (fog)(z,y,z).
16. Considere a aplicacao linear cuja matriz canoénica é

110
Mf_[—ll—l]'

(a) Determine f(1,1,1)

(b) Prove que Nucf =< (—1,1,2) >. Serd f injectiva?

(¢) Verifique se existe (z,y,2) € R3 tal que f(z,y,2) = (1,—1).
)

(d) Determine f(z,y,2).
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17. Seja f : R? — R? aplicacdo linear definida por

f(x,y,z):(a:qu,yfz).
A matriz candnica de f é:
(11 0
01 -1
[1 01
11 -1]
10
01
_1_1_
10
(d) |11
| 0

-1

18. Seja f : R? — R3 aplicacdo linear definida por

f(fL',y,Z):(.’E—i-y,y—Z,Z).

f € invertivel? Em caso afirmativo, determine a matriz canénica da inversa de f.



Capitulo 3

TERCEIRA PARTE

3.1 BASES

1. Determine uma base do subespaco de R? gerado pelos vectores:

a) v; = (1,-3.4), va = (2,-6,8), v3 = (1,1,0).

) (
) v =(0,3,2), vy = (0,1,1), v3 = (0,1,0).
) (
) (

o

o

v = (1,3,2), va = (1,6,4), v3 = (0,3,2).
U1 = 17074)7 V2 = (2>47 2)’ U3 = (17 1> 1)’ V4 = (_1727 _1)

(o}

2. Sem fazer contas, mostre que os seguintes vectores nao formam uma base do espago
vectorial indicado:

a

=3

3

,3), va = (0,1), v3 = (4,1) de R2.
,2,3), v2 = (0,0,1), v3 = (0,4,1) de R,
,2,0), v2 = (0,0,1), v3 = (0,0,0) de R3.
1,2), vo = (2,4) de R2,

2 o

o

)
)
)
) v =
)
)

3. a) Mostre que os vectores v; = (1,0.0), v = (0,4,0), v3 = (0,0,1), vg = (—1,1,-1)

geram R? mas ndo formam uma sua base.
b) Escreva o vector (1,2,1), de trés maneiras diferentes, como combinagao linear

dos vectores da alinea a).

4. Mostre que o conjunto formado pelos seguintes vectores é linearmente independente e
determine uma base do espago que inclua estes vectores:

a) v = (0,2,3), v2 = (0,0,1) de R®.
b) U1 = (_1707 1)) V2 = (27 17 1) de Rg'
c¢) v1 = (0,1,1,0), va = (1,0,0,1) de R*.

31
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. Mostre que S = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} é uma base de R? e escreva o vector (2,1, 2)

como combinacgao linear dos vectores de S.

. Seja f : R — R3 a aplicacdo linear tal f(z,y,2) = (z +vy,y — 22,2 + 2y — 22,0).

a) Determine uma base de Nucf.

b) Determine a dimensao de I'mf.

. Considere as base B = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} e B = {(0,1,1),(1,1,1),(0,0,1)} de

R3.

a) Determine as coordenadas do vector u = (1,1,0) na base B.

b) Determine as coordenadas do vector u = (1,1,0) na base B'.

. Determine uma aplicacdo linear f : R* — R* tal que Nucf =< (1,0,3,0), (—1,2,0,0),

(0,2,3,0) >e < (1,1,1,1),(0,0,1,1) >C Imf.

. Seja f : R® — R* a aplicacdo linear tal que f(1,1,1) = (1,0,0,0), f(0,1,1) =

(1,2,0,0) e £(0,0,2) = (4,2,0,0).

a) Mostre que B = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,2)} é uma base de R3.
b) Determine as coordenadas do vector (2,2,0) em relagdo a base B.
c¢) Calcule f(2,2,0).
d) Determine a matriz canénica de f.
e) Determine f(z,y, z), com (z,y, z) € R3.
)
)

f
g

Determine uma base de Nucf.

Qual a dimensao de Imf?

10. Seja f : R? — R3 a aplicacdo linear tal que f(1,1,1) = (2,1,—1), f£(0,1,1) = (1,0,2)

e £(0,1,2) = (4,0,8).

a) Mostre que B = {(1,1,1),(0,1,1),(0,1,2)} é uma base de R3.

b) Determine as coordenadas do vector (1,3,4) em relagao a base B.

c¢) Calcule f(1,3,4).

d) Determine a matriz canénica de f.

e) Determine f(z,y, z), com (x,y,z) € R3.

f) Determine uma base de Nucf.
)

g) Qual a dimensao de Imf?

11. Considere a aplicacio f : R? — R? tal que f(z,y) = (3 — 2y,2x — y). Sejam

B=1{(1,0),(1,1)} e B = {(1,1),(1,0)} duas bases de R?. Determine M (f;B,B').

12. Considere a aplicacio f : R? — R3 tal que f(x,y) = (—4x,2 — y,y). Sejam B =

{(1,1),(~=1,1)} uma base de R? e B’ = {(1,0,0),(0,0,1),(0,1,0)} uma base de R3.
Determine M(f;B,B').



3.1.

13.

14.

15.

16.

17.

BASES 33

Considere a aplicacao linear f : R? — R? cuja matriz canénica é

010
23 -1
121

Sejam B = {(1,0,1),(1,1,0),(0,1,1)} eb.c. = {(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)} (base candnica)
duas bases de R3. Determine:

a) M(f;B,b.c.).

b) M(f;b.c.,B).

c) M(f;B,B).

Sejam B = {(1,1,1),(1,0,0), (0,0,1)} uma base de R3 e B’ = {(1,0,0,1), (0,1,1,0),

(0,0,1,0),(0,0,0,1)} uma base de R*. Considere a aplicacio linear f : R — R* tal
que

Determine:

a) f(1,1,1).
b) se existir, um vector (z,y, z) € R3 tal que f(z,y,2) = (0,—1,1,0).
c) M(f;b.c. de R3 b.c. de R*), em que b.c. significa base canénica.

Mostre que se f : R — R™ ¢é a aplicacao nula, entao a matriz de f em relacao a
quaisquer bases de R" e de R™ ¢é a matriz nula.

Seja f : R" — R”™ uma aplicagao linear injectiva. Mostre que se {vi,ve,...,v,} €
uma base de R" entao {f(v1), f(v2),..., f(vn)} é uma base de R™.

Sejam f e g duas aplicagoes lineares de R™ em R" e, B e B’ duas bases de R"™. Diga,
justificando, se as seguintes afirmacoes sao verdadeiras ou falsas:
a) Se M(f;B,B") = M(g;B,B) entao f(x) = g(z), para qualquer vector x de R™.
b) Se M(f;B,b.c. de R") = M(g;B',b.c. de R™) entao B = B'.
c) Se M(f;B,b.c. de R™) = I,, entdo f é a aplicacao identidade de R™.
d) Se M(f;B,B') = I, entao f é a aplicagao identidade de R".
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3.2 DIAGONALIZACAO

1. Mostre que A e B nao sao matrizes semelhantes:

gas[ten-[to].

123 120
b) A=|012|eB=[510
001 001

2. Seja A uma matriz cujo polinémio caracteristico é
p(A) = AA + 1) (A — 1)2
Determine:

a) o tamanho de A.
b) os valores préprios de A e suas multiplicidades algébricas.

¢) quais as possiveis multiplicidades geométricas dos valores préprios de A.

1 =20
3. Seja A= |—-2 1 0| . Determine os valores proprios de A e as suas multiplicidades
2 23

algébricas e geométricas.

4. Determine se A é diagonalizavel. Em caso afirmativo, determine uma matriz P que
diagonalize A e calcule P~'AP.

(100
a) A= {011
011

(20 —2]
b) A={03 0 |.
00 3 |

[—141]
) A=1|0 20].
| —313]
[—2. 0 00
0 —200
0 030
0 013

[—2 0 0 0O
0 -25 -5

0 030
0 00 3
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220
5. Considere a matriz A= [ 01 1 |.Determine uma matriz P tal que P! AP seja:
00 -3

[20 0 ]
a) [01 0 |.
(00 -3
(1 0 0]
b) |0-30].
[0 0 2]

Comentdrio Se f : R” — R"™ é uma aplicacao linear e, B e B’ sao duas bases de
R", entao as matrizes M(f : B,B) e M(f : B',B’) sdo semelhantes. Assim, tém os
mesmos valores préprios com as mesmas multiplicidades algébricas e geométricas, pelo
que podemos afirmar que esses valores préprios sao os de f com essas multiplicidades
algébricas e geométricas. Da mesma forma afirmamos que f é diagonalizavel se, e s6
se, M(f : B,B) é diagonalizavel, sendo B uma base qualquer de R".

6. Considere a aplicacdo linear f:R3 — R3 tal que
flay,z) = (-20+y—z0-2y—2z -2 —y—22).
Determine os valores préprios de f e mostre que f é diagonalizavel.

7. Considere a aplicacao linear f : R? — R3 tal que f(z,y,2) = (—y+2,—z+ 2,7 —y).
Determine os valores préprios de f e mostre que f é diagonalizdvel.

8. Mostre que se A é uma matriz de ordem n diagonalizavel, entdo A* é diagonalizével,
qualquer que seja k € IN.

9. Sejam A, B e C matrizes quadradas. Diga, justificando, se as seguintes afirmagoes sao
verdadeiras ou falsas.

a) Qualquer matriz quadrada é semelhante a si prépria.

b

)
)

c¢) Se A e B sdo invertiveis e semelhantes, entdo A~! e B~! sdo semelhantes.
)

d

Se A é semelhante a B e B é semelhante a C, entdao A é semelhante a C.

Se cada valor préprio de A tem multiplicidade algébrica 1, entdao A é diago-
nalizavel.

e) Matrizes singulares nao sao diagonalizaveis.

10. Determine se A é diagonalizdvel. Em caso afirmativo, determine uma matriz P que
diagonalize A e calcule P~TAP.

a) A—ﬁg].

b) A= {‘11 _77}
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c) A= [_54 _32}

d) A:[ig}.

Escreva a forma quadrética em notacio matricial X7 AX | sendo A uma matriz simétrica.
a) 3z2 + 5y°.
b) —a? — 6zy + 149>

Determine uma férmula para a forma quadratica que nao utilize matrizes.

ot [57][3]
ot M]3

Determine uma forma quadrética diagonal da seguinte forma quadratica.

a) 32 — 4xy — 692

b) z? + 22y + ¢
Para cada uma das seguintes formas quadréticas, determine uma base de R? na qual
a forma quadratica seja diagonal.

a) 222 + day + 292

b) —4x? + 3xy.

c) —3x% + 2zy + 1%
Classifique as seguintes cénicas de R2.

a) 222 —y*> +8 = 0.

b) 42% +y*> -3 =0.

Classifique as seguintes cénicas de R2.

a) 2y —y+12=0.

222 + 3y% + 42 — 6y — 4 = 0.

)
b) 222 + 3y% +4x — 6y +2 = 0.
c)

)

d) 22 +2+y—-3=0.

Classifique as seguintes cénicas de R2.

a) 222 —dzy +2y* +8 = 0.
b) 522 + 4wy + 5y? = 9.
)
)

c) xy = 8.

o,

3xy =
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18. Classifique as seguintes cénicas de R2.
a) —4r? 4+ 3zy+2z—6y+2=0.
b) 222 + dxy + 2y? +4x — 5y +9 = 0.
¢) —iz?+ L+ 22y —2204+y+ 1 =0.
19. Considere a equacao cartesiana

20 +2)? —y? +8=0.

(a) Efectue uma translagao de coordenadas por forma a equagao anterior representar
uma conica conhecida.

(b) Determine o centro da cénica de equacao 2(x + 2)? — y% +8 = 0.

(c) Esboce o desenho da cénica de equacgao 2(z + 2)% — y? +8 = 0.

3.3 ESPACOS VECTORIAIS

1. Considere R? com as seguintes operacdes: Sendo (u1,uz), (v1,v2) € R? e a € R,
(u1,u2) @ (v1,v2) = (U1 + v1,u2 + v2)

a® (UI,UQ) = (OéUl,O)-

a) Calcule (—1,2) & (3,0).
b) Calcule 2 ® (3,—1).

c¢) (R%,@,®) é um espaco vectorial sobre R?

2. Considere R? com as seguintes operacoes: Sendo (u1,uz), (v1,v2) € R? e a € R,
(u1,u2) ® (vi,v2) = (w1 +v1 + 1, ug +va + 1)

a® (v1,v2) = (avr, ave).

a) Calcule (—1,1) @ (4, —5).
b) Calcule 7® (2, -2).

¢) (R?,®,®) é um espago vectorial sobre R?
3. Quais dos seguintes conjuntos sao subespagcos de M,,»,,(R) (com as operagoes usuais):

a) As matrizes singulares de ordem n.
b) As matrizes diagonais de ordem n.

¢) As matrizes simétricas de ordem n.
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. Seja F o conjunto das matrizes triangulares superiores, de ordem 2.

a) Mostre que E é um subespago de May2(R) (com as operagoes usuais).

b) Determine uma base de E e a dimensao de E.

. Sendo A; = [10], Ay = [1 1], As = [10], Ay = [00] e A= {62], mostre

10 00 01 01 53
que {A1, Ay, A3, Ay} é uma base de May2(R) e escreva A como combinagao linear dos

vectores dessa base.

. Sendo p;(z) = 22 4+2x+1, pa(z) = 9242, p3(x) = 42® +3z+3 e p(x) = —322 +17x+2,

mostre que {p1(x), p2(z), p3(z)} é uma base de R?[z] e escreva p(x) como combinacio
linear dos vectores dessa base.

. Considere R com as seguintes operagoes: Sendo u, v e a € R,

ubv=u+v-—1
a®v=av+ (1—a).

a) Calcule —1 @ 3.
b) Calcule 0 ® 3.

¢) (R,®,®) é um espago vectorial sobre R?

. Mostre que é impossivel existir um espaco vectorial formado unicamente por dois

vectores distintos.

. Seja V um espaco vectorial real e u,v € V. Sendo f : V — R? a aplicacio linear tal

que f(u) =(2,1) e f(v) = (—1,4), determine f(u + v).

Seja V um espaco vectorial real e u,v € V. Sendo f : V — R? a aplicacdo linear tal
que f(u+v)=(6,1) e f(2u—wv)=(-3,0), determine f(u) e f(v).

Considere a aplicagao f : Ra[r] — Maxa(R) tal que f(az? + bz +c¢) = {

a+bb
c—a0]"’

Determine

a) o nucleo e a imagem de f.

b) M(f;B,B'), em que B é a base de Ra[z] do exercicio 6. e B’ é a base de May2(R)

do exercicio 5..

Considere a aplicacdo linear f : R? — R3[x] cuja matriz em relacdo & base canénica
de R? e & base {23,222 + 1,4} de R3[x] é

1 -1
0
—4
—6

S W N

a) Verifique se f é injectiva e se é sobrejectiva.
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b) Determine f(a,b) com (a,b) € R.
13. Diga, justificando, se as seguintes afirmacoes sao verdadeiras ou falsas.

a) Se f é uma aplicacdo do espago vectorial real E no espago vectorial real V' tal que
floau+v) = af(u) + f(v), para quaisquer u,v € F e o € R, entao f ¢é aplicacao
linear.

b) f(a,b,c) = az® + bx + ¢ com (a,b,c) € R3, define uma aplicacio linear injectiva
de R3 em Ry[x].

c) O espaco vectorial real M, (R) tem dimensao nm.

d) f(a,b,c) = (a—b)x®+ (b—c)x + (a—c) com (a,b,c) € R, define uma aplicacio

linear sobrejectiva de R? em Ra[z].

14. Sendo f : Ry[z] — Rg[z] a aplicagao linear tal que f(1) =z + 1, f(2x) = -2z +1e
f(32%) = 3z + 1, determine f(—z? + 4z + 2).

3.4 EXERCICIOS DE REVISAO DA TERCEIRA PARTE

1. Em R* considere o subespaco F = {(a,b,c,d) € R*: b = —¢, d = 0}. Uma base de F
¢é o conjunto:

(a) {(17_17170)}

(b) {(1,0,0,0),(0,—1,0,0),(0,0,1,0)}
(¢) {(0,-1,1,0)}

(d) {(1,0,0,0),(0,-1,1,0)}

2. Seja f : R3 — R? a aplicacdo linear tal que

f£(1,0,0) = (1,2), f(0,1,0) = (—2,—4) e f(0,0,2) = (0,2).

{(2,0),(1,1)}, determine a matriz de f em relagao as bases B e B/, M(f;B,B).

3. Uma matriz A de ordem 3 tem os valores préprios 2 e —3, sendo (0,2,0) um vector
préprio associado ao valor préprio 2 e, (1,0,1) e (0,1, 1) vectores préprios associados
001
ao valor préprio —3. Se P = |12 0 | entao
101
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(a) P7LAP =

(b) P71AP =

(c) P71AP =

(d) P1AP =

(200
010
(001
(2 0 0]
0-3 0
[0 0 =3

(=30 0]
020
| 0 0-3]

(100
020
001

CAPITULO 3. TERCEIRA PARTE

4. Em R? considere o subespaco F =< (2,1,1),(-1,0,1),(5,3,4) >. A dimensio de F

5. Em R3 considere o subespaco G = {(z,y,2) € R3 : x = 2y, z = y}. A dimensdo de G

6. Seja f: R3 — R? a aplicacio linear tal que

para todo (a,b,c) € R3.

Considere em R3 a base By = {(1,0,1),(0,1,1),(0,0,2)} e em R? a base By =
{(2,-1),(0,1)}. Sejam B} e Bj, respectivamente as bases canénicas de R? e de RZ.

f(a,b,c):(2a+b,b—c),

Indique qual das afirmacoes seguintes é falsa:

(a) M(f: By, By) =
(b) M(f: BBy = | 2 0]

(c) M(f;B1,B5) =

150

N[ =N0| =

11

(210
| -102

-2

|

M(f; By, Bs)

|
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1 0
(d) M(f; By, By) = M(f;B1, By) | 0 1
—2 73

= O O

7. Seja g : R? — Msy»(R) a aplicacdo linear tal que

ab—c
save=| 5"

para todo (a,b,c) € R3.
(a) Mostre que Nuc g = {(0,0,0)}.
(b) Justifique que [; Z} pertence & imagem de g.

(c) Sem determinar a imagem de g, justifique que g néo é sobrejectiva.

(d) Indique uma base da imagem de g.

8. No espago vectorial real My, o(R) considere o seguinte conjunto

g 11 01 00 00
N 11|11’ |11|’{o1|f"
Indique qual das afirmagoes seguintes é falsa:

(a) S é linearmente independente.

(b) O subespaco gerado por S é Maya(R).
o w3121 2])
o (11 (22~ {[52)-ex)

9. Indique qual das seguintes afirmacoes é falsa:

41

(a) O conjunto das matrizes triangulares superiores de M, «,(R) é um subespagco

vectorial de My, x,(R).

(b) O conjunto das matrizes invertiveis de Mpx,(R) ndo é um subespago vectorial

de My, xn(R).

(c) O conjunto das matrizes simétricas de M, x,(R) é um subespago vectorial de

M xn(R).

(d) O conjunto das matrizes idempotentes de M, x,(R) (isto é, o conjunto das ma-

trizes A € M,,xn(R) tais que A? = A) é um subespago vectorial de M,,«,(R).

20 -1
10. Considere a matriz A= |11 -1
00 1

(a) Calcule os valores préprios de A.

(b) Determine uma base para cada um dos subespagos préprios de A.
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(¢) Mostre que A é diagonalizavel e indique uma matriz invertivel P tal que
100

P'AP=1020
001

11. Sejam F um espago vectorial real, f : F — E uma aplicacao linear, F' = Nuc f e
G={zecFE: f(zx)=1x}.
Prove que:

G é um subespaco de F.

(a
(

)
b) FNG ={0g}.
(c) Sex € Feye G sao tais que z +y = 0g entdo x = 0g e y = Op.
(d) Se {z1,...,zn} e {y1,...,ym} sdo conjuntos linearmente independentes de F'

e G, respectivamente, entao {x1,...,%n,Y1,...,Yn} € um conjunto linearmente
independente de F.

12. Seja S = { [Z 2ba] ta,b e R}. indique qual das afirmacoes seguintes é falsa:

(a) S é um subespago de Max2(R).

(b) { 1 ; , _11 _12 } ¢ um conjunto linearmente independente de S.

(c) { 1 ; , _11 _12 , [(1] (1)} } é um conjunto linearmente independente de S.
(11] [—-1 11 .

(d) {_1 2|'] 1 _2_}eumabasede5’.

13. No espaco vectorial real Rg[x] considere os subespagos:
F=<2’42+4+2,2+1> G={az’>+bx+c€Ryfz]: a+b=0}.
Indique qual das afirmactes seguintes é falsa:

G=<z?>—z1,22-2+6>

(a
(

)

b) {22 — 2,1} é uma base de G.
(c) 222 =22 +3€ (FNG)
(d) dim(F) =2

14. Sejam B = {v1,v2,v3} uma base de R3 e f : R? — R3 uma aplicacdo linear tal que

102
=M(f;BB)=|-111
001
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

110
Seja B’ = {v1,v1 + v2,v3} uma base de R? e considere as matrizes P = | 010 ]| e
001
100
Q= 1|110]. Indique qual das afirmagoes seguintes é verdadeira:
001
(a) M(f:B,B)=PA
(b) M(f:B',B)=AP
(c) M(f:B,B)=QA
(d) M(f:B,B)=AQ

Considere a equacao cartesiana
4a* — 8xy +4y> —8 =0.

(a) Determine uma base de R? na qual a forma quadratica 422 — 8zy + 432 seja Sz2.
(

)
b) Determine uma base de R? na qual a forma quadrética 422 — 8xy + 4y? seja 8y?.
(c) Identifique o tipo de cénica representada pela equacao cartesiana.

)

(d) Esboce o desenho da cénica de equacdo 42 — 8zy + 4y* — 8 = 0.

Identifique o tipo de cénica representado pela equacao

222 + 5y = 20.

Identifique o tipo de cénica representado pela equacao

Ty — 2z = 0.

Determine uma aplicacio linear f : R® — R? tal que Nuc(f) =< (1,1,0),(0,1,0) >
e Im(f) D< (1,2) >.

Considere a aplicacdo linear f : R? — R3 tal que f(z,v,2) = (z,2 — y,z +y + 2),
para todo o z,y, z € R. Determine:

(a) Os valores préprios de f.

(b) Se f é diagonalizavel.
Identifique o tipo de cénica representado pela equacao

422 + 9% = 1.

Identifique o tipo de cénica representado pela equacao

—z° = 2y.
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22. Identifique o tipo de cénica representado pela equacao

22 —y?—8=0.

23. Identifique o tipo de cénica representado pela equacao

22 +y? —25=0.

24. Considere a equagao cartesiana
3(z—3)2+5(y—1)>—10=0.
(a) Efectue uma translagao de coordenadas por forma a equagao anterior representar
uma coénica conhecida.
(b) Determine o centro da cénica de equacdo 3(x — 3)2 + 5(y — 1) — 10 = 0.
(c) Esboce o desenho da cénica de equagao 3(z — 3)%2 + 5(y — 1) — 10 = 0.

25. Mostre que as matrizes A = [; 3} , B= [g g] nao sao semelhantes.

26. Considere a equacao cartesiana
112? + 24zy + 4y* — 15 = 0.
(a) Determine uma base de R? na qual a forma quadratica 1122 + 24zy + 492 seja
uma forma quadratica diagonal.

(b) Identifique o tipo de cénica representada pela equagao cartesiana.

(c) Esboce o desenho da cénica de equacao 1122 + 24zy + 4y — 15 = 0.

27. Considere a equacao cartesiana
22+ (y—1)> =16 =0.
(a) Efectue uma translagao de coordenadas por forma a equagao anterior representar
uma conica conhecida.

(b) Determine o centro da cénica de equacao z2 + (y — 1)? — 16 = 0.

(c) Esboce o desenho da cénica de equagao x2 + (y — 1) — 16 = 0.

28. Considere a equagao cartesiana
2 2 1
Tty +y = 5
(a) Determine uma base de R? na qual a forma quadratica z2 + zy + y? seja uma
forma quadratica diagonal.
(b) Identifique o tipo de cénica representada pela equagao cartesiana.

(c) Esboce o desenho da cénica de equacao 2 + zy + y° = %
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29. Considere a forma quadrética 2 + zy + y? na base candnica de R%. Na base B =
(L 2 (-5 L) elaé

(a) %xz + %yQ.

(b) 222+ 342

(c) 222

(d)

=3

292

30. Considere a equagao cartesiana
3z -1+ (y—1)2-9=0.
(a) Efectue uma translagao de coordenadas por forma a equagao anterior representar
uma conica conhecida.
(b) Determine o centro da cénica de equagao 3(z — 1)% + (y — 1)2 =9 =0.
(c) Esboce o desenho da cénica de equagao 3(z — 1)% + (y — 1)2 — 9 = 0.

31. Mostre que as matrizes A = [(1] ﬂ , B= [? H nao sao semelhantes.

32. Considere a equagao cartesiana
522 + dzy + 5y? = 9.
(a) Determine uma base de R? na qual a forma quadrética 522 + 42y + 5y seja uma
forma quadratica diagonal.

(b) Identifique o tipo de cénica representada pela equagao cartesiana.

(c) Esboce o desenho da cénica de equacdo 5x2 + 4zy + 5y = 9.
33. Seja f : R — R? a aplicacdo linear tal que
f(a,b,c) = (—6a + 3b, —6a + 3b + 8c),
para todo (a,b,c) € R3.

(a) Determine uma base de Nuc(f)

(b) Determine uma base de I'm(f)

(c) Determine uma base de R? que inclua um vector de Nuc(f)
)

(d) Determine M (f;B,B1), sendo B = {(1,0,1),(0,1,1),(0,0,2)} uma base de R? e
em R? a base B = {(2,-1),(0,1)}

0 2-1
34. Seja A= 0 1 0 |. Determine:
—-12 0

(a) Os valores préprios de A.
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35.

36.

37.

38.

39.

40.
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(b) Os subespagos préprios de A.

(¢) Se a matriz A é diagonalizédvel.
Determine, se possivel, uma aplicacdo linear f : R* — R? tal que Nuc(f) =<
(1,0,0,0) >

100
Seja A= [ 100 |. Determine:
211

(a) Os valores préprios de A.

(b) mg(1).

(c) Os subespagos préprios de A.

(d) Se a matriz A é diagonalizavel.

No espaco Rs[z] considere o subespaco G =< 23 + 22,223 + 4z + 1 > . Indique qual
das afirmacoes seguintes é verdadeiras:

(a) G = {ax®+bz?+cr+deRsx]: b=0}

(b) G = {ax®+ bx® + cx +d € R3[zr] : c=2a}

(¢) G={az®+ bz’ +cx+deRsx]: b=0, c=2a}
(d) G ={az® + bz’ +cx+deRslx]: b=0ouc=2a}

Para qualquer aplicacdo linear f : R3 — R3 e para quaisquer quatro bases Bi, Bo,
Bs e By de R3, se

A= M(f;B1,Bs), B= M(f;B2,B3), C = M(idgs; B1,B2) e D = M (idgs; B3, Bs)

entao:

(a) A=BCD

(b) A= DBC

(c) A=C~'BD

(d) A=CBD
Sejam F um espago vectorial real e {uq, . .., u,} um conjunto linearmente independente
de E. Sejam aq,...,ay, 51, ..., 8, numeros reais tais que

arul + ...+ apuy = Grur + ...+ Buug.

Mostre que «; = f3;, para qualquer ¢ € {1,...,n}.

310
Seja A= (020
112

(a) Indique o polinémio caracteristico de A.
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(b) Determine os subespagos préprios de A.
(c) Mostre que A é diagonalizavel.

(d) Determine uma matriz P de ordem 3, invertivel e uma matriz diagonal D, de
ordem 3, tais que

P~ 'AP = D.
2 —10
41. Seja A=|—-4 2 0
-2 -14

a) Indique os valores préprios de A e as respectivas multiplicidades algébricas.

b)

(c) Mostre que A é diagonalizavel.
)

(
(

Determine os subespacos préprios de A.

(d) Determine uma matriz P de ordem 3, invertivel e uma matriz diagonal D, de

ordem 3, tais que
P 'AP =D.

42. Seja f : Ro[z] — R3 a aplicagdo linear tal que
flaz?® +bx +¢) = (c — a,0,2b),

para todo ax? 4 bx + ¢ € Ry[z].
(a) Determine uma base de Nuc(f)
(b) Determine uma base de I'm(f)
(c) Determine uma base de R? que inclua os vectores da base determinada em b).
(d) Determine M(f;B,B), sendo B = {—2?% 2,2} uma base de Ro[z] e em R3 a base
By ={(0,-1,1),(1,1,0),(0,1,0)}

43. Sejam B = {—2?+x, —3x,2} uma base de Ra[z] e em R3 a base By = {(0,1,1),(1,1,0),(0,1,0)}.
Considere f : Ry[z] — R3 a aplicacdo linear tal que
310

M(f;B,B))= {020
112

(a) Determine uma base de Nuc(f)

(b) Determine uma base de Im(f)

(c) Determine, se possivel az? + bx + ¢ € Ro[z] tal que f(az? + bz +¢) = (1,0,0).

(d) Determine M (f;Bs,Bs), sendo B = {—2,x,2} uma base de Ry[z] e em R? a
base Bs = {(0,-1,1),(1,1,0),(0,1,0)}

44. Em R3 considere a base B = {(0,1, 1), (1,1,0),(0,1,0)}. Seja f : R3 — R3 a aplicagao
linear tal que
300
M(f;B,B)= (020
002

Determine f(z,y, z).
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45.

46.

47.

48.

49.
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Sejam W7 e Wy dois subespacos reais de um espaco vectorial real V. Mostre que
W1 N Ws é subespacgo de V.

Em R3 considere a base B = {(1,0,1),(0,1,0),(0,1,1)}. Seja f : R3 — R3 a aplicacio
linear tal que
1 -2 -1
M(f;B,B)=|1-1 0
02 2

Uma base de Nuc(f) é

(a) {(1,1,-1)}
(b) {(17170)}
(¢) {(=1,-2,1)}
(d) {(17070)}

Em R3 considere a base B = {(1,0,1),(0,1,0),(0,1,1)}. Seja f : R® — R? a aplicacio
linear tal que
1 -2 -1
M(f;B,B)=|1-1 0
02 2

A dimensao de Im(f) é

Considere a aplicacdo linear f : R* — R* tal que f(z,y,2,w) = (z+w,y — z, 22, 4w),
para todo o x,y, z,w € R. Determine:
(a) Os valores préprios de f.
(b) Se f é diagonalizdvel.
Em R? considere a base B = {(1,0,1),(0,1,0), (0,1,1)}. Seja f : R — R3 a aplicacio
linear tal que
1 -2 -1

M(f;B,B)=|1-1 0
02 2

Qual dos seguintes vectores pertence a Im(f)?

(a) (=1,0,0)
(b) (0,2,0)
(c) (1,1,0)
(d) (1,1,1)
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50. Em R? considere as bases B = {(1,0, 1), (0,1,0),(0,1,1)}, B1 = {(1,2,0),(1,0,0), (0,0,1)}.
Seja f : R? — R3 a aplicacao linear tal que

1-2-1
M(f;B,B)=|1-1 0
02 2

Entao M (f;B1,B1) é

(5 —21
(a) |10 =50
|4 30
(-1 1 1
b) | -1 1 2
|1 -10
_10%_
(c) [-305
| 0 01|
[—401]
(d | -201].
| 4 00|

51. Em R? considere a base B = {(1,0,1),(0,1,0),(0,1,1)}. Seja f : R? — R3 a aplicacio
linear tal que

1-2-1
M(f;B,B)=1[1-1 0
02 2
Entao f(1,1,2) é
(a) (0,1,2)
(b) (0,3,2)
(c) (1,0,1)
(d) (3a_171)
52. Seja
2 -2 -1
A=|1-10
00 1

Qual das afirmacoOes seguintes é verdadeira:

(a) ma(1) =mg(1) =

(b) ma(1l) =2, mg(l) =1
(¢) ma(l) =mg(l) =2
(d) ma(1) =1, mg(1l) =2

53. Seja @ uma forma quadratica, @ : R? — R, cuja matriz associada é M. Mostre que:
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54.

95.

96.

o7.

98.

99.
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(a) Q((z,y) + (u,v) =Q(z,y) +2 [z y| M [:ﬂ + Q(u,v) com z,y,u,v € R.

(b) Q(e(z,y))

Em Rs[z] o conjunto

= c2Q(z,y) com z,y,c € R.

T = {2? — 42, ax* + 8,3z + 2}

nao é um conjunto linearmente independente para

seja f : R? — R3 uma aplicacio linear tal que Nuc(f)
A dimensao da I'm(f) é:

=< (1,0,0),(3,2,0),(5,0,0) >

Seja W =< (—4,0,0),(3,2,0),(5,0,0) > um subespaco de R3. Uma base de W é o
conjunto:

), (3,2,0),(5,0,0)}

4,0 0),(5 0,0)}

—4,0,0), (3,2,0)}

(d) {(3,2,0)}
Determine, se possivel, uma aplicacdo linear f : R?> — R3 tal que Nuc(f) = {(0,0)}
e (1,0,0) € Im(f).
O centro da cénica de equagao

(x+1)>+4(y—3)2=25

é:

(a) (=1,3).

(b) (1,-3).

(c) (5,3).

(@) (=5,-9).
Considere a aplicacdo linear f : R? — R2 tal que f(z,y) = (2z +y, —4x — 2y), para

todo o z,y € R. Verifique se f é diagonalizavel.



