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Capitulo 1

SISTEMAS DE EQUACOES
LINEARES

A resolucao de sistemas de equagoes lineares e a interpretacdo geométrica das suas
solucoes constituem dois dos principais tépicos estudados em Algebra Linear. Neste capitulo
abordaremos um processo sistematico de resolugao de sistemas de equagoes lineares e dare-
mos um exemplo de aplicacao dos sistemas.

1.1 Introducao aos Sistemas de Equacoes Lineares

Nesta primeira seccao iremos introduzir alguma terminologia bésica.
Uma equacdo da recta em R? pode ser dada pela expressio

a1x + asy = b,
em que ai, az nao sao ambos nulos, e uma equacao geral do plano em R?, pela expressao
a1T + agy + azz = b,

em que a1, as, az nao sao todos nulos. Estas duas equagoes sao exemplos de equagoes lineares.

Definigao 1.1 Uma equagao linear nas n varidveis x1, x2, ..., T, € uma equacdo da forma
a1x1 + asxg + ... + apxy = b,

em que ai,as, ...,a, sao constantes (a que chamaremos coeficientes) nao todas nulas e b é
outra constante.
No caso de b =0, teremos a equacao linear

a1x1 + asxs + ... + apxy =0,

que € denominada equagao linear homogénea.



Observagao

1. Uma equagao linear nao envolve produto de varidveis, poténcias de varidveis (excepto
a poténcia de expoente 1) nem varidveis como argumento de fungoes.

As equacgoes seguintes nao sao equagoes lineares:

z 4+ cosy — 2arcsen z = 0;

xy — 3z = b;
z? =3;
Va4 4y = 2.

As equacoes seguintes sdo equacdes lineares:

o + 2y = 25
Ty + 229 +4x3 — 24 = 0.

2. As varidveis de uma equacdo linear sdo normalmente designadas pelas letras pequenas

x,Y, 2z, w, com ou sem indices.

Podemos agora definir sistema de equagoes lineares.

Definicao 1.2 A uma colecgao finita de equacdes lineares chama-se sistema de equagoes
lineares, ou simplesmente sistema. As varidveis do sistema de equacdes lineares designam-
-se por incognitas.

Um sistema de m equagoes lineares a n incognitas, Ti,xs, ..., Ty, pode escrever-se na

forma

a1171 + a1oxe + ... + apr, = by

Am1T1 + @maZs + ... + GmnTn = bm

em que o coeficiente a;j estd associado a i-ésima equacao do sistema,
ai1T1 + aipxo + ... + iy = b;

e a j-ésima incégnita do sistema, x;.

As constantes by, b, ..., by, designam-se por termos independentes do sistema.

Se no sistema (1.1) tivermos by = by = ... = by, = 0, dizemos que o sistema é ho-
mogéneo.

Exemplo 1.3
1+ a2+ a3 =2
r1—x2+23 =0

é um sistema de 2 equacoes lineares a 3 incognitas, x1, x2, 3.



1.2 Solucao e Conjunto-Solucao de um Sistema

Depois da definicao de sistema de equacgoes lineares, é importante sabermos identificar
uma solucao de um sistema e como classificar um sistema consoante o niimero de solugoes
do mesmo.

Definicao 1.4 Uma solucao de um sistema de equacoes lineares nas incognitas x1, To, ..., T
€ uma sequéncia de n nimeros si, 82, ..., Sn, tais que, substituindo em cada equacdo x1, xa, ..., Ty
POT S1,82, ..., Sp, Trespectivamente, tornam cada equacdo do sistema numa Proposi¢cdo ver-

dadeira.

Observacao A solugao nula é solucao de qualquer sistema homogéneo.

Exemplo 1.5 Usando o sistema do Exemplo 1.3,

1+ a2 +2x3 =2
1 —x9+x3 =0,

temos que

x1:0, $2=1, x3:1

é uma solugao do sistema, pois, 0+14+1=2,0—1+1=0, mas,
.%‘1:1, 332:0, .%‘3:1

nao € solugao do sistema, pois, 1 +0+1=2mas1 -0+ 1# 0.

Definicao 1.6 O conjunto formado por todas as solugoes de um sistema chama-se conjunto-

solugao.

Considerando um sistema de equagoes lineares teremos 3 hipdteses para o seu conjunto-
solucgao:

1. Se o sistema nao tiver solugoes, dizemos que o sistema é impossivel. Neste caso, o
conjunto-solugao é vazio.

2. Se o sistema tiver uma, e uma s6 solucdo, dizemos que o sistema é possivel e
determinado. Neste caso, o conjunto-solugao é constituido pela tinica solucao do sistema.

3. Se o sistema tiver mais do que uma solucdo, dizemos que o sistema é possivel e
indeterminado.



1.3 Interpretacao Geométrica do Conjunto-Solucao de um
Sistema

Se expressarmos uma solu¢do x; = $1, 3 = $9,..., Tp = S, do sistema (1.1), como
o n-uplo ordenado (s, S2, ..., S,) (por exemplo, a solugao do sistema (1.2), atrds referida,
x1 =0, zo = 1, 3 = 1, pode ser expressa pelo terno (0,1, 1)), podemos pensar nas solugoes
do sistema (1.1) como pontos de R™, abrindo a possibilidade a uma interpretagao geométrica
do conjunto-solucao do sistema.

A interseccdo de 2 rectas em R? d& origem a um sistema de 2 equacdes lineares a 2
incégnitas:
{ ane + ay = b
a1 + azy = be
Cada uma destas 2 equagoes lineares representa uma recta do plano Oxy e, portanto, cada
solucao deste sistema corresponde a um ponto de interseccao destas rectas.

Assim, existem 3 possibilidades:

1. As rectas podem ser paralelas e distintas, sendo o sistema impossivel (sem solugao).

V4

2. As rectas podem ser concorrentes (intersectam-se somente num ponto), sendo o
sistema possivel e determinado.

3. As rectas podem ser coincidentes e, neste caso, o sistema é possivel e indeterminado
(as solugoes sao todos os pontos da recta comum).



Se pensarmos na interseccao de 3 planos em R3, teremos o sistema
)

a1x + ay + a3z = by
a21x + a2y + a3z = by
a1z + azy + aszzz = b3

Como podemos ver existem 3 possibilidades: nenhuma solugao, uma tnica solugao ou
uma infinidade de solugoes.

= 3

nenhuma solugao,

nenhuma solucao, nenhuma solucao, 2 planos coincidentes
3 planos paralelos 2 planos paralelos paralelos ao outro
uma infinidade de solugoes, uma infinidade de solugoes, uma infinidade de solugoes,
3 planos coincidentes, 2 planos coincidentes a interseccao é uma recta
a intersecgao é um plano a interseccao é uma recta

uma solugao,
nenhuma solucao a interseccao é um ponto



1.4 Sistemas e Matrizes

Atendendo ao tamanho do sistema, é muitas vezes dificil a sua resolucdo e necessitamos
de recorrer ao auxilio do computador. Um processo para contornar esta dificuldade é escrever

o sistema (1.1) de m equagoes lineares a n incégnitas

a11x1 + a2 + ... +aipxn, = b1

Am1T1 + AmaZs + ... + GmnTn = bm

como um quadro com m X (n + 1) ndmeros, dispostos por m linhas e n + 1 colunas, da

seguinte forma

ailp a2 ... Qinp b1

Aml Am2 - Gmn | bm

que se designa por matriz ampliada do sistema e é denotada por [A|B].
Observagao Em Matematica chama-se matriz a qualquer quadro de niimeros deste tipo.

A matriz simples do sistema é a matriz
ail ai2 ... Qip
A=1:

am1 Am?2 -« Amn

a matriz dos termos independentes é a matriz

e a matriz das incognitas do sistema é a matriz

xy
X =
In
Exemplo 1.7 1. O sistema 3w+ 3y = ? tem associadas as matrizes:
T+ 2y = 3

6



- simples do sistema A = [:13 g]

- dos termos independentes B = [

|

W= ©

- das incognitas X = [‘Z‘;]

- ampliada do sistema [A|B] = 33 ? .
123
5 21 Sr+2y=1
2. A matriz | =10 2| € a matriz ampliada do sistema { —x = 2
0 36 3y==6

Definicao 1.8 Se uma linha, de uma matriz, ndao € toda nula, chamamos pivot ao elemento
nao nulo, dessa linha, mais a esquerda.

12-14
Exemplo 1.9 Na matriz |00 0 5|, o nimero 1 é o pivot da primeira linha.
03 26
O nidmero 5 é o pivot da seqgunda linha e o nimero 3 é o pivot da terceira linha.

Definigcao 1.10 Dizemos que uma matriz estd em forma de escada, abreviadamente f.e.,
se verificar as 2 condi¢oes sequintes:

1. Se houver uma linha nula na matriz, as outras linhas abaixo dela serdo nulas;

2. Em duas linhas quaisquer, nao nulas, o pivot da linha inferior ocorre mais a direita
do que o pivot da linha superior.

Exemplo 1.11 As sequintes matrizes estao em forma de escada

0234 100
0005 ; 010 ; [88}
0000 001

As seguintes matrizes ndo estdo em forma de escada
0234 0234 01
0000 ; 0201 ; [10].
0006 0006



Definicao 1.12 Dizemos que uma matriz estd em forma de escada reduzida, abrevi-
adamente f.e.r., se estiver em forma de escada com cada pivot igual a 1 e os restantes
elementos de cada coluna, a que pertenca wm pivot, iguais a zero.

Exemplo 1.13 As sequintes matrizes estao em forma de escada reduzida

102 120 4
010 ; 001 -1
000 000 O

As sequintes matrizes ndo estéo em forma de escada reduzida

1035 1005
0012 ; 0020
0000 0000

1.5 Meétodo de Eliminacao de (Gauss

Nesta seccao iremos descrever um algoritmo para resolver um sistema de equacoes lin-
eares: 0 método de eliminagao de Gauss. Vimos que podemos associar a um sistema diversas
matrizes, entre elas a matriz ampliada do sistema. Também é facil de comprovar que o sis-
tema que tem como matriz ampliada uma matriz em forma de escada é um sistema de facil

resolucao.
1205
Por exemplo, a matriz |0 10 7|, é uma matriz em forma de escada e é a matriz
0028
r+2y=>5
ampliada do sistema ¢ y =7 . Ora este sistema é facil de resolver e tem como conjunto-

22 =8
solucao, {(—9,7,5)}.
O objectivo do algoritmo é obter a partir da matriz ampliada do sistema, uma sua
forma de escada. Para isso necessitamos de efectuar certas operacoes nas linhas da matriz,
operagoes estas que nao alterem as solugoes do sistema.

Ha4 trés tipos de operagoes possiveis:

1. Multiplicar uma linha por uma constante nao nula ;
2. trocar duas linhas;

3. somar um multiplo de uma linha a outra linha.



Estas operagoes nas linhas da matriz sao designadas por transformacoes elementares
nas linhas. Demonstra-se que nenhuma delas altera o conjunto-solucao do sistema inicial,
pelo que utilizando estas trés transformacoes elementares é possivel obter uma matriz em
forma de escada, da matriz inicial.

Vejamos um exemplo de como se processa o método de eliminacao de Gauss.

Exemplo 1.14 Consideremos o sistema nas varidveis x, y, z

y+2z= %
20+ 2=2
r—y+z=1
A matriz ampliada deste sistema € a matriz
012]3
20 1|2
1-111|1

Esta matriz nao estd em forma de escada. Vamos utilizar as transformacoes elementares
nas linhas da matriz por forma a obtermos uma matriz em forma de escada. Repare que na
primeira coluna da matriz, temos na primeira linha (posi¢ao (1,1) da matriz) um zero e hd
elementos ndo nulos nesta coluna. Portanto, temos que colocar um elemento diferente de
zero na posi¢ao (1,1). Para isso vamos utilizar a transformacgao elementar que troca duas
linhas. Troquemos a primeira linha da matriz com a sua terceira linha. Obtemos a matriz

-1
0
1

SN =
N = =
N[ NI

Nesta matriz existem, na primeira coluna, além do elemento da posi¢ao (1,1), outros ele-
mentos nao nulos. O passo sequinte, para chegarmos a wma matriz em forma de escada,
€ anular estes outros elementos da primeira coluna, usando sempre transformacoes ele-
mentares. Como temos o numero 2 na posi¢ao (2,1), para o alterarmos para zero, teremos
de somar a sequnda linha desta matriz a primeira linha depois de multiplicada por —2.
Obtemos a matriz

1-11 |1
02 —-1]0
01 2|3

Esta matriz tem a primeira coluna nas condicdes de uma matriz em forma de escada. Vamos
esquecer a primeira linha e a primeira coluna desta matriz e ficamos com a matriz

2-110
5
12 |3
Facamos o mesmo raciocinio com esta matriz. Temos agora na seqgunda linha e sequnda

coluna um elemento diferente de zero. Na sequnda coluna da matriz hd outros elementos
nao nulos. Vamos anular o nimero 1 que estd na posicio (3,2) usando o nimero 2 da



posicao (2,2) e uma transformagao elementar. Ou seja, vamos somar a terceira linha a
sequnda multiplicada por —%. Obtemos a matriz

Se colocarmos os elementos que foram omitidos, temos a matriz

1-11 |1
02 -1]0
00 5 I3

que estd em forma de escada.

Até aqui foi utilizado o método de eliminacdo de Gauss. Se continuarmos o processo, mas
agora da ultima linha da matriz para a primeira, obtemos uma matriz em forma de escada
reduzida. Este processo ¢ conhecido por método de eliminacao de Gauss-Jordan.

O pivot da terceira linha nao é o nimero um. Para o transformarmos em um, com uma
transformacao elementar, vamos multiplicar a terceira linha por % Obtemos a matriz

1-11 |1
02 —-1]0
00 1 |1

A terceira coluna, além do pivot da terceira linha, tem outros elementos nao nulos. Temos
que transformd-los em zeros. Se somarmos a seqgunda linha a terceira multiplicada, obtemos
a matriz

-1 1

1
0
| 0

[

2
0 1

Se somarmos a primeira linha a terceira multiplicada por —1, obtemos a matriz

1010
0|1
11

L
0 2
00

A terceira coluna estd nas condicoes de matriz em forma de escada reduzida. Passemos a
sequnda coluna e facamos o mesmo processo. O pivot desta coluna estd na sequnda linha.
Vamos multiplicar a sequnda linha por % Obtemos a matriz

-1

S O =
= O O
— Nl O

1
0

Se somarmos a primeira linha a seqgunda, obtemos a matriz

1003
010 |3
001 |1

10



Esta matriz estd em forma de escada reduzida e corresponde ao sistema

N < K
Il
Ll ST NTTS

A solugdo € x = =, y = %, z =1, ou em termos de conjunto-solucao

(o)}

Para simplificar a escrita, usaremos as seguintes notagoes para as trés transformacoes

N[ =

elementares nas linhas:

1. l; — al; para designar que multiplicAmos a linha ¢ pela constante, nao nula, a.
2. l; +» l; para designar que trocdmos a linha 7 pela linha j.
3. l; — (l; + blj) para designar que somamos a linha i, a linha j depois de multiplicada

por b.
Exemplo 1.15 Vamos resolver o sistema
z —y +z =1

2x +z =
3z —y +2z = 3.

\)

(1.3)

A matriz ampliada do sistema €

1-1111 . [1-1 1 |1] -
s 1 |s) 2w _3_21 N g ls — (I = 31)
[1 -1 1 |1] . (1 -1 1 |1] N
B I N i v e
[1 -1 L 1] - 10 %1 1
T oo o) hotr) (g0 ¢ g

e o sistema que corresponde a esta ultima matriz ampliada é

x —l—%zzl
y—%z:O
0 =0.

Porque x ey correspondem aos pivots da 1% e 2% linhas da matriz ampliada, dizemos que
estas varidveis sao lideres. As outras varidveis (que neste caso é unicamente o z) dizem-se
livres.

Resolvendo o sistema em ordem as varidveis lideres obtemos

11



Pelo que o conjunto-solugao é

1 1
1— -2, — : R».
{< 2z,22,z> z € }

Vejamos mais alguns exemplos de como determinar o conjunto-solugao de um sistema.

Exemplo 1.16 Consideremos 3 planos em R? de equacdes

3z + 3y + 2 = 4;

e determinemos a sua intersec¢ao.

O sistema formado pelas 8 equacdes €

A matriz ampliada deste sistema € a matriz

331 |4
12110
2113
33 1 4
4 4
0-13 |3
33 1 4
4 4
00 1 1
[330 ]3]

— 01010
001 |1]
(100 |1]

— 010
001 |1]

r4+2y—2=0;, 2zx4+y+z=23,
3x+3y+z2z=4
r+2y—z=20
2c+y+z =3
(33 1 4
—> 01 -4 |-4 —> 9
1
lo — (2 — 5l1) 21 13 S 13— (I3 —30h)
(33 1 4
—> 01 —4 |-4 —
l3 — (lg + l2) _0 0 _% _i I3 — —l3
(331 |4]
- 010 _ﬁ
lr — (I + 3l3) 001 |1 I — (I —13)
(300 [3]
_* 010 )
li — (I3 — 3lo) 001 1 — %ll

Esta matriz corresponde ao sistema

ISEENSOIRS]

= o




Pelo que o conjunto-solugao é

{(1,0,1)}.

Ou seja, a intersec¢io dos 8 planos em R3 ¢ o ponto (1,0,1).

1.6 Caracteristica de uma Matriz

Quando resolvemos um sistema usando a sua matriz ampliada, o que fazemos é modificar
a matriz inicial através de transformacoes elementares nas linhas da matriz, até obtermos
uma matriz em forma de escada ou em forma de escada reduzida. Estas matrizes que se
obtém, permitem-nos determinar mais facilmente o conjunto-solugdo do sistema.

Ou seja,

1. Se aplicarmos o método de eliminagao de Gauss a uma determinada matriz, obtemos
uma sua forma de escada. Se além deste, utilizarmos o método de eliminacao de Gauss-
Jordan obtemos a sua forma de escada reduzida.

2. Uma matriz pode dar origem a diversas suas formas de escada, mas s6 dé origem a

uma sua forma de escada reduzida.

Proposicao 1.17 Seja C' uma matriz. Qualquer matriz em forma de escada obtida de C,
tem o mesmo numero de linhas ndo nulas.

Definicao 1.18 Seja C' uma matriz. Ao numero de linhas ndo nulas de qualquer sua forma
de escada chama-se caracteristica de C e denota-se por r(C).

Exemplo 1.19 Consideremos o sistema

r +y —z =2
2y +2 =0
T +3y = 3.

Vejamos as caracteristicas das matrizes simples e ampliada do sistema.

Ora, a matriz ampliada é

11-112 11-112 11-112
021 |0 — 021 [0 — 021 [0
130 |3] B7U=0) 1951 1| B0 |00 |1

Assim, r([A|B]) = 3 (nimero de linhas ndo nulas, quando a matriz estd em forma de escada)

er(A)=2.

13



Observagao 1. Se C é uma matriz com m linhas, da definigdo vem que r(C) < m.

2. Se A é a matriz simples de um dado sistema e [A|B] é a matriz ampliada, entao
r(A) < r([A[B)).

3. Se C' é uma matriz com n colunas, porque numa forma de escada de C' nao podem
existir dois pivots na mesma coluna, entdo 7(C) < n (o ndmero de linhas nao nulas é o
numero de pivots, quando a matriz estd em forma de escada).

1.7 Discussao de um Sistema

Muitas vezes, dada a complexidade de certos sistemas ou porque podem tirar-se con-
clusoes sem a solucao do sistema, interessa saber se o sistema é possivel e determinado,
possivel e indeterminado ou impossivel. Uma forma de fazer este estudo é através da com-
paracao das caracteristicas das matrizes ampliada e simples do sistema, e do ntmero de
incégnitas. A este estudo chama-se discussao do sistema.

Teorema 1.20 Dado um sistema com m equagées a n incdgnitas e sendo A a matriz sim-

ples do sistema e [A|B] a matriz ampliada, entdo:

1. Ser(A) < r([A|B]), o sistema € impossivel
2. Se r(A) =r([A|B]) = n, o sistema € possivel e determinado

3. Se r(A) = r([A|B]) < n, o sistema € possivel e indeterminado, sendo n — r(A) o
numero de varidveis livres do sistema a que se chama grau de indeterminacao do
sistema.

Demonstracao Seja [A’|B’] uma forma de escada da matriz ampliada [A|B]. Entao, A’
estd em forma de escada e é obtida a partir de A. Pela definicao, r([A|B]) = r([A'|B']) e
r(A) =r(A").

1. Se r(A) < r([A|B]), entao r(A") < r([A’|B']). Consequentemente, o sistema a que
corresponde a matriz ampliada [A’|B’] terd, pelo menos, uma equagiao do tipo 0 = b;- com
b;‘ # 0 (repare-se no exemplo anterior) e o sistema é impossivel.

2. Se r(A) = r([A|B]) = n, entao r(A") = r([A’|B’]) = n. Neste caso, o sistema a que
corresponde a matriz ampliada [A’|B], pensando que [A’|B’] é a forma de escada reduzida
de [A|B], é

I = bll
T2 =t

Ty = b,

(repare-se no Exemplo 1.14). Ou seja, o sistema é possivel e determinado.

14



3. Sendo [A'|B’] a forma de escada reduzida de [A|B], se r(A) = r([A|B]) = s < n, entao
o sistema a que corresponde a matriz ampliada [A’|B’], terd s varidveis lideres e portanto
n — s varidveis livres e serd do tipo

Y0 =1
ty  +20) =)

i +X0) =t

em que »_( ) designa, em cada equacdo, a soma que envolve as varidveis livres. Como neste
caso, s < n, entdo n — s > 1, ou seja, o sistema é possivel e indeterminado (repare-se no
Exemplo 1.15). O

Porque, num sistema homogéneo a matriz dos termos independentes é toda nula e trans-
formagoes elementares nas linhas nao alteram uma coluna nula, temos sempre 7(A) =

r([A[B]).

Corolario 1.21 Dado um sistema homogéneo com m equagdes a n incégnitas e sendo A a
matriz simples do sistema, entdo:

1. Ser(A) =mn, o sistema € possivel e determinado

2. Se r(A) < n, o sistema € possivel e indeterminado, sendo n — r(A) o niumero de
variavers livres do sistema a que se chama grau de indeterminacao do sistema.

Exemplo 1.22 Facamos a discussao do sistema nas incégnitas x,y,z e nos parametros a
eb.

r+y +z =4
ay +z =2
(a—1)z =b.
A matriz ampliada deste sistema €
11 1 4
[AIB] = |0a 1 2
00a—11|b

Vamos utilizar o Teorema anterior para sabermos quando € que o sistema estd em cada um
dos casos:

e Sea#0 ea#1 entio, a matriz [A|B] estd em forma de escada, pelo que r(A) =
3 = r([A|B]) =numero de incdgnitas. Pelo Teorema 1.20, nestas condigoes o sistema
€ possivel e determinado.

e Sea =0, a matriz ampliada €

111 |4
00 1 |2]| que ndo esta em forma de escada.
00—-11b
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Calculemos a sua caracteristica

111 |4 111 4
00 1 |2 o 001 2
00-1]6) B7BTE) o009 |pte
Seb# -2, r([A|B]) = 3.
Se b= -2, r([A|B]) = 2.
Como r(A) = 2, temos :
Sea=0,b# -2, r(A) =2 <3=r([A|B]) e o sistema é impossivel.
Sea=0,b= -2, r(A) =2 =r([A|B]) < 3 =numero de incdgnitas e o sistema é

possivel e indeterminado com grau de indeterminagao n —r(A) =3 —2 = 1.

e Sea=1, a matriz ampliada é

111 |4
01112
000 |b

Pelo que, seb# 0, r([A|B]) =3 ese b= 0, r([A|B]) = 2.

Porque r(A) = 2, entdo

Sea=1,b#0,r(A) =2<3=r([A|B]) e o sistema é impossivel,

Sea=1,b=0, r(A) =2 = r([A|B]) < 3 =ndmero de incégnitas e o sistema é

possivel e indeterminado com grau de indeterminagao n —r(A) =3 -2 = 1.

Resumindo, o sistema €

o possivel e determinado se (a #0 e a # 1),

e possivel e indeterminado se (a =0 eb = —2) ou (a =1 e b =0), em qualquer dos
casos com grau de indeterminacdo 1,

e impossivel se (a=0eb# —2) ou (a=1eb#0).

Exemplo 1.23 Determinemos para que valores de a e b, as duas rectas em R?, cujas
equacoes $ao
1
3x+3y="> e $+ay:§,
coincidem.

Como vimos anteriormente, as rectas sdo coincidentes se o sistema, formado pelas suas
equacgoes, for possivel e indeterminado. Vamos resolver o sistema

3z+3y =0
as—f—ay:% ’

utilizando o método de eliminacao de Gauss-Jordan. A matriz ampliada deste sistema € a
matriz
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331|b — 3 3 b
A|B] =
AP [M é] ly — (Iy — §l1) [O(a—l) ;)_g]
o Se a # 1 entao, a matriz [A|B] estd em forma de escada, pelo que r(A) = 2 =

r([A|B]) =nimero de incégnitas. Pelo Teorema 1.20, nestas condigdes o sistema é
possivel e determinado.

e Sea=1eb+#1, entdao, a matriz [A|B] estd em forma de escada, pelo que r(A) =
1 =< ([A|B]). Pelo Teorema 1.20, nestas condi¢oes o sistema € impossivel.

e Sea=1eb=1, entao, a matriz [A|B] estd em forma de escada, pelo que r(A) =
1 = r([A|B]) < 2 =numero de incognitas. Pelo Teorema 1.20, nestas condi¢oes o
sistema € possivel e indeterminado com grau de indeterminacao igual ao nimero de
incognitas—r(A) = 1.

Portanto, as rectas sdo coincidentes se a = b= 1.

Vejamos como € o conjunto-solucao do sistema neste caso. Se a =b=1, o sistema €

3z +3y =1
0=0.

~ _ 1
Entao, v = 3 —y.
Assim, o conjunto-solu¢do do sistema é

((-w)vea}

1.8 Aplicacao dos Sistemas de Equacoes Lineares

Ao longo desta seccao veremos um exemplo de aplicagao dos sistemas de equagoes lineares
aos problemas da vida quotidiana. Outro exemplo pode ser consultado no apéndice “Outra
Aplicagao dos Sistemas: Anélise de Redes”.

1.8.1 Cores dos Ecras de Televisao

As cores dos ecras de televisao sao baseadas no modelo de cores RGB (red, green and
blue). Neste modelo, as cores sao criadas a partir das trés cores: vermelho, verde e azul. Se
identificarmos estas cores com os vectores de R?

R =(1,0,0) (vermelho), G = (0,1,0) (verde), B = (0,0,1) (azul)

e adicionarmos estes vectores depois de cada um deles ter sido multiplicado por um escalar
(um numero real) entre 0 e 1, inclusivé, (estes escalares representam a percentagem de cada
cor na mistura) obtemos todas as outras cores.
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Definicao 1.24 Um vector w de R™ é combinagao linear dos vectores vy, va, ..., v, de R"
se w pode ser expresso na forma

W = C1U] + C2U2 + ... + CpUyp
em que c1,c2,...,¢p € R e sao denominados coeficientes da combinacgao linear.

Portanto, o que dissemos anteriormente, é que cada vector cor pode ser expresso como
combinacao linear de R,G,B, em que os coeficientes da combinacao linear sdo ntimeros reais
entre 0 e 1.

O conjunto de todas as cores pode ser representado pelo cubo:

B=azul azul celeste
(0,0,1) (0,1,1)
|
magenta | ranco
(1,0,1) l 4 7L
o
/| [ G=verde
preto (0,1,0)
(0,0,0)
R=vermelho amarelo
(1,0,0) (1,1,0)
Ao longo da diagonal entre o preto e o branco estdo todas as tonalidades de cinzento.

Se A (cor cinzenta) for o vector cor (1 1 1), ele escreve-se como combinagao linear dos

2:212
vectores cores R,G,B da seguinte forma:
111 1 1 1
-, —, =] ==(1,0,0) + =(0,1,0) + =(0,0,1).
(3:33) = 510.0+ 50.10) + 50.0.)
Vejamos se é possivel escrever A como combinagao linear dos vectores cores R,B e
amarelo. Neste caso, o que pretendemos é encontrar coeficientes x,y, z tais que

111
<25252> =2(1,0,0) +y(0,0,1) + 2(1,1,0).

Atendendo ao produto de um escalar por um vector, soma de vectores e igualdade de

L1y )
27272 =T Z”Z?y'

vectores temos

Donde obtemos o sistema

T +z:%
1
73

Yy =3

que tem a solugdo z =0, y = %, z = % Assim a cor cinzenta A obtém-se & custa do amarelo

e do azul sem necessitarmos do vermelho,

111\ 1 1
=, 2,2 ) ==(0,0,1) + =(1,1,0).
<27272> 2(0707 )+2(7 70)
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Capitulo 2

OPERACOES COM MATRIZES

No capitulo anterior utilizdmos as matrizes para simplificar o estudo e a resolucao
dos sistemas de equacoes lineares. Neste capitulo consideraremos as matrizes como entes
matematicos e definiremos algumas operacoes matriciais e as suas principais propriedades.

2.1 Definicoes Basicas e Exemplos de Matrizes

A notagao que temos usado para um vector de R" é

v=(v1,...,0p).

Atendendo a que um vector de R™ é uma lista de n niimeros (as componentes do vector)
ordenados, qualquer notacao que tenha as componentes do vector pela mesma ordem é uma
outra forma de escrever o vector. Por exemplo, podemos escrever o vector v como a matriz

[v1v2 ... vy ]
(matriz linha) ou

U1
V2

Un

(matriz coluna).

Definicao 2.1 Matriz ¢ um quadro de numeros, denominados entradas da matriz, dis-
postos em m linhas e n colunas, e por isso diz-se que a matriz é de tamanho m x n (ou

de tipo m X n).
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Atencao: Quando dizemos que a matriz é de tipo r X s, na expressao r X §, primeiro
escrevemos o numero de linhas da matriz (neste caso r) e por dltimo escrevemos o nimero

de colunas da matriz (neste caso s).
Vejamos alguns exemplos de tipos de matrizes:

e Como ja o dissemos, uma matriz linha é uma matriz com uma tnica linha, portanto

de tamanho 1 x n ( ou, de tipo 1 x n).
e Uma matriz coluna é uma matriz de tipo m x 1.

e Uma matriz diz-se quadrada se o numero das suas linhas for igual ao ntimero das
suas colunas. Neste caso, se for de tipo n X n, dizemos que é uma matriz quadrada de

ordem n. Por exemplo, [ ] é uma matriz quadrada de ordem 2, ou simplesmente

—10
matriz de ordem 2.

Notacao 2.2 A notacao usual para designar uma matriz A de tipo m x n (repare-se que
em primeiro lugar aparece o nimero de linhas da matriz) é

aipr ai2 ... Gin

a1 agy ... Aop
A= . .

Aml1 Am?2 - .. Amn

em que ai; € o elemento que ocupa a posicao (i,j) (ou a entrada (i,j)) da matriz A,
ou seja, a;; encontra-se na linha i e coluna j de A. Também se usa a notagdo (A);j para
designar o elemento que ocupa a posi¢ao (i,j) da matriz A.

Quando queremos wma notacdo mais compacta para a matriz A, escrevemos A = [a;j].

235 3
Exemplo 2.3 A matriz |0 —11 =2 | € de tipo 3 x 4 e o elemento que ocupa a pPosicdo
4 6 7-3

(2,3) € o nimero 1. O nimero 7 ocupa a posi¢ao (3,3) desta matriz.

Definigao 2.4 Seja A = [ai;] uma matriz de ordem n.
Os elementos a1, a29,. .., a0y, formam a diagonal principal da matriz A.
Dizemos que A € uma matriz triangular superior se as entradas abaizo da diagonal

principal sao nulas, isto é, se A € da forma
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Dizemos que A € uma matriz triangular inferior se as entradas acima da diagonal
principal s@o nulas, isto €, se A € da forma

ail 0 ... 0

a1 agy ... 0
A=

Apl Ap2 ... App

Dizemos que A € uma matriz diagonal se for triangular inferior e triangular superior,
isto €, se A € da forma

a1 0 ... 0
0 aso ... 0
A= . . )
0 0 ...ann
Dizemos que A é uma matriz escalar se for diagonal com a1 = aza = ... = apy (as

entradas da diagonal principal sdo iguais).
Entre as matrizes escalares hd a destacar a

e matriz nula, matriz na qual qualquer entrada da matriz é nula. A notacdo usual da
matriz nula de ordem n € 0,;

e matriz identidade, matriz que tem a11 = as2 = ... = any = 1. A notacdo usual da
matriz identidade de ordem n € I,.

230
Exemplo 2.5 A matriz A= |0 —1 1| € triangular superior.
000
(2 0 0]
A matriz B= |3 —1 0| € triangular inferior.
[0 1 0]
(2 0 0]
A matrizC = |0 —10| ¢ diagonal.
[0 0 0]

Em qualquer uma delas, os elementos 2, —1,0 formam a sua diagonal principal.

02 00
sequnda a matriz nula de ordem 2 e a terceira a matriz identidade de ordem 2.

As matrizes E = [2 0} ; 02 = {O 0] ;I = [(1] ﬂ sdo todas escalares sendo a
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Definigao 2.6 Duas matrizes A e B dizem-se iguais se tiverem o mesmo tamanho e 0s
elementos das entradas correspondentes iguais. Neste caso, escrevemos A = B.

2.2 Operacoes com Matrizes

Como veremos ao longo desta seccao, muitas das operagoes que se efectuam com matrizes
nao sao mais do que generalizacoes das respectivas operagoes em R. No entanto, ha certas
operacoes que se efectuam nas matrizes e que nao tém significado em R.

2.2.1 Soma de Matrizes e Produto de um Escalar por uma Matriz

Como sabemos somar 2 vectores e multiplicar um escalar por um vector, e ji vimos na
seccao anterior como representar um vector na forma matricial, estamos em condicoes de
definir as operagoes de soma de matrizes e produto de um escalar por uma matriz.

Definigao 2.7 Sejam A = [a;;] uma matriz de tipo m x n e o um escalar (isto €, o um
nimero). O produto aA é a matriz de tipo m X n que se obtém multiplicando cada entrada
de A por a, isto é,

(ad)ij = a(A)ij = aaij.

Definigao 2.8 Sejam A = [a;j] e B = [b;;] matrizes de tipo m x n. A soma da matriz A
com a matriz B, que se denota por A+ B, é a matriz de tipo m X n cuja entrada (i,7) € o
elemento a;j + b;j, isto €,

(A+ B)ij = (A)ij + (B)ij = aij + bij.

Exemplo 2.9 Consideremos as matrizes

5 2
A=|3 0|, B=|22
0-1

As duas matrizes sdo de tipo 3 X 2, pelo que podemos somd-las

245 —-1+42 71
A+B=| 3+2 042 (=] 5 2
-14+0 1-1 -10
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Jd a matriz

3x2 3x(=1) 6 —3
3A = 3 %3 3x0 =19 0
3x(—-1) 3x1 -3 3

Relativamente as operacoes atras definidas temos as seguintes propriedades:

Proposicao 2.10 Sejam A, B,C matrizes de tipo m X n e o, escalares. Tem-se:
1. A+ B = B+ A (comutatividade da adi¢do)
2. A+ (B+C) = (A+ B)+C (associatividade da adigao)
3. (aB)A = a(BA) = B(aA)
4. a(A+ B) =aA+aB
5. (a+ B)A=aA+ pA

6. (—a)A=—(aA) =a(—A) em que —A significa (—1)A.

Demonstracao Vamos demonstrar a propriedade 4..
Como A = [a;5], B = [bi;] sdo matrizes de tipo m x n, entdo (A + B) e aA + aB sao
de tipo m x n. Atendendo as definigoes,

(a(A+ B))ij = a(A+ B)ij = alai; + bij).
Usando a propriedade distributiva do produto em relacao a adigao de ntimeros, vem que
(a(A+ B))ij = aaij + abyj.
Usando as defini¢oes, temos

(Oé(A + B))z] = (OéA)Z‘j + (OéB)ij = (OéA + OéB)ij.

2.2.2 Produto de uma Matriz por uma Matriz Coluna

Vejamos em primeiro lugar como se define o produto de uma matriz por uma matriz
coluna.
Em certas ocasides é conveniente pensarmos numa matriz como uma sequéncia de ma-

trizes linha ou matrizes coluna, que podem ser traduzidas em vectores.

Por exemplo, se
ail aiz aiz a4
A= | a2 a2 a3 ax
as1 a3z asz as4
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entao A pode ser subdividida em matrizes coluna

ary | a2 | a13 | aws
A= |ag |ax |axs |au| =[CL Cy Cs3 Cy4]
asi | asz | ass | asa

em que Cj = | azj | é a j-ésima coluna de A, com j =1,2,3,4.
agj

Ou subdividir A em matrizes linha

a1 a2 a3 a4
_ R,
A= |az ax a3 axy | = | R2
_ Rs
asy asz az3 as4

em que R; = [ail a2 a;3 a,-4] é a i-ésima linha de A, com 7 = 1,2, 3.
J& vimos que um sistema de m equagoes lineares a n incognitas, (1.1),

a11x1 + a2 + ... +a1pxn, = b1

Am1T1 + AmaZTo + ... + QmnTn = bm

tem 3 matrizes associadas:

a1l @12 ... Qin
-a matriz simples do sistema, A = ,
am1 Am2 - . Amn
b1
-a matriz dos termos independentes, B = | : |,
bm,
x1
-a matriz das incognitas, X =
Tn

Vamos definir o produto AX por forma a que o sistema (1.1) possa ser escrito pela
expressao matricial AX = B.

Ora (1.1) na forma matricial é

1121 + a12x2 + ... + A1 Ty b1

Am1T1 + Ao + ... + GmnTn bm

(recorde-se que duas matrizes sdo iguais se forem do mesmo tipo e as correspondentes
entradas forem iguais).
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Atendendo a soma de matrizes e ao produto de um escalar por uma matriz, a matriz
anterior pode ser escrita como

ai a2 ain by
1 : + 29 : + ...tz : =
am1 am?2 Amn bm
Concluimos que
ajl ai2 ... Gip 1 ail a2 Qin
AX = = + Z9 +...+z,
aml Gm2 ... Gmn Tn am1 am2 Amn

Definicao 2.11 Se A € uma matrizm xn e X € uma matriz colunan X 1, entao o produto
AX € uma matriz coluna m X 1 que resulta da combinacao linear das matrizes coluna de A,

C1,Co,...,Cp, tendo como coeficientes (da combinagdo linear) as entradas de X, isto é€,
z1
AX:[Cl Cgcn] =101 +29C5 + ...+ z2,C,.
Tn

Atencgao: Para podermos efectuar o produto AX, o nimero de colunas da matriz A
tem que ser igual ao numero de linhas da matriz X. O produto AX é uma matriz com o
nimero de linhas igual ao nimero de linhas da matriz A e, com o nimero de colunas igual
ao numero de colunas da matriz X.

Exemplo 2.12

2-314 _4 2 -3 1 4
0111 5 =(=1) 0| +4| 1 | +2|1|+1]|1]|=
2-101 ) 2 -1 0 1

-2 —12 2 87

0|+ 4 |+ |2|+]|1]|=]7

-2 —4 0 1 -5

Vejamos agora duas propriedades que envolvem os trés tipos de operagoes definidos:

Proposicao 2.13 Sejam A uma matrizmxn, B e D matrizes colunanx1 e a um escalar.
Tem-se:

1. A(aB) =a(AB) = (0A)B
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2. A(B+D)=AB+ AD.

[ by dy
Demonstragao Sejam C1,...,C), as matrizes colunade Ae B=| ! |, D= | :
| bn dn
Entao,
aby by +dy |
aB=| : e B+D= :
aby, by + dy |
Assim,
ab1
A(aB) = [Cl Cy ... Cn] = (ab1)C1 + (ab2)Co + ... + (aby)Cy, =
ab,,
porque « e b; sao escalares, 1 =1,...,n

= a(b1C1) + a(b2C2) + ... + a(by,Cr) = a(b1C1 4+ b2C2 + ... + b,C),) = a(AB).
Da mesma forma,
AB+D)=(b1+d1)Ci+ ...+ (bp +dn)Cp, =
porque b;, d; sao escalares, i =1,...,n,
=bC1 +d1C1 + ...+ b,C, +d,Cp, =
usando a comutativa da soma de matrizes

=(01Cy+ ... +b0,C) + (diCy + ...+ d,,Cp) = AB + AD.

2.2.3 Produto de Duas Matrizes

Vejamos agora como se efectua o produto de duas matrizes A e B quando B tem mais

do que uma coluna. Para que o produto AB esteja definido, exigimos que a condi¢ao da

associatividade
(AB)X = A(BX)

seja verdadeira para qualquer matriz coluna X, de tipo n x 1.

Pelo que vimos anteriormente, se X tem n linhas, para o produto BX estar definido,

B terd n colunas. Portanto, B é matriz de tipo s x n. O que implica que BX é matriz
coluna de tipo s x 1. Mas entao, para o produto A(BX) estar definido, a matriz A deve

ter s colunas. Consequentemente, mostramos que para se conseguir efectuar o produto, o

nimero de colunas de A tem de ser igual ao niimero de linhas de B.
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Se as colunas de B forem Bq,..., By, entao

T
BX=[B1By...By] | 1 | =a1Bi+a2By+... + 2,8y

Tn
e usando a Proposigao anterior,
A(BX)=A(x1B1 + x2Ba+ ...+ x,By) = A(r1B1) + A(22B2) + ... + A(x, By)
=11(AB1) + 22(AB2) + ... + zp(ABy).
Como queremos que (AB)X = A(BX), vem que
(AB)X = z1(AB1) + ...+ z,(ABy)
e podemos considerar que as colunas de AB s&o as matrizes coluna

ABy,...,AB,.

Definigao 2.14 Sejam A uma matriz m X s e B uma matriz s X n cujas matrizes coluna
$Go Bi,..., By, o produto AB é a matriz m X n tal que AB = [ABy]...|AB,].

Observagao 1. Repare-se que o nimero de colunas de A é igual ao ntimero de linhas de
B para podermos efectuar o produto AB.

2. A matriz AB tem tantas linhas quantas as da matriz A e tantas colunas quantas as
da matriz B.

Do) [
Exemplo 2.15 Sendo A= | 0 1 11| eB= 9 0l ° numero de colunas de A € 4
-1-111 2 0

e € 0 mesmo que o numero de linhas de B. Portanto podemos efectuar o produto AB. Pela
definicdo teremos de calcular o produto de A por cada coluna de B. Ora

1 =120 _11 1 [—1 2 0
0 111 5 =1| 0 |+(-D| 1 [+2]1]+2]1
-1-111 -1 -1 1 1
2 L

1 1 4 [0 6

=0 |+ |-1|+]|2]+]|2]|=]3

-1 1 2 | 2 4

2

1 =120 5 1 -1 2 0 0
0 111 0 =200 [+2] 1 [+0]|1|+0]|1]| =] 2
-1-111 0 —1 -1 1 1 —4
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Assim,

L -1207 | 6 0
AB=10 111 ol =132
1111 | 4 -4

Observagao Muitas vezes o produto AB e BA estao definidos, mas pode acontecer que
AB # BA:

1. Se A for de tipo n X s e B de tipo s X n, entao AB é matriz de tipon x n e BA é de
tipo s X s. Se s # n entdo AB # BA (para duas matrizes serem iguais tém de ser de

mesmo tipo e ...)

0 2 01
matrizes de ordem 2, temos AB = [AB; ABjs| sendo By, By as matrizes coluna de B.

= (o3 o] = o] ro )= o]
=[] [ = 0[] o[22

1 -2
Pelo que AB = [0 9 ]

2. Se A e B forem matrizes de ordem n, por exemplo A = [1 _1} e B = [1 _1],

1-3

Calculando BA temos que BA = [ 0 2

} . Donde, AB # BA.

Vejamos agora como encontrar uma entrada especifica do produto de 2 matrizes, sem
termos de calcular toda a matriz produto. Sejam A = [a;;] uma matriz de tipo m x s e
B = [b;;] uma matriz de tipo s x n. Sabemos que é possivel efectuar o produto AB, que
serd uma matriz de tipo m x n. E se quisermos saber qual a entrada (i,j) de AB, isto é,
qual o elemento, (AB);;, que ocupa a i-ésima linha e a j-ésima coluna de AB?

Sendo By, ..., B, as matrizes coluna de B, a j-ésima matriz coluna de AB é
ai] ai2 ... ais blj
ABj= | i =
aml Gm2 - .. Gms bsj
ai ais
= blj + ...+ bsj
Am1 Ams

Ora a entrada (i,7) de AB é a (ABj);1, pelo que
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(AB)ij = bijai + ... + bsja;s =

= ailblj + ...+ aisbsj = [aﬂ - ais] :
bsj
Isto é, (AB);j é o produto da i-ésima matriz linha de A pela j-ésima matriz coluna de
B.
11 2 Lo
Exemplo 2.16 Sendo A = [0 1 _1] e B = —; ; , podemos efectuar o produto AB

porque o numero de linhas da matriz A, que € 2, € igual ao numero de colunas da matriz
B. A entrada (2,1) de AB ¢é

1
(AB)o1 =01 —1] | =1| =1x0+4(-1) x 14 (=2) x (-1) =1.
—2

Temos as seguintes propriedades:
Proposicao 2.17 Seja A uma matriz de tipo n x m. Tem-se:

1. I,A= A e AI, = A.

2. OpA = Opnxm € AOp = Opxm, em que Opxm € a matriz de tipo n X m com todas as
POSICOES 1guais a Zero.

Proposicao 2.18 Sejam A, B, C trés matrizes de tipo adequado por forma a que as operagoes
indicadas se possam efectuar, e a um escalar. Tem-se:

1. A(BC) = (AB)C (associatividade da multiplicagdo)
2. A(B+C)= AB + AC (distributividade)

3. (B+ C)A = BA+ CA (distributividade)

4. o(AB) = (a¢A)B = A(aB)

Demonstracao Demonstremos 1. O que iremos mostrar é que a j-ésima matriz coluna de
A(BC) é igual a j-ésima matriz coluna de (AB)C. Seja C; a j-ésima matriz coluna de C.
Entao a j-ésima matriz coluna de (AB)C é (AB)C}.
Como BCj é a j-ésima coluna de BC, entao A(BC)) ¢ a j-ésima coluna de A(BC).
Mas a multiplicacdo de matrizes foi criada para tornar (AB)X = A(BX) verdadeiro
para qualquer matriz coluna X apropriada, entao

(AB)C; = A(BC}).
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2.2.4 Transposta de uma Matriz

Vejamos uma operacao com matrizes que nao tem paralelo com a dlgebra dos nimeros

reais.

Definicao 2.19 Seja A uma matriz m X n, entdo a matriz transposta de A, denotada
por AT, é a matriz n x m que se obtém de A transformando as linhas de A em colunas de
AT isto é,

(AT)ij = (A)ji-

Exemplo 2.20 A transposta da matriz A = [_11 g Z] € a matriz
1 -1
AT =10 3
2 4

Relativamente a operacao de transposicao, temos:

Proposicao 2.21 Sejam A, B matrizes de tipo adequado por forma a que as operacoes
indicadas se possam efectuar, e o um escalar. Tem-se:

1. (ATHYT =4

2. (A+B)T = AT + BT
3. (AB)T = BT AT

4. ()T = a(A)T

Demonstracao Demonstremos a propriedade 4. Sendo A = [a;;] uma matriz de tipo m x s
e B = [b;;] uma matriz de tipo s x n, vem que

(AB)T);; = (AB)j; (defini¢do de matriz transposta)
b
= laji--ai] |
bsi
Atendendo a que a linha i de BT é a coluna i de B
aj1
(BTAT);; = [byi . . . bsi]
ajs

obtemos que (AB)T = BT AT uma vez que AB é matriz m x n, (AB)T é matriz n x m e
BT AT ¢ matriz n x m. 0

30



Definicao 2.22 Uma matriz A diz-se simétrica se AT = A, e hemi-simétrica (ou anti-
simétrica) se AT = —A.

0-1

Exemplo 2.23 A matriz A = [2 1 10

1 0] é simétrica e a matriz B = [

} é hemi-simétrica.
1 -1

Ja a matriz C = [1 0

} nao € simétrica nem hemi-simétrica.

Proposicao 2.24 Sejam A, B matrizes simétricas de tipo adequado por forma a que as
operagoes indicadas se possam efectuar, e a um escalar. Tem-se:

1. AT ¢ simétrica
2. A+ B ¢ simétrica
3. oA € simétrica

4. AB ¢ simétrica se, e s6 se, AB = BA.

2.2.5 Inversa de uma Matriz

Nos numeros reais, cada ntimero nao nulo a tem um inverso para a multiplicacao, isto

1 1

é, existe a~!(real) tal que aa~! = a~'a = 1. Vejamos uma defini¢do andloga para matrizes.

Definicao 2.25 Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Dizemos que A € invertivel se
existir uma matriz B tal que

AB = BA=1,.

Observacao

1. Para que o produto AB e BA estejam definidos, B tem que ser uma matriz quadrada
de ordem n.

2. Se AB = BA = I,, , sendo A uma matriz quadrada de ordem n, entdo, também temos
BA = AB = I,,. Portanto, B ¢ invertivel.

Vejamos que a defini¢do introduzida estd bem formulada.

Proposigao 2.26 Seja A uma matriz quadrada de ordem n, invertivel. Entao, existe uma
unica matriz B tal que

AB = BA=1,.
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Demonstracao A existéncia de uma matriz B nestas condigoes estd garantida pela definigao
de matriz invertivel. Suponhamos que B, C sao duas matrizes tais que

AB=BA=1,, AC=CA=I,.

Entao, porque I,,D = D = DI,, qualquer que seja D de ordem n,

c=IC = (BA)C = B(AC) = BI, = B.
T T T
BA=I, associativa AC=I,
Ou seja, B = C' e s6 existe uma matriz que verifica a condicao. O

Definigao 2.27 Seja A uma matriz invertivel de ordem n. A dinica matriz B tal que AB =
BA = I,, chamamos inversa de A e denotamo-la por A",

Nem todas as matrizes sao invertiveis:

Definicao 2.28 Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Se A nao € invertivel dizemos
que A € singular.

1
Exemplo 2.29 1. Sendo A = [? (1)} , B= [ 12] entao AB = BA = I, pelo que B € a

mwversa de A e A € a inversa de B.
bi1 b

1
2
0
9. Sed— |21t z B=
- Se A= | qualquer que seja bo o

bin| 2 Ly [ 2bn+bn
alin] =[5 eenfo] = [ )
bia | 2 1] | 2b12 + b22
aba] = [5] e fo] = [0

AB — [lelg-bm 25123-522] s

] vem que

Donde

Ou seja, A € singular.

Proposicao 2.30 Seja A uma matriz de ordem n.
1. Se A tem uma coluna nula entao A € singular.

2. Se A tem uma linha nula entdo A € singular.

Demonstragao
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1. Suponhamos que A é invertivel e seja B a matriz inversa de A. Entao, BA = I,,. Seja
0 0

7 a coluna de A que é nula. Como pela Proposicao 2.17, B

: : |. Entao, BA
0 0
tem a coluna i nula, o que é impossivel pois BA = I,,. Portanto, A é singular.

2. Se A tem uma linha nula entdo A” tem uma coluna nula. Por 1., AT é singular.
Se A fosse invertivel, existia uma matriz B tal que AB = I, = BA. Mas entdo,
(AB)T = I, = (BA)T. Ou seja, BTAT = I,, = ATBT, isto é, AT era invertivel.
Contradigao. Portanto, A é singular. O

Proposicao 2.31 Sejam A e B matrizes invertiveis de ordem n, entao AB € invertivel e
(AB)"' =B~ tA L
Demonstragao Porque

(AB)(B™'A™!) = ABBY)A! = ALLA7'=AA"' =I,
T T T

1 1

associativa B~ inversa de B A~" inversa de A

e da mesma forma

(BT A)(AB) = I,

podemos afirmar, atendendo & unicidade da inversa, que AB é invertivel e (AB)™! =
B*lA*l' O

2.2.6 Poténcias de uma Matriz

Sendo A uma matriz quadrada de ordem n, definimos as poténcias inteiras, nao negativas,
de A por

A =1,
Ak = AF14  para k € N.

Se A é invertivel, definimos as poténcias inteiras negativas de A por

A™F = (A7YH)*  para k€ N.
As leis usuais das poténcias sao validas para matrizes, isto é,

(AT = (A7)
AT A5 = ATTS,

Proposicao 2.32 Sejam A uma matriz invertivel de ordem m, « um escalar ndo nulo e
k € Ng. Entao:

1. A™1 ¢ invertivel e (A7)~ = A.
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2. AF ¢ invertivel e (AF)~! = (A~1)k = Ak,

3. aA € invertivel e (@A)t =a tA7L

Exemplo 2.33 Sabendo que a inversa de A = {2 1] 5

L1
Lol € Al = [8 12 } , vamos determinar
a inversa de A%2. Como (A?)~! = (A™1)? vem que

1 RPN 1P SR [ G 1 _3
-1l A~ -l — |2 2 2 21 = |4 4
(A7) =474 _[0],]h 1}_{01]'

Nao necessitdmos de calcular A? e depois a sua inversa, porque usdmos a Proposicdo
2.32.

2.3 DMatrizes Elementares

No capitulo anterior faldmos nas transformacoes elementares que se podem efectuar nas
linhas de uma matriz:

1. Multiplicar uma linha por uma constante nao nula;
2. trocar duas linhas;

3. somar um multiplo de uma linha a outra linha.

Definigao 2.34 Chamamos matriz elementar a qualquer matriz que se obtém da matriz
identidade efectuando uma dnica transformacdo elementar.

Exemplo 2.35 1. A matriz {1

0 _2] € matriz elementar porque foi obtida da matriz Io
através da transformacgao elementar

10 — 10
01| lp — =2l |0 —-2]|"

010
2. Amatriz | 1 0 0|, que foi obtida da matriz I3 efectuando a transformacao elementar
001
100 010
—_
010 Il 1001,
001] "7 o001

é uma matriz elementar.
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1-20
3. Amatriz |0 1 0|, € elementar porque foi obtida da matriz I3 efectuando a trans-
001
formacao elementar

100 1-20
010 — 010
oo1| L =2) 15 4y

As matrizes elementares sdo importantes porque podem ser usadas para efectuar trans-
formacoes elementares nas linhas de uma matriz, se multiplicadas a esquerda por essa matriz.

Proposicao 2.36 Sejam A uma matrizm xn e E uma matriz elementar de ordem m. Se

efectuarmos em A a mesma transformacdo elementar que transforma I, em E, obtemos
EA.

Exemplo 2.37 Considere a matriz
1234
2011
Se efectuar a transformagdo elementar nas linhas de A

1234 — 12 3 4
2011 l2—>(l2—2l1) 0—4—5—7 )

Se fizermos a mesma transformacdo elementar nas linhas de Iz, temos

10 — 10 B
01| o= (s—21) | 21| =™

Vejamos se EA dd o mesmo resultado

10111234 (12 3 4
-21(|2011| |0—-4-5-7|"
Como se vé, a multiplicacao por E, soma a sequnda linha de A a primeira linha multi-
plicada por —2.

Proposicao 2.38 Seja E uma matriz elementar de ordem n. Entao E € invertivel, a sua
tnversa € matriz elementar e

1. Sel, — E,coma#0,entiol, — FEL

li — Oéli lz — élz
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2. Sel, — E, entiol, — FE L

ll' nd lj lj > lz
3. Se I, > FE, entao I, — E-1.
I — (I; + Oélj) li — (l; — Oélj)
1-20
Exemplo 2.39 Sendo E= |0 1 0| a matriz elementar que se obteve da matriz I3 efec-
0 01

tuando a transformagdo elementar Iy — (I1 — 2l2), entdo pela Proposicio 2.38, E~! ¢ a
matriz elementar que se obtém de I efectuando a transformacao elementar ly — (I3 + 2l2),
ou seja,

120

El'=1010
001

Pode confirmar-se este resultado efectuando os produtos EE~' ¢ E7'E, e vendo que sdo
tquais a I3.

2.4 Caracterizagao das Matrizes Invertiveis

A partir da definicao é muitas vezes complicado saber se uma matriz é ou nao invertivel.
Vejamos processos que nos permitam conhecer a invertibilidade de uma matriz.

Teorema 2.40 Seja A uma matriz invertivel de ordem n. As afirmagdes sequintes sao
equivalentes:

1. A ¢é invertivel
2. 71(A)=n
3. A forma de escada reduzida de A € I,

4. A pode escrever-se como produto de matrizes elementares.
Demonstracao Podemos demonstrar a equivaléncia entre as 4 afirmacoes estabelecendo a

cadeia de implicagoes
l.=2.=3.=4=1.
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1. = 2. Suponhamos que A é invertivel e seja B uma matriz em forma de escada
obtida a partir de A. Como B é obtida de A através de uma sequéncia ordenada de
transformacoes elementares nas linhas, entao existe uma sequéncia ordenada de matrizes
elementares (cada uma delas corresponde a uma transformagao elementar efectuada nas
linhas de A), E1, ..., E} tais que

B=E;...FE1A

(neste caso, primeiro efectuamos a transformacao elementar que é representada pela matriz
E; e a ultima transformagao elementar estd representada pela matriz Ej). Porque toda a
matriz elementar é invertivel e A também é invertivel, entdo B é invertivel. Consequente-
mente, pela Proposigao 2.30, B nao pode ter linhas nulas, e r(A) = r(B) = n.

2. = 3. Se r(A) = n, entdo qualquer matriz em forma de escada obtida a partir de A
terd caracteristica n. Sendo B’ a sua matriz em forma de escada reduzida, entao r(B’) = n.
Porque A tem ordem n, entao B’ = I,,.

3. = 4. Se a forma de escada reduzida de A é I,,, entdo existe uma sequéncia de matrizes
elementares, F1,..., E} tais que

I, =FEy... 1A

Como as matrizes elementares sdo invertiveis, entao
_ o1 -1
A=E" ... E_ .

Cada E; 1 ¢ uma matriz elementar, pelo que temos 4.

4. = 1. Se A pode escrever-se como produto de matrizes elementares e, porque, as
matrizes elementares sao invertiveis e o produto de matrizes invertiveis é invertivel, entao
A é invertivel. O

Pelo Teorema anterior vemos que se A é uma matriz invertivel de ordem n, a forma de
escada reduzida de A é I, sendo esta obtida através do produto de matrizes elementares
Eq, ..., E. Isto é,

I, =FEy... 1A

Daqui vem que
ATV =E,.. B =(E,...E)I,

(A~ escrita como produto de matrizes elementares). Mas isto significa que a mesma
sequéncia de transformacoes elementares que permitiu obter I,, de A, permite obter A~! de
I,,. Esquematicamente, se pensarmos na matriz

[A| L]

e efectuarmos a sequéncia de transformacoes elementares que permitem obter I, de A,
obtemos a matriz

[1n] A7,

Repare-se que neste caso, se I,, = Fy ... E1 A, como as matrizes elementares sao invertiveis,

A=pg'. BT
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(A escrita como produto de matrizes elementares).

1

Exemplo 2.41 1. Consideremos a matriz A = [_2

-1 ‘ , . p
5 ] Vejamos se A € invertivel e

caso seja, calculemos a sua inversa.

Vamos usar o algoritmo anterior,

1 -11]10 — 1-11(10
-2 2 |01]la—(la+2) |00 |21]°

Como obtivemos uma matriz com uma linha de zeros do lado esquerdo, A ndo € invertivel
(A ¢ singular).

2 20
2. Consideremos a matrizA= | 0 1 0] e determinemos, caso exista, a sua inversa.
-1-11
Pelo algoritmo temos
2 200100 . 1 10[300 .
0 10010 1 0 10(010
“1-11]o01] h—2h 111 ]001]| Bt
1 1
110(500 10015 -10
—
— 010{010 b= (=) 0100 10
001|io1 PR oo L oo

Assim, A € invertivel (do lado esquerdo aparece I3) e do lado esquerdo temos

-10
10
01

A7l =

N—= O M=

Podemos escrever A e A~' como produto de matrizes elementares. A primeira trans-
formacao elementar que efectudmos corresponde a matriz elementar

B =

O O

0
1
0

= o O

A sequnda transformacgado elementar que efectudmos corresponde a matriz elementar

100
Ey=1010
101

A terceira transformacado elementar que efectuamos corresponde a matriz elementar

1
b5 =

S O =

-10
10
01
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Pelo que
200][100][110
A=E'Ey'E;t =010 | 0 10| [010
001)[-101]|001

1-10][100] 400
AV =FEsFEy =10 1 0] |010] 010
001][101]]001

2.5 Aplicagoes das Matrizes

Vejamos algumas aplicacoes das matrizes a problemas praticos que nos podem surgir.

2.5.1 Uma Aplicagao a Robdética

Consideremos o seguinte robot industrial simplificado, que consiste num brago e num
antebraco que podem ser girados independentemente por adngulos a e § e que podem ser
colocados independentemente com comprimentos I e Io.

Para angulos « e § fixos, quais deveriam ser os comprimentos do brago e do antebrago
para poder colocar a ponta do robot no ponto (x,y)?

Como é conhecido,
x = 1Ijcosa—+ Ircos 8
y = Iisen a+ Issen 3

Estamos perante um sistema de 2 equacoes a 2 incégnitas. Este sistema na forma matricial

x| | cosa cosf L
y| |senasenB| ||’
Porque a matriz simples do sistema é

[cosa cosﬂ}

sen o sen 3

e cosa sen 3 — sen acos f = sen (§ — a), mostra-se que r(A) = 2 se, e s6 se, f — a nao é
multiplo de .
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Pelo Teorema 2.40, se 8 — a nao é multiplo de 7, entao A é invertivel e como

x I 1| —1 11} [h} —1 [1
—Al, A — A4 [ "] Donde, — A .
|:y:| |:I2:| vem que I:y:| I:I2 onae 1.2 y

Mas,
Al 1 sen 3 —cosf
sen (f —a) | —sen a cosa
donde,
[ sen 3 . cos 3
' sen (68— ) sen (ﬁ—a)y
e
sen « cos a
I, = 1.

~ sen (ﬁ—oz)x+ sen (B — a)

2.5.2 Resolucao de Sistemas

O processo que foi utilizado no exemplo anterior, pode ser usado para qualquer sistema
de n equagoes a n incégnitas (ou varidveis) desde que seja conhecido que a matriz simples
do sistema é invertivel. Isto é, se o sistema de n equacoes a n incégnitas, estiver na forma
matricial AX = B, sendo A a matriz simples, X a matriz das incégnitas e B a matriz
dos termos independentes e se a matriz A for invertivel, entao a nica solugao do sistema
(sistema possivel e determinado) é

X=A"B.

Exemplo 2.42 Resolvamos o segquinte sistema

rT—y+22=5
r—2y+z2z=0
20 =2y + 3z =4

O sistema tem 3 equagdes e 3 incognitas. Vejamos se a matriz simples do sistema € in-

1-12
vertivel. Ora esta matriz ¢ A= |1 —2 1 |. Determinemos, caso exista, a sua inversa.
2-23
Pelo algoritmo temos
1-121]100 — 1-1 2 100 —
1-21|010 l2*>(l2*l1) 0-1-1]-110 l2—>*l2
2-23|001 ls — (I3 —20) 00 —-1]-201 l3 — —l3
[1-12 |1 0 0] — 1-10{-3 0 2 .
— |01 1(1-10 lih - (l1—23) [01 0]-1-11 b (11 + 1)
00120 1] lb—=(0a—13) [001]2 0 -1 " rr

(100 |—-4 -1 3
— 010 |—-1-11
[ 001]2 0 —1]
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Assim, A € invertivel e
—4 -1 3
At=1]-1-11
2 0 -1

Pelo processo descrito anteriormente, a solucdo do sistema é

—4 -1 3 5 -8
X=A'"B=|-1-11 0l =1|-1
2 0 -1 |4 —6

Ou seja, o conjunto solugdo do sistema é

{(-8,-1,-6)}.
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Capitulo 3

SUBESPACOS VECTORIAIS DE
Rn

Neste capitulo iremos estender as nocoes de recta e plano de R”, que passam na origem,
a outros tipos de objectos geométricos em R™, os subespacos vectoriais.

3.1 Definicao de Subespaco Vectorial de R"

Dado um vector nao nulo de R", v = (v, v2,...,v,), a equagao vectorial da recta
que passa pela origem e tem vector director v # 0 é (estamos a omitir o ponto (0, ...,0))
(1,22, ..., Tn) = A(v1,02,...,0n), AeR.

Se pensarmos num plano de R”, para escrevermos uma sua equagao vectorial teremos de
ter dois vectores u = (ug,ug,...,u,) e v = (v1,v2,...,v,) de R™ (que ndo tenham a mesma
direccao), sendo uma equagao vectorial do plano que passa pela origem,

(1,22, ..., Tn) = AU, u2, ..., up) + p(vi,ve, ..., vp), A€ R

Exemplo 3.1 1. A equacdo (z1,z2) = A(2,1), A € R, define a equagao vectorial da recta
de R? que passa pela origem e tem vector director, o vector (2,1).
Y

1

[N J
8
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2. A equagdao (x1,x2,x3) = A\1(2,0,1) + X2(—2,0,—1), com A\, A2 € R, nao define um
plano de R? pois os vectores (2,0,1) e (—2,0,—1) tém a mesma direccdo. A equagio anterior
€ equivalente a equac¢ao

(1’1,:[2, :Eg) = )\(2,0, 1) A E R,

que define uma recta de R3.

Notagao 3.2 Para simplificar, se denotarmos um ponto de R™ por uma das letras x,y, . . .,
(com ou sem indice) e cada vector de R™ por uma das letras u,v,..., (com ou sem indice)
(recorde-se que cada ponto de R™ e cada vector de R™ tem n coordenadas), as equagies

anteriores podem ser escritas na forma
T = Av, AeR (equagdo da recta de R™)
r=Mu+ v, A,A2€R (equagcao do plano de R™).

Observagao Tenha em atencao que na forma resumida,
T = v, AER, v#0

pode designar uma recta de R? ou uma recta de R? ou, mais geralmente, de R”, consoante
o vector v for um vector de R? ou de R? ou de R™.

Exemplo 3.3 Se v = (3,1), a equacdo da recta de R? que passa pela origem e tem vector

director v, €

(331,$2) = )\(3, 1), A € R,

ou resumidamente

T = v, AeR.

Se v = (3,1,2) (vector de R?), a recta de R® que passa pela origem e tem vector director
v, €
(.%'1,.%2,.%3) :A(3,1,2), )\ER,

ou resumidamente

T = Av, AeR.

Os planos e as rectas de R™, que passam pela origem tém duas propriedades muito

interessantes:
1. Consideremos o plano de R™ cuja equacao vectorial é
T = AU + Aavg, AL, A2 € R
Designemos este plano por W.
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Se x1, x2 sao dois elementos do plano W, entdo existem g, as € R tais que,
T = av1 + Qs
e existem (31, B2 € R tais que,
xo = [1v1 + Bova.
Mas entao,
Ty + 22 = a1v1 + agve + B1v1 + Bave = (a1 + Br)v1 + (ag + B2)ve.

Porque a soma de reais é um real, 1 + x2 é um elemento de W.

Por exemplo, no plano W de equacao

T = >\1(_2a 07 O) + )\2(1> 170)7

(~2,0,0) (0,0,0)

os elementos 1 = (—2,0,0) e o9 = (1,1,0) estdo em W e o elemento z1 + x9 =
(—1,1,0) também, e é a soma de (-2,0,0) com (1,1,0) (“Regra do Paralelogramo”)

2. Com o mesmo plano de R™, W, e o mesmo elemento x1, se k for um escalar entao
kx, = k(a11)1 + 0421)2) = (kal)vl + (kag)vg,

isto é, kx1 é um elemento de W.

Observacao Como nao fizemos restricgoes a v1 e a v, a equagao de W poderia ser uma
equagao da recta (caso em que um dos vectores é miltiplo do outro) ou simplesmente a
origem (caso em que os vectores sdo nulos). Assim, tanto os planos como as rectas, ou a
origem, verificam as 2 propriedades anteriores. Quanto a propriedade 1., quando verificada
por um subconjunto nao vazio de R™, W, diz-se que W é fechado para a soma de 2
quaisquer elementos de W. Quando W verifica 2., diz-se que W ¢é fechado para o
produto de um escalar por um elemento qualquer de .

Definicao 3.4 Um subconjunto nao vazio de R™, W, diz-se um subespago vectorial de

R"”, ou simplesmente, subespaco de R™ se:
1. Vxy1,20 € W, 1 +axeW

2. Vk€R, Vo, € W, kay € W.
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Ja observamos que os planos de R™ que passam pela origem, as rectas de R” que passam
pela origem, o conjunto formado sé pelo ponto zero de R™, denotado por {Og» } e em que Ogn
é o vector nulo de R™, s@o todos subespagos vectoriais de R" (ao ultimo chama-se subespago
nulo). Um outro subespago de R™ é o préprio R™.

Proposigao 3.5 Se W € um subespaco de R", entdo Ogn € W.

Demonstragao Porque W é um subespaco de R", entao W # ). Seja z1 um elemento de
W. Atendendo a propriedade 2. da definicao de subespago e porque 0 € R, 0z; € W. Mas
0x1 = Ogn, isto é, Orn € W. O

Observagao Na demonstracao anterior quando escrevemos 0x; = Ogn, estdao presentes 2
zeros. Do lado esquerdo da igualdade é o escalar 0 (0 elemento de R ) e do lado direito Ogn
((0,0,...,0) elemento de R™).

Exemplo 3.6 Sendo W o conjunto dos elementos (x1,x2)de R? tais que x1 > 0 , 9 > 0
(0s elementos do primeiro quadrante do plano Oxy),

(0,0) v

facilmente se vé que W € fechado para a soma de 2 elementos quaisquer dele. Mas, (1,0) €
We no entanto,

isto €, W ndo verifica 2. Logo, W ndo € subespaco de R?.

Proposigao 3.7 Se AX =0 € um sistema homogéneo, entdo o seu conjunto-solugdo € um
subespaco de R™, onde n € o numero de incégnitas do sistema.

Exemplo 3.8 O conjunto
W={(z,y,2) eR: z+3y+2=0, y=2x}

¢ um subespaco de R? porque é o conjunto-solucao do sistema homogéneo

z+3y+z=0
20 —y =0

46



3.2 Subespaco Gerado

Vejamos mais subespacos de R™. Sejam v1,v9,...,vs vectores de R® e W o conjunto de
todas as combinagoes lineares destes vectores (Definigao 1.24), isto é,

W ={x e R":x = Ao + Aav2 + ... + A\svs, com A1, Aa, ..., As € R},
W é um subconjunto nao vazio de R", pois se fizermos A\{ = Ay = ... = Az = 0 obtemos
Ovy + Ove + ... + Ovg = Ogn.

Isto é, Orn € elemento de W. Fazendo contas analogas as feitas para o plano de R™, con-
cluimos que

1. Dadas duas combinagoes lineares de wvq,vs,...,Vs, a sua soma € outra combinacao
linear de vy, vo, ..., vs.

2. Multiplicando uma combinacao linear de v, vs,...,vs por um escalar, obtemos outra
combinacao linear de v, vs, ..., Us.

Donde, W ¢é subespacgo de R™. E assim temos o resultado:

Teorema 3.9 Sewvp,vs,...,vs sdo vectores de R"™, entao o conjunto de todas as combinagoes
lineares
T = AU + Aovg + ...+ Asvs, A, A2, ..., s ER

€ um subespaco de R™.

Temos assim a possibilidade de construir um subespago, a partir de um conjunto de
vectores de R™.

Definicao 3.10 O subespaco W de R™ de todas as combinagoes lineares dos vectores vy, va, . .., Us
de R™ ¢ denominado por subespago gerado por vi,vs,...,vs € € denotado por

W = (v1,v2,...,0s).

Exemplo 3.11 1. A recta de R? que passa pela origem
(x1,22) = A(3,1), A €ER,
pode ser expressa como o subespaco de R? gerado pelo vector (3,1),

W =((3,1)).
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2. Como jd vimos (Orn) (subespago gerado pelo vector nulo de R™) é {Orn}, ou seja,
(Ogn) = {Orn} (subespago nulo).

3. Sejam e; = (1,0,0), ea = (0,1,0), e3 = (0,0,1) vectores de R3 (estes vectores
designam-se por vectores canénicos de R3). Como,

(x,y,z) = x(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1) = ze; + yea + zes
qualquer que seja o elemento (z,y, z) de R3, entdo,
(e1,€9,€3) = R3.

Mais geralmente, se e1,ea, ..., e, forem os vectores candnicos de R", isto €, e =
(1,0,...,0), e2=(0,1,...,0),...,e, =(0,0,...,1), entao

<61, €2y ..y en> =R"

Neste caso dizemos que o conjunto {e1,ea,..., ey} gera R™.

Mostramos que as possibilidades para os subespacos gerados de R? sio:
e subespacgo nulo
e rectas que passam pela origem
o R?
e as possibilidades para os subespacos gerados de R3 sao:
e subespago nulo
e rectas que passam pela origem
e planos que passam pela origem

e R?

Ja vimos que o conjunto-solugao de um sistema homogéneo é um subespago, vejamos
como encontrar os vectores que geram o subespago solucao de um sistema homogéneo.

Exemplo 3.12 Suponhamos que o conjunto-solucdo de determinado sistema homogéneo de
R* ¢
{(tl + t27 2t27t2 - t37tl) : t17t25 t3 S R}

Porque cada elemento deste conjunto se escreve como combinacdo linear de vectores de R*

(tl + o, 2to, to — t3,t1) = (tl,0,0,tl) + (tQ,QtQ,tQ,O) + (0,0, —t3,0)
= tl(l,0,0, 1) + t2(1,2, 1,0) + tg(0,0, fl,O),

entdao o subespaco solucdo €

((1,0,0,1),(1,2,1,0), (0,0, —1,0)).
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Proposicao 3.13 Sejam W um subespaco de R™ e vy,...,vs vectores de R™. Entdo,

W = (vi,...,vs)

se, e 8o se,
1. vy,...,vs sdo vectores de W,

2. o sistema AX = B, em que as colunas da matriz A sao as coordenadas dos vectores
V1,...,Vs, € possivel, para qualquer vector B de W.

Exemplo 3.14 O conjunto

{(1,0,2), (1,1,2), (1,1,3)}

111
gera R3 porque os vectores pertencem a R e o sistema AX = B, em que A= |011] e
223
x
B=|y| éum vector quelquer de R3, é sempre possivel.
z

Discussao do sistema

111z

. 111 =z
[AlB] = |01 1|y g 011 vy
593l. | B Us—20) 504, g,

Pelo que,

r(A) =3 =r([AlB])

e o sistema € possivel. Pela proposicao anterior,

R? = ((1,0,2), (1,1,2), (1,1,3)).

3.3 Dependéncia e Independéncia Linear

Como ja menciondmos, dada a equagao vectorial de R™

T = A1 + Ao, A, A2 € R,
ela pode definir:

e um plano se os vectores v; e v9 nao tiverem a mesma direccao,

e uma recta se v e vy tiverem a mesma direccao e nao forem os dois nulos,
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e 0 ponto zero se vy e v9 forem o vector nulo.

Assim, vemos que as propriedades geométricas do subespaco de R"

T = ANv1 + XU + ...+ AgUs, A, A2, .., A ER,
sao afectadas pelas interligagoes dos vectores v, vs,...,vs de R™.
Definicao 3.15 Dizemos que um conjunto, nao vazio, S = {v1,va,...,vs} de vectores de

R™ ¢ linearmente independente se o0s Unicos escalares que satisfazem a equagdo
Cc1v1 + covg + ... 4+ csvs = Opn

saocy =0, co=0,..., cs = 0.
Se existirem escalares, nao todos nulos, que satisfacam esta equacao, dizemos que o
conjunto é linearmente dependente.

Observagao Apesar da definigdo anterior ser aplicada a um conjunto nao vazio, muitas

vezes dizemos que os vectores vy, v9, ..., Vs sa0 linearmente independentes ou dependentes,
para nos referirmos a que o conjunto S = {vy,v,...,vs} é linearmente independente ou
dependente.

Proposigao 3.16 Um conjunto S de vectores de R™ que contenha o vector nulo € linear-
mente dependente.

Demonstragao Suponhamos que S = {Ogn,v9,...,vs}. Porque,
1.0Rn + 0U2 + ...+ O'US = ORn

e o escalar que estd associado ao vector nulo é 1 # 0, entdo S é linearmente dependente. O

Proposigao 3.17 Um conjunto S = {vi,ve,...,vs} de R™ com dois ou mais vectores é
linearmente dependente se, e so se, pelo menos um dos vectores de S se escreve como
combinacao linear dos outros vectores de S.

Demonstracao Suponhamos que S é linearmente dependente. Entao, existem escalares
c1,Co,...,Cs, N0 todos nulos, tais que

11 + coVg + ... + csv5 = Opn.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que ¢; # 0. Entao,

c C
v = (—2> vy + ...+ (—S> Vg.
C1 C1

Ou seja, vy escreve-se como combinacao linear de vs, ..., vs.
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Reciprocamente, suponhamos, sem perda de generalidade, que v; se escreve como com-
binagao linear de vo, ..., vs. Assim, existem escalares ds, ..., ds tais que

v1 = dava + ... + dsUs.
Mas isto implica que
Loy + (=d2)vz + ... 4+ (—ds)vs = Ogn.

Como o escalar associado a v1 é 1 # 0, temos que S é linearmente dependente. O

Um processo para determinarmos se um conjunto S = {wvy,vs,...,vs}, de vectores de
R™, é linearmente independente é através de um sistema homogéneo de equacoes lineares.
Consideramos a matriz

A:[vl ’1)2...1)5]

de tipo n X s, cujas colunas sdo os vectores de S. Usando esta matriz, podemos reescrever
a equacao
c1v1 + covg + ...+ csvs = Opn

na forma matricial

C1 0
c 0
[’Ul ’()2...’()3] :2 = :
Cs 0

(sistema homogéneo cuja matriz simples do sistema é A).

O problema de determinar se S é linearmente independente reduz-se a determinar se o
sistema anterior tem somente a solu¢ao nula (se o sistema tiver mais do que uma solugao
entdo, S é linearmente dependente).

Exemplo 3.18 Vejamos se os vectores v1 = (1,2,0), v2 = (0,1,2), v3 = (1, 3,2) sdo linear-
mente independentes e, caso ndo sejam, escrevamos o vector nulo de R3 como combinacdo
linear, nao nula, de vi,vo,vs.

Como jd dissemos, vamos ver se o sistema homogéneo

101 c1 0
213 c2| =10
022 C3 0

s0 tem a solu¢cao nula. Repare que as coordenadas dos wvectores vi,vo,v3 sGo as colunas
da matriz simples do sistema. Ora, como a matriz ampliada de um sistema homogéneo
tem a coluna, correspondente a matriz dos termos independentes, nula e transformacades
elementares nas linhas ndo alteram uma coluna nula, nao necessitamos de colocar essa
coluna para resolver o sistema. Temos

101 101 101

213 — 011 — 011
022 27 =20) |yl b= (s—20) | g
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Entao, r(A) = 2 < 3 = numero de incdgnitas do sistema = nimero de vectores. Portanto,
o sistema € possivel e indeterminado, ou seja, 0s vectores sao linearmente dependentes.

O sistema correspondente a esta ultima matriz é

c1 +c3 =0
co +c3 =0
0 =0.
Tomando cs = —1 temos a solugcao c; =1, co =1, c3 = —1, ou seja,

l.vg + 1vg — 1.z = Ops

€ uma combinacgao linear, nao nula, do vector nulo.

J& dissemos que se A é uma matriz n X m com m > n, entao, r(A) < m. Pelo que:

Proposicao 3.19 Seja S um conjunto de R™ com m vectores em que m > n. Entdo S €
linearmente dependente.

Exemplo 3.20 Consideremos os vectores de R*, v = (1,2,3,4), v2 = (0,1,0,0),
vy = (0,0,1,0), v4 = (1,1,0,0), vs = (—1,3,2,0). Pela Proposicao anterior, como

V1, V2,03, V4, V5 Sd0 5 vectores de R*, entdo sdo linearmente dependentes.

3.4 Aplicacoes

Vejamos uma aplicacdo do conceito de independéncia linear.

3.4.1 Som de Alta Fidelidade

O som de alta fidelidade pode ser gravado digitalmente, através de uma onda sonora a
taxa de 44100 vezes por segundo. Assim, um segmento de 10 segundos pode ser representado
por um vector de R*1990  Um técnico de som num festival de jazz planeia gravar vectores
de som com 2 microfones, um vector de som s, através de um microfone colocado perto
do saxofone e um vector de som g, através de um microfone colocado perto da guitarra.
Ja no estudio de som, ele faz a mistura, criando uma combinacao linear dos 2 vectores de
som, que produz o efeito sonoro desejado. Suponhamos que cada microfone além de captar
o som do instrumento préximo, também grava uma pequena quantidade de som do outro

instrumento, de forma que os reais vectores de som gravados sao
u=s+0,05¢ para o microfone perto do saxofone,
v=g+0,12s para o microfone perto da guitarra.
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Qual a combinagao linear de u e v que recria a mistura %(s +g)?
Pretendemos encontrar escalares A\ e Ay tais que

1
AU+ Xov = 5(8 +9)
(%(5 + g) como combinacao linear de u e v). Porque u = s+40,05g e v = g+ 0, 12s, vem que

1
A1(s +0,05g) + Aa(g + 0,12s) = 5(8 +9)

ou seja,
1 1
()\1 +0,12)\2 — 2> s+ (0,05A1 + Ay — 2> g= 0.

Como s e g sao vectores linearmente independentes (cada instrumento emite o seu som),

1 1
)\1+0,12)\2—§:O 0,05)\1-{—)\2—5:0.
Ou seja, o sistema
A +0,120 = 4
0,05A1 + Ao = %
Pelo que,
0,45 0,443
A= 0,994’ Az = 0,994

3.5 Variedades Lineares

A equacao vectorial de uma recta de R? que passa na origem é
T = )\11)1 /\1 e R.
em que v; é um vector ndo nulo de R%. J4 a equacio
r=x0+ Mv1 A ER.

é a equacio vectorial de uma recta de R?, paralela & anterior e que passa no ponto zg. Para
obtermos a 22 recta, fazemos uma translac¢ao da primeira, por xg.
Mais geralmente, sendo v1,vg, ..., vs vectores de R", x¢g € R™, o conjunto dos pontos de

R™ que verificam a equagao
T =29+ Av1L+ Xavo + ...+ AgUs A1, Ao, ..., A5 €ER,
pode ser visto como a translacao, por xg do subespaco
W = (v1,v9,...,0s)

que se denota por g + (v1,v2,...,vs) € se chama variedade linear de R".
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Exemplo 3.21 Jd vimos que a interseccdo dos 3 planos de R3 de equacédes gerais (Exemplo
1.15)
r—y+z=1, 20 + 2z = 2, 3r—y+22=3

¢ a recta de R3 (equagdo vectorial)

11
(x,y,2) = (1,0,0) + A (—2,2,1>, AeR.

(Recorde-se que construimos o sistema

r —y +z =1
2z +z =2
3z —y +22 =3

que teve como conjunto-solucao

1 1
{(1—22,2z,z> :ZG]R},

e cada elemento deste conjunto por ser escrito como

1 1 11
(1 — 5% 22,2) =(1,0,0) + z (—2, 2,1) )

Se pensarmos na interseccdo dos 3 planos que sao paralelos aos dados e que passam pela
origem, teremos o sistema homogéneo

r —y +z =0
2x +z =
3z —y +2z = 0.

)

O conjunto-solugao deste sistema €

1 1
{(—22, 22,,2) 1z € R} ,
ou seja, a recta de R3 que passa pela origem e tem equacdo vectorial
11
x,y,2) =Al—=,=,1], AeR.
(z,9,2) ( 55 )
Pelo que foi explicado anteriormente, o conjunto-solucdo é um subespaco de R3, que é
11
T 8090 1
2'2

e o conjunto-solucao dos 3 planos iniciais é uma variedade linear que resulta da translag¢do
deste subespaco por xo = (1,0,0), ou seja,

(1,0,0) + <<—; ;1>>

Repare que xg € uma solucdo do sistema inicial.
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Proposicao 3.22 Se AX = B € um sistema possivel, nao homogéneo e se W € o subespaco

(conjunto-solugdo) solug¢do do sistema AX = 0, entao o conjunto-solu¢io de AX = B € a
variedade linear

xo+ W

onde xy € uma solucao particular de AX = B.
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Capitulo 4

DETERMINANTES

Ao longo deste capitulo veremos uma outra maneira de determinar se uma matriz
quadrada é ou nao invertivel, aprenderemos um outro processo de resolver sistemas de
n equacoes a n incégnitas, calcularemos reas de paralelogramos (em R? e em R3) e vol-
umes de paralelepipedos (em R?) e por fim tentaremos encontrar solucdes para o seguinte
problema:

“Dada uma matriz quadrada de ordem n, A, quais os valores de )\, se existirem, para os

quais existe uma matriz, nao nula, X de tipo n x 1 tal que
(N, — A)X =07

Todos estes assuntos se resolvem usando “DETERMINANTES”.
4.1 Definicao de Determinante

Além da definicdo de determinante de uma matriz quadrada, ao longo desta seccao

veremos exemplos do cédlculo do determinante de certas matrizes.

Notagao 4.1 Sejam A uma matriz de ordemn (n >2) ei,j € {1,...,n}, denotamos por
A(ilj)

a matriz que resulta de A retirando a linha i e a coluna j.

Observacao Repare-se que se A é uma matriz de ordem n entao A(i|j) é uma matriz
quadrada de ordem n — 1.

1 0 2
Exemplo 4.2 Sendo A= | 4 —1 3|, entdo
-3-25
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4 3]
A(1)2) =
am=|%;
matriz que resulta da matriz A retirando a primeira linha e a sequnda coluna.
0 9]

ABL = | 5

matriz que resulta da matriz A retirando a terceira linha e a primeira coluna.

Definicao 4.3 Seja A = [a;;] wma matriz quadrada de ordem n. Chamamos determi-
nante de A, e denotamos por det A ou |A|, ao nimero

e Sen =1, entdo
det A = aiq.

e Sen >1, entdao
det A =ay(—1)" 1 det A(11) + ... + ar(—1)™ det A(1|n),

ou seja, sen > 1,

det A= " ay;(—1)"* det A(1]3).
=1

Exemplo 4.4 1. Se A for uma matriz de ordem 2, isto €,

ail a
A= 11 @12
a1 a22

entao,
det A = ay (1) det A(1]1) + a1o(—1)12 det A(1]2).

Porque A(1|1) = azy e A(1]2) = ag1 vem que
det A = aj1a92 — a12a91.

(Uma forma de fizar a expressao do determinante de uma matriz de ordem 2, é pensar
que é o produto dos elementos da diagonal principal menos o produto dos elementos
da outra diagonal, isto €, se

entao
det A = a11a9y — a12a21.)

ATENCAO: Esta regra sé € vdlida para matrizes de ordem 2!!!
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2. Se A for uma matriz de ordem 3, isto €,

ail a2 a3
A= | a1 ax as
asy agz ass

entao,

det A = apy(—1) T det A(1]1) 4 ara(—1)2det A(1|2) + ai3(—1)"3 det A(1]3)

a a
22 @23 +aps(—1)1+3
agz ass

= ai1(a22a33 — azzaze) — a12(azass — azzazr) + aiz(aziaze — asiags)

az1 a23
asi ass

a a
— (111(—1)1+1 12(_1)1—1—2 21 U422
a3y asz

= 011022033 — (11023032 — 012021033 1+ 412023031 + 013021032 — 13031022

= (a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32) — (a11023032 + A12021a33 + A13a31022).

Para fixar esta expressdo, recorramos a REGRA de SARRUS:
coloquemos as 3 colunas da matriz A e repitamos as 2 primeiras colunas, isto €,
a1l aiz aiz i1 ai2

21 a2 a3 a21 422
as1 agz az3 a31 a32

Desenhando todas as diagonais possiveis, com 3 elementos cada, obtemos o esquema
da figura.

O determinante da matriz é a soma do produto dos 3 elementos de cada diagonal cuja
seta vai da esquerda para o direita, menos a soma do produto dos 3 elementos de cada
diagonal cuja seta vai da direita para a esquerda.

ATENCAO: Esta regra sé € vdlida para matrizes de ordem 3!

4.2 Teorema de Laplace

Como se vé, se a expressao do determinante de uma matriz de ordem 3 envolve 6
parcelas, entao a do determinante de uma matriz de ordem 4 terd 24 parcelas, o que torna o
processo muitas vezes complicado e moroso. Vejamos, entao, outros processos para calcular
o determinante.
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Definicao 4.5 Seja A uma matriz de ordem n, com n > 2. Chamamos complemento
algébrico do elemento da posicdo (i,7) de A, e denotamos por Aj;, o elemento

Aij = (—1)" det A(il§).

1 0 2
Exemplo 4.6 Sendo A= | 4 —1 3|, entdo
-3 -25
Apg = (—1)"*2det A(1]2) = (—1)'+2 fg g’ ’ =—(20+9) = —29,
Az = (=1)31det A(3]1) = (—1)3+1 _01 g ’ —042=2

Teorema 4.7 (Teorema de Laplace) Sejam A = [a;j] uma matriz quadrada de ordem n,
n>2eke{l,...,n}, entao

1) det A = aklf/l\kl +...+ a]mf/l\]m = Z?:l aij\kj.

2) det A = a1 A1 + ...+ appAnk = Z?:l aipAik .

Observagao Em 1), do Teorema de Laplace, faz-se o desenvolvimento do célculo do
determinante, através da linha k e em 2), o desenvolvimento é feito através da coluna k.

Na pratica, quando estamos a calcular o determinante de uma matriz, escolhemos a linha
ou a coluna da matriz que tenha maior nimero de zeros, pois teremos menos parcelas no
calculo do determinante, através do Teorema de Laplace.

A defini¢ao de determinante de uma matriz quadrada A é o desenvolvimento do deter-
minante, usando o Teorema de Laplace, através da primeira linha da matriz A.

1 0 -1
Exemplo 4.8 Se A= |2 -2 4 |,
00 3

como a sequnda coluna e a terceira linha de A tém duas posi¢des iguais a zero, vamos
escolher uma delas para calcularmos o determinante de A.
Através da sequnda coluna, pela expressio 2) do Teorema 4.7 temos

det A = 0A15 — 2499 + 0435 = —2(—1)*2 det A(2[2)
1 -1

— _2(_1)2+2 0 3

=-2(3-0)=—-6
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Para comprovarmos que o valor do determinante da matriz A € o mesmo se utilizarmos
o Teorema de Laplace com qualquer uma das linhas ou colunas de A, vamos calcular o
determinante de A, através da terceira linha de A.

Assim, usando a expressao 1) do Teorema de Laplace, temos

det A = 0A3; + 0Agy + 3455 = 3(—1)33 det A(3|3)

10
—_ 3(_1)3+3 5 o

‘:3(—2—0):—6

Se tivessemos utilizado a defini¢cdo de determinante, teriamos o desenvolvimento através
da primeira linha de A, ou seja,

det A = 1411 + 0Ay — 1415 = 1(—=1)" 1 det A(1]1) — 1(=1)"*3 det A(1]3)

—24 2 —2
= 1(-1)'*! 0 3 00 ‘:1(—6—0)—1(0—0):—6

’ —1(=1)t*3

Como consequéncia do Teorema de Laplace surge o seguinte corolario.

Coroléario 4.9 Seja A uma matriz, quadrada de ordem n, com uma linha ou uma coluna
nula, entdo det A = 0.

Proposicao 4.10 Seja A uma matriz, quadrada de ordem n, triangular superior (respec-
tivamente, triangular inferior), entao o determinante de A é o produto dos elementos da
diagonal principal.

Demonstragao A demonstracao deste resultado faz-se por inducéo em n.
Seja A = [a;;] uma matriz triangular superior de ordem n.

Para n = 1, temos det A = a11, que é o produto dos elementos da sua diagonal principal.

Suponhamos que o resultado se verifica para qualquer matriz triangular superior de
ordem k — 1, em que k — 1 > 1. Consideremos uma matriz A = [a;;] de ordem k.
Recorde-se que se A é triangular superior entao

[ 0, ceey O —1 = 0.

Se fizermos o desenvolvimento do determinante de A, pela linha k, usando o Teorema de
Laplace (Teorema 4.7), temos

det A = akkgkk = akk(—l)k+k det A(k|k).

Dado que A(k|k) é triangular superior, mas de ordem k — 1, pela hip6tese de indugao temos
que
det A(k‘|k‘) = aii1agy ... ak_Lk_l.
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Assim,

det A = aprApr = a11a22 . . . Qp—1 f—10kk-

Usando o Principio de Indugao, concluimos o resultado. O

Outro resultado que se demonstra usando o Principio de Inducao é o seguinte:

Proposigao 4.11 Seja A uma matriz quadrada de ordem n, entdo,

det AT = det A.

Demonstracao Seja A = [a;;] uma matriz de ordem n.
Sen =1, entdao AT = ay; = A, pelo que det AT = det A.

Suponhamos que o resultado é verdadeiro para qualquer matriz de ordem k — 1, com
k—12>1,eseja A= [a;;] uma matriz de ordem k.

Porque as linhas de A7 sdo as colunas de A, fazendo o desenvolvimento do determinante
de AT pela primeira linha, temos

det AT = (AT) AT ) + ..+ (A7) AT,

= a11AT11 4+ ...+ aklAle.

Como
ATy = (1) det AT (1))
= (=1)"*" det(A(i[1))"
= (1) det A(i[1) (por hipétese de indugao)
= An
temos que,

det AT = angn +...+ aklA\kl

= det A (desenvolvimento do determinante pela 12 coluna de A).

Usando o Principio de Indugao, concluimos o resultado. O

4.3 Determinante e Transformacoes Elementares

O Teorema seguinte mostra as alteracoes que as transformacoes elementares nas linhas
de uma matriz de ordem n, provocam ao seu determinante.
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Teorema 4.12 Seja A uma matriz de ordem n. Entao
1. Se B ¢ a matriz que resulta de A multiplicando uma linha de A pelo escalar k,

det B = kdet A.

2. Se B € a matriz que resulta de A trocando duas linhas de A,

det B = —det A.

3. Se B € a matriz que resulta de A somando um maultiplo de uma linha de A a uma
outra,
det B = det A.

Demonstracgao

1. Suponhamos que é a linha 7 de A que foi multiplicada por k para obtermos B. Fazendo
o desenvolvimento do determinante de B pela linha ¢ (Teorema de Laplace) e partindo
do principio que A = [a;;] temos

det B = (kail)éil +...+ (k:am)ém
Porque as outras linhas de B sao as de A, vem que

det B = k(aﬂ;{il +...+ am;{m) = kdet A.

2. Suponhamos, sem perda de generalidade, que trocdmos as linhas i e j, com i < j, de
A para obtermos B, ou seja,

ail a2 -+ Qin a1l ai2 -+ QAin
a1l G2 - Qin a1 G52 - Qjp
A= e
B =
aj1 a2 -+ Qjp linha j— | a1 a2 -+ ain
| Anl Ap2 - Qnp | | Gnl Qp2 - ° Qnn |

Fazendo o desenvolvimento do determinante de B (Teorema de Laplace) pela linha j
obtemos,
det B = CL“le + ...+ amBjn

Para cada k € {1,...,n}, Ejk = (—1)7** det B(j|k) ou seja, sendo

ail -0 Aarkg-1  Grk+1 0 Qlp
linha i— a1 - Q5 k—1 Ajk+1 °° Gjn
o . B . .
C = B(jlk) =
ai—1,1 j—1,k—1 Qi—1,k+1 " Ai—1n
Qi+1,1 Qg1 k—1 Ai41,k+1 " Qitln
L Gnl ank—1 Onk+1 " Onpn |
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e fazendo o desenvolvimento pela linha i (Teorema de Laplace), obtemos

—

det B(j|k) = ajlk/ail +...+ aj,k—1k/5i,k—1 + aj,k:+1k/5ik + ...+ ajpfCina
onde,
kCy = (=1)" det(B(j|k))(i]1) paral€ {1,...,n—1}.
Mas a matriz
(B(j1k))(e|l) = (A(ilk)) (5 — 1[D),

pois quando retiramos a linha ¢ & matriz A, a linha j de A passa a ser a linha j — 1

desta matriz.

Assim,
Oy = (- 1)”1 det(A(i[k)) (5 — 1)
=( 1)+l 1+l( 1)~ det (A(ilk)) (5 — 1]1)
_ ( 1)z+l (J—141) k:D =1,
= (-1)7HD,
sendo

EDjyg = (—17 T det(AGR) G~ 1) e FD = A(ilk),

para k € {1,...,n}. Donde,

—

det B(jlk) = aﬂ’f/@l +... 4+ aj,k,lkféi,k,l + aj,kﬂ’ﬂ/@k + ..+ ainfCin
= a1 (1) D 4 ag e (—1) 3“’ij L1+
st (—1) D, L age(—1)IRD
= (=1)"7 1 det A(i|E)

e portanto,
Bjk — (_1)j+k7i7k(_1)ifj+lgik _ _‘;{ika

det B = ailéjl + ...+ amB\jn
= ail(—A\ﬂ) —+ ...+ am(—//l\m)
= —detA

3. Suponhamos que para obter B efectudmos a transformacao elementar l; — (I; +kl;).
Entao, sendo A = [a;;], se efectuarmos o desenvolvimento do determinante de B pela
sua linha i (Teorema de Laplace) temos

det B = (azl + kagl) i1+ ...+ (ain + kajn)éin
= (aﬂBﬂ + ...+ ain zn) + k:(aleﬂ + ...+ ajan).
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Como retirando a linha ¢ de B obtemos uma matriz igual & matriz A retirando a linha
1, vem que

det B = (aﬂgﬂ +...+ CLmA\m) + k(aﬂ;{il + ...+ ajnﬁm>.
Sendo C' a matriz que se obtém de A substituindo a sua linha ¢, pela sua linha j, entao

det B =det A+ kdetC.

Repare-se que C' é a matriz,

aiy a2 *+- Aip
aj1 a2 -0 Ajn |
C=1] : : linhas i e 5
ajl aj2 e ajn —
| Anl G2 " App |

que tem as linhas ¢ e j iguais.

Afirmacgao 4.13 Se C é uma matriz de ordem n, com as linhas i e j iguais (i # j),
entdo det C = 0.

Demonstracao Se D for a matriz que se obtém de C trocando a linha ¢ com a linha j,
entao de 2.,

det D = —det C.

Mas D = C, pelo que det D = det C' e consequentemente,
det C' = 0.

|

Usando esta afirmagao, temos que det B = det A. Ou seja, a condicao 3. verifica-se.O

Este Teorema da-nos um processo de calcularmos o determinante de uma matriz: através
de transformagoes elementares, conseguimos obter uma matriz triangular e como sabemos
calcular o determinante de uma matriz triangular (Proposi¢ao 4.10), usando o Teorema
anterior temos o determinante da matriz inicial.

023

Exemplo 4.14 Se A = |10 2|, entdo vamos calcular o determinante de A usando o
246

Teorema 4.12 e depois a Proposicao 4.10.
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Al = 023 = —[246] = -2|123

102|0h=l  |102|h—zh 102
246 T 023 T 023
trocamos mult. uma linha
linhas, por 2. por %, por 1.
= -211 2 3 = —211 2 3 |=-2(-4) =38
12—>(l2—ll) 0-2 —1 l3—>(l3+l2) 0—-2 —1
T 02 3 1 00 2117
por 3. por 3. determinante de

matriz triang.

4.4 QOutra Caracterizacao das Matrizes Invertiveis

No capitulo 2, vimos diversas caracterizagoes das matrizes invertiveis. Usando o de-
terminante iremos conhecer um outro processo, de verificacdo da invertabilidade de uma
matriz.

Teorema 4.15 Seja A uma matriz quadrada.
A € invertivel se, e so se, det A # 0.

Demonstragao Suponhamos que A tem ordem n e que é invertivel. Entdo pelo Teorema
2.40, a forma de escada reduzida de A é I,,. Atendendo ao Teorema 4.12 (I,, foi obtida a
partir de A efectuando um ndmero finito de transformacoes elementares em que nenhuma
delas é multiplicar uma linha pelo escalar zero) e porque det I,, # 0, entao det A # 0.
Reciprocamente, se det A # 0 e se R é a forma de escada reduzida de A, entdo pelo
Teorema 4.12, det R # 0. Pelo Corolario 4.9, R nao tem linhas nulas, pelo que R = I,,. Pelo
Teorema 2.40, A é invertivel. O

Vejamos um processo de calcular a inversa de uma matriz invertivel, usando o determi-

nante.

Definigao 4.16 Seja A = [a;j] uma matriz quadrada de ordem n, com n > 2.
Chamamos matriz dos complementos algébricos de A & matriz dos seus comple-
mentos algébricos e denotamo-la por A.
Chamamos adjunta de A a matriz transposta da matriz A e denotamo-la por adj A,
isto €,
(adj A)” = ;{\ﬂ
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Exemplo 4.17 Se A = | —1 2 3| entdo para calcularmos a matriz adjunta de A, temos
-201

de calcular a matriz dos complementos algébricos de A. Ora

n 23
A = (1) tdet A(1]1) = (—1)+ 01l= (2—-0)=2
Ay = (~1)*2des A1) = (-1)'2| 0 = ~(-146)= 5
Az = (=1)'*3det A(1]3) = (-1)1+3 :; 3 =(0+4)=4
n 10
Ay = (-1 det A2]1) = (-2 | 10 ' _1-0)=-1
7 00
Aggy = (—=1)*2det A(2]2) = (—1)*+2 o |=(0-0)=0
Aoy = (-1 det A2J3) = (-12%| °) (1= (0 +2) = -2
n 10
Az = (=1t det A(3|1) = (—1)3*+! 5 3' =(3-0)=3
T 00
Az = (—1)3*2det A(3]2) = (—1)3*2 13 ‘ = —(0-0) =
Agz = (—1)*t3det A(3[3) = (—1)3+3 _01 ; ‘ =0+1)=1
Assim, pela definicdo, porque
R gu Ag z§13 2 —5 4
A= 1Ay Ay Az | = | -1 0 =2
Aszp Aszg Ass 3 0 1
€ porque
(AT = adj A,
vem que
2 —13
adj A=|-50 0
4 —21

Teorema 4.18 Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Entdo
1. A.adj A= (det A)L,.
;. . ~ -1 _ 1 .
2. Se A € invertivel, entio A™" = gzadj A.
Demonstracao

1. Sendo A = [a;j] entdo adj A = [ﬁij]T = [ﬁjz] Usando o facto de (A.adj A);; ser o
produto da i-ésima matriz linha de A pela j-ésima matriz coluna de adj A, vem que
o elemento da posigao (i,7) de A.adj A é

ainAil + ...+ ainAin.
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Pelo Teorema de Laplace isto é o desenvolvimento do det A.
O elemento da posicao (i,7) de A.adj A é (em que i # j)
ailA\jl +... .+ ain;{jn

Pelo Teorema de Laplace isto é o desenvolvimento do determinante da matriz C' que
se obtém de A substituindo a linha j de A, pela sua linha 7. Atendendo a Afirmacao
4.13, porque C' tem duas linhas iguais, det C = 0. Donde, obtemos o resultado.

2. Se A é invertivel, existe A~!. Por 1.,
A.adj A = (det A)I,.

Donde,
A7 (A.adj A) = A7 (det A)

ou seja, porque pelo Teorema 4.15, det A # 0, entao

AL 1 adj A.

~ detA
O
Exemplo 4.19 Usando a matriz do Exemplo 4.17, porque det A = —5 # 0, entdo A €
invertivel e pelo Teorema 4.18,
1 2 —13
ATt = —z|500
4 -21

4.5 Sistemas de Cramer

Dado um sistema de n equagOes a n incégnitas, ele pode escrever-se na forma matricial
por
AX = B.

Se A for invertivel, entao r(A) = r([4|B]) = n e o sistema é possivel e determinado (estes

sistemas sdo chamados Sistemas de Cramer). O Teorema seguinte diz-nos como calcular
a Unica solucao deste sistema usando determinantes.

Teorema 4.20 (Regra de Cramer) Seja AX = B um sistema de n equagoes a n incdgnitas,
tal que, A € invertivel. A unica solu¢do do sistema €

_ det Ay _ det A4,
 detA’ = et A

em que A; é a matriz que resulta substituindo a j-ésima coluna de A por B.

T
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b1

Demonstracao Sendo B = | : |, como A ¢é invertivel entao, de AX = B, obtemos
bn

A7YAX) = A7!B, ou seja, X = A1 B. Porque

1
A'B = dj A) B=~——((adj A)B
<detAa‘7 ) detA((aJ )B),
entao ] 1
= ——((adj A)B); = ——(b1A1j + ...+ by An;).
‘TJ detA((aJ ) )]1 detA(l 1]+ + ])
Pelo Teorema de Laplace,
1 det A;
o A = J
K detAdet 7 det A
O
3x+3y+z2=4
Exemplo 4.21 O sistema rx+2y—2z=0 € tal que a matriz simples €
2r+y+z=3
33 1
A=112 -1
21 1

e a matriz dos termos independentes €
4
B=10
3

Porque det A = —3 # 0, entao A € invertivel. Pelo Teorema 4.20,

43 1 34 1 334

02 -1 10 -1 120

31 1 23 1 213
t= g b vs Ty =0 ey S

4.6 Determinante do Produto de Matrizes

Observemos, em primeiro lugar, o que acontece ao determinante de uma matriz, quando
esta é multiplicada a esquerda por uma matriz elementar. Pelo Teorema 4.12 concluimos o
seguinte lema.

Lema 4.22 Seja E wma matriz elementar de ordem n e B uma matriz de ordem n.
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1. Se E se obtém multiplicando uwma linha de I,, por k, entao

det E =k e det(EB) = det E.det B.

2. Se E se obtém trocando duas linhas de I, entao

det £ = —1 e det(EB) = det E.det B.

3. Se E se obtém somando um maultiplo de uma linha de I, a outra linha, entdo

det B =1 e det(EB) = det E.det B.

Lema 4.23 Sejam A e B matrizes de ordem n.
1. Se AB =1, ou BA=1,, entdo A e B sao invertiveis.

2. Se AB ¢é invertivel entao A e B sao invertiveis.

Demonstracao

1. Suponhamos que AB = I,,. Para mostrarmos que A ¢é invertivel, vamos ver que o
sistema homogéneo BX = 0 é possivel e determinado. Seja X uma solucao do sistema
BX =0, entao

X=I1,X=(AB)X = A(BX) = A0 =0,
Ap-1,

isto é, a dnica solugao do sistema é a solu¢ao nula. Pelo Corolério 1.21, r(B) = n.
Entao B é invertivel. Assim,

A=Al =ABB Y= (AB)B™' =1,B™' =B,
isto é, A é invertivel.

2. Se AB é invertivel, entao
I, = (AB)(AB)™' = A(B(AB)™).
Por 1., A é invertivel. Mas também,
I, = (AB)"Y(AB) = ((AB)'A)B.

Por 1., B é invertivel. O

Teorema 4.24 Sejam A e B duas matrizes de ordem n. Entdo,

det(AB) = det A. det B.

70



Demonstracao Se A nao é invertivel, pelo Lema anterior, AB nao é invertivel. Porque
det A =0, det(AB) = 0, vem que

det(AB) = det A. det B.

Se A é invertivel, entdo A pode escrever-se como produto de matrizes elementares, ou
seja,
A=FE1FEs...FE,.

Assim, usando o Lema 4.22

det(AB) = det(E1((E2... Es)B)) = det Ey.det((Fs ... Es)B)
=...=detEj.det Ey...det E5.det B =det(E1Ea ... Eg).det B
= det A. det B.

Corolario 4.25 Seja A uma matriz de ordem n. Se A € invertivel entdo

1
det At = — .
¢ det A

Demonstracao Porque A é invertivel, A='A = I,,. Usando o Teorema anterior temos que
det(A71A) = det A™1. det A.

Pela Proposicao 4.10,
det I, = 1.

Donde,
det A7'.det A = det(A™1A) = det I,, = 1

ou seja,
det A1 det A = 1.

Mas se A é invertivel, pelo Teorema 4.15, det A # 0. Logo,

1
det A~1 = )
¢ det A

Observacao Nao se pense que se A e B sao matrizes de ordem n entao,

det(A + B) = det A + det B.

N ST
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entao,

det(A + B) = det {(2) 8] =0

det A+detB=-2+0=-2.
Portanto, neste caso temos que det(A + B) = 0 # —2 = det A + det B.

Mas nao se pense, por outro lado, que temos sempre
det(A + B) # det A + det B.
Pode acontecer, em certas ocasides, que sendo C e D matrizes de ordem n,
det(C + D) = det C + det D.

Por exemplo, se

10 10
C_[O—l} ¢ D‘[OJ
entao,
20
det(C' + D) = det [00] =0
e

detC +detD=—-1+1=0.

Portanto, neste caso temos que det(C' + D) = 0 = det C' + det D.

4.7 Interpretacao Geométrica de Determinantes 2 x 2

Nesta secgao veremos a que corresponde, numa visao geométrica, o determinante de uma
matriz de ordem 2. O produto interno encontra-se no apéndice: “Produto Interno”.

Proposicao 4.26 Se A é uma matriz de ordem 2, entdo |det A| € a drea do paralelogramo
determinado pelos 2 vectores de R? que representam as matrizes colunas de A.

aip ai2

Demonstragao Se A = [
a1 a2

} entdo os vectores, de R? que correspondem &s colunas
de A, serdo

u = (an,agl) (] v = (alg, agg).
Vamos supor que os vectores nao sao miltiplos um do outro. Pois caso sejam multiplos um
do outro, entao a area do paralelogramo é zero e também det A = 0.
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-/
v — |lv||sen(8)
0 /

Sabemos que a area do paralelogramo é
drea = base X altura = ||ul|||v|sen(0)

em que 0 é o angulo formado por u e v. Assim,

(drea)® = [|ul]?[[v]>sen®(0) = [[u]|*(|v]|*(1 — cos*())
= ([ul®[lo]1?) = (lull?v]*cos®(6))
= JlulP?lv]]* = (u|v)?
= (ai; + a31)(aiy + a3y) — (an1a12 + agiag)?
= af,a3y + 307y — 2(a11a12)(az1a22)
= (a11a92 — ag1a12)?
= (det A)2.

Donde, |det A| =érea. O

Exemplo 4.27 A drea do paralelogramo de vértices P, = (—1,2), P, = (1,7), Ps = (7,8),
Py = (5,3).

A
Py P

-
Py

—_— —_—
Pela figura vemos que PiPy = (2,5) e PiPy = (6,1) formam dois lados adjacentes do

paralelogramo. Assim, pela Proposicdo anterior,

drea:|’§f‘|:|2—30|:\—28|:28.
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Porque a area de um tridngulo é metade da area do paralelogramo, definido pelos 2
vectores, podemos utilizar a Proposicao 4.26, para determinar a area de um triangulo.

Exemplo 4.28 A drea do tridngulo de vértices A = (=5,4), B = (3,2), C = (—2,-3)
— —
pode ser calculada tendo em conta que AB = (8,—2) e AC = (3,—7) formam 2 lados do

triangulo. Assim, pelo que menciondmos anteriormente,

1

) ' 8 3
drea = —|

—2 -7

1
5 ’\ 2\ 56 + 6] 5

4.8 Produto Externo e Produto Misto de Vectores de R?

Nesta secgao iremos abordar o produto externo e o produto misto. O produto interno
encontra-se no apéndice: “Produto Interno”.

Um problema que surge no estudo de movimentos rotacionais no espaco tridimensional
é o de encontrar o eixo de rotagao de um objecto que estd a girar e identificar se a rotagao
é horéria ou anti-hordria, a partir de um ponto especifico do eixo de rotacao.

Consideremos dois vectores u e v como representado na figura.

Facamos o vector u girar até ser colinear com o vector v. O eixo desta rotagdo tem de
ser perpendicular ao plano definido por u e v, em particular o vector w serve para identificar
a orientacao do eixo de rotacao. Ou seja, o vector que for escolhido para eixo de rotagao
terd de ser perpendicular a u e a v e conterd a informacao sobre o sentido da rotagao.

Definigao 4.29 Sejam u = (uy,u2,us) e v = (v1,v2,v3) vectores de R3. Designa-se por
produto externo (ou produto vectorial) de u por v e denota-se por u x v, o vector de R?
definido por

u X v = (U3 — U3V2, U3V] — UV3, UIV2 — URV]).

Como “mnemonica”, expressemos o vector u X v como combinacao linear dos vectores
- 3 _ _ _
canénicos de R, e; = (1,0,0), e = (0,1,0), es = (0,0,1).
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Porque

<U2 us Ui ug u1l u2)
U Xv= , — s
V9 V3 V1 U3 U1 V2
_|u2 us U] U3 Uy u2
v vs U1 U3 U1 V2
€1 €2 €3
= | U1 uz us
U1 V2 U3
Exemplo 4.30 Sendo u = (1,0,2), v = (0,—1,0) entdo
€1 €2 €3
0 2 12 10
uxv=|1 0 2 —‘ 61' 62+' es
010 -10 00 0-1
== 261 - 062 — €3 = (2,0,*1)
€1 €2 €3
-10 00 0-1
vXxu=|0-10 —‘ 61—‘ 62+' es
1 0 2 0 2 12 10

= —2e; + 0eg + e3 = (—2,0,1)

Proposicao 4.31 Sejam u, v, t vectores de R® e o um escalar. Entdo:
L uxv=—(vxu)
2. (uxv)u=(uxv)|v=0
3. afuxv)=(au) X v=ux (av)
4. (u+v)xt=(uxt)+ (vxt)

5. tx (u+v)=(t xu)+(t xv)

Teorema 4.32 Sejam u e v vectores nio nulos de R3 e seja 6 o angulo formado por u e v.
L fJu x o[ = JJul[[[v]lsen(8)
2. a drea do paralelogramo de lados adjacentes u e v €

|lu x v|.
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Demonstragao

1. Como 0 < 0 < 7 vem que sen(f) = /1 — cos?(f). Assim,

(u|v)?
[ull[v]|sen(8) = [ull|[v]]v/T — cos?(8) = ||ul|||v][{/1 — Tul2ToT2

= Vull?[v]]? = (ulv)?
= \/(u% + 3+ u3) (v} + 3 4 v3) — (urv1 + ugve + uzv3)

= /(ugus — vouz)? + (uzvy — u1v3)? + (u1ve — ugvy)?

— Jlu x o]

2. A area do paralelogramo de lados adjacentes u e v é

area = base x altura = ||u|||v||sen(8) = ||u x v||.

T
como ja vimos 0

Exemplo 4.33 A drea do triangulo de R? de vértices Py = (2,2,0), P, = (—1,0,2), P3 =

— —_—
(0,4,3) € metade da drea do paralelogramo de lados adjacentes Py Py = (—3,—2,2) e P P3 =
(—2,2,3).

Como
€1 € e3

—_— —
PiPox PP3=|-3 -2 2| =—10e1 + 5eg — 10e3 = (—10, 9, —10)
-2 2 3

vem que a drea do triangulo é

l, = — 1 15
§||P1P2 X P1P3|| = 5\/ 100 + 25 + 100 = ?

Dados 3 vectores u, v, t de R3 que tém o mesmo ponto inicial, eles definem um
paralelepipedo cujo volume é dado pelo produto da area da sua base (paralelogramo definido
por u e v) pela sua altura h. J4 vimos que ||u X v|| nos dé a drea da base (Teorema 4.32)
e que u X v é perpendicular a u e a v (Proposicao 4.31). Sendo # o angulo formado pelos

vectores u X v e t, a altura do paralelepipedo é
h = |[t]l|cos(0)].
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Uu X v

Assim, o volume do paralelepipedo é

[[u x ol[[#]l[cos(8)] = [[[u x vl[[t]lcos(6)] = [(u x v)]t].

Definicao 4.34 Dados 3 vectores u, v, t de R?, chamamos produto misto dos vectores
u, v et ao numero real
(u x v)[t.

Como “mneménica’, se u = (uy,ug,us), v = (v1,v2,v3) e t = (t1,to,t3) entao

U2 u3 U1 us Uy u2
ot = (|12 , (b1, 2. 13)
V2 U3 U1 V3 U1 V2
. U2 U3 Uy us Uy u2
Vg U3 V1 U3 V1 V3
t1 to t3
= |U1 u2 uz|.
V1 U2 U3

Exemplo 4.35 Determine k por forma a que o paralelepipedo de lados u = (2,k,2), v =
(0,4,-2), t = (5,—4,0) tenha volume igual a 4.
Porque o volume ¢é

5—-4 0
[(uxv)lt| =112 & 2 |]
0 4 -2
= | — 10k — 40 — 16| = | — 10k — 56| = 4,
entao,
—(—10k —56) =4 ou (—10k — 56) = 4.
Donde,
k= -5.2 ou k = —6.
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4.9 Valores e Vectores Proprios de Matrizes

Nesta seccao vamos estudar o seguinte problema:
“Se A é uma matriz de ordem n, para que valores do escalar A, se houver, existem
matrizes nao nulas, X, de tipo n x 1 (matrizes coluna) tais que AX = \X?”

Definicao 4.36 Sejam A uma matriz de ordem n e X\ um escalar:

1. X\ diz-se um valor préprio de A, se existir uma matriz coluna X, n X 1, nao nula,
tal que AX = \X.

2. Se X\ é um valor préprio de A, cada matriz coluna, nao nula, X, tal que AX = AX
€ denominada vector préprio de A associado a .

1

Exemplo 4.37 Sendo A = [0

-1 temos que
2 ) q

o | [A]=2 4]

. 4 |, L .
Pelo que, 2 € valor préprio de A e [_4} € vector préprio de A associado ao 2.

A forma mais fécil de determinarmos os valores préprios de uma matriz é pensar que a
equagao
AX =X

é equivalente a
(M, —A)X =0 (sistema homogéneo).

Sabemos que um sistema homogéneo, se for possivel e indeterminado, tem solugoes
diferentes da solucdo nula, ou seja, se a matriz simples do sistema nao for invertivel. Mas
isto significa que

det(Al, — A) =0.

Definigao 4.38 Seja A uma matriz de ordem n. Chama-se polinémio caracteristico de
A ao polinémio
pa(A) = det(A, — A).

Usando o que acabamos de mencionar, podemos concluir o seguinte Teorema.
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Teorema 4.39 Sejam A uma matriz de ordem n e X\ um escalar. As sequintes afirmagoes
sao equivalentes:

1. X € valor proprio de A.
2. det(A,, — A) = 0.
3. X\ € raiz do polindmio caracteristico de A.

4. O sistema homogéneo (AI,, — A)X = 0 € possivel e indeterminado.

1

Exemplo 4.40 Sendo A = [_2 9

], vejamos quais os seus valores proprios.
O polinomio caracteristico de A €

pa(h) = det(Mo = A) = |7, T

=X HA—242=X24+ A=A +1)

'A_l 1 }:(A—l)()\+2)+2

As raizes do polinémio caracteristico sdo
A=0 A=-—1

que pelo Teorema 4.39 sdo os valores préprios de A.

Definigao 4.41 Sejam A uma matriz de ordem n e o um valor prdprio de A, designamos
por multiplicidade algébrica do valor proprio a e denotamos por

ma(e),

o numero de vezes que o aparece como raiz de pa(\) (polindmio caracteristico de A).

Como um polinémio de grau n, com coeficientes reais tem n raizes, entao sendo a, ao, . . ., Qg
os valores préprios de A, dois a dois distintos,

ma(ay) + ma(az) + ... + ma(as) = ordem de A = n.

0

Exemplo 4.42 Sendo A = [_1 _0 ], o polindmio caracteristico de A €

pa(N) =X\ —1,

cujas raizes sao



Ou seja,
pa(A) =(A+1)(A-1).

Os valores préprios de A verificam

ma(l) =1 e ma(—1) =1

ma(l) + ma(—1) = 2 = ordem de A.

Definigao 4.43 Sejam A uma matriz de ordem n e o um valor proprio de A. Chamamos
subespaco préprio de A associado ao valor proprio « ao conjunto-solucdo do sistema

homogéneo
(al,, —A)X =0.

Este conjunto € denotado por M,,.

1

Exemplo 4.44 A matriz A = {_2 9

} (Exemplo 4.40) tem os valores préprios

0 e -1,

cada um com multiplicidade algébrica 1.
Determinemos os subespacos My e M_1.
Ora sendo A = 0 vem

My = {(ml,:@) ER?: (0L — A) [ﬂ _ M}

Porque
. -1 -1 I o 0
on=ax =[5 5] [R] =[]
vem que
-1 -1 — -1 -1 — 11
2 2 l2—>(l2+2l1) 0 0 lh—-=04 100
e assim,
T + 29 = 0,
ou seja, r1 = —x2, pelo que

My = {(z1,22) € R*: 21 = —z3} = {(~>2,72) : 2 € R} =< (=1,1) >.

Para A\ = —1 temos

M= {(J}l,xz) eR?: (I, — A) {ij = {8}}
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Porque

vem que
-2 -1 — -2 —1 — 11
2 1 l2—>(l2+l1) 0 O l1—>—%l1 00|
Donde,
1
T+ 522 = 0,
ou seja, x4 = —%:1:2, e

M_{ = {(xl,xg) eER?: 21 = —;xg} = {(—;xg,x2> Ty ER} = <<—;,1)>.

Repare que qualquer um destes subespacos define uma recta que passa pela origem.
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Capitulo 5

APLICACOES LINEARES

Dada uma variavel y que depende de uma varidvel x de tal modo que, para cada valor
de x temos um unico valor de y, dizemos que y é uma func¢do ou aplicagao de z.

As aplicagoes serao denotadas pelas letras f, g, h, ..., com ou sem indices.

Assim, supondo que uma aplicagdo f é um programa de computador que para cada
entrada (input) x, produz uma tnica saida (output) y, temos o esquema

f

Programa de

. tad
input T computador output y

Dependendo da aplicacao, as entradas e/ou saidas podem ser nimeros, vectores, ma-

trizes,...

5.1 Definicoes e Notacoes

O conjunto das entradas de uma aplicagao f chama-se dominio de f.

Dado um elemento do dominio de f, denotamos por f(z) a saida correspondente, e
chamamos imagem de x por f.

O conjunto de todas as saidas dos elementos do dominio de f chama-se imagem de f
ou contradominio de f e denota-se por Im f.

Iremos estudar aplicagoes f cujo dominio é R™ e cuja imagem é um subconjunto de R™.
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Neste caso escreveremos
f: R" —R™
X =Y

para dizer que, a cada elemento X de R", pela aplicagdo f, corresponde a imagem Y de
R™.
O conjunto R™ é designado por conjunto de chegada de f.
Exemplo 5.1 1. Seja
f: R? >R
(z,y) = (z+y,2°%y°)
Como, para cada elemento (x,y) de R?, existe um tnico elemento de R3, que é

(x+y, 2%, 9?), tal que
f(z,y) = (z +y,2°, %),

entao f € uma aplicacdo.

O elemento (1,0,0) pertence a R (conjunto de chegada de f) mas ndo pertence ao
contradominio de f pois ndo existe nenhum (x,y) em R? tal que

(z +y, 2% y°) = f(z,y) = (1,0,0)

ou seja, tal que

z+y=1, 22 =0, > =0.
2. Seja
f: R2—R
(z,y) — 2

tal que 2° = x.

Porque f(1,0) = £1, entdo nao existe um unico elemento de R que € imagem de (1,0)
por f, portanto, f ndo € aplicacdo.

5.2 Definicao de Aplicagao Linear

Dizemos que uma varidvel y é directaments proporcional a uma variavel z, se existe uma
constante k tal que
y = kx.

Um exemplo deste conceito é a Lei de Hooke que diz:

“Um peso de x unidades suspenso de uma mola, com rigidez k, alonga a mola, a partir
do seu comprimento natural, por uma quantidade y que é directamente proporcional a =,
isto é, y = kx.”
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Esquematicamente,

Escrevendo f(x) = kx, reparamos que esta equacao verifica 2 propriedades:

1. Se colocarmos um peso multiplo de x, ax, suspenso da mola com a rigidez k, entao
o alongamento da mola serd a vezes o alongamento que sofreu a mola com o peso z,
isto é,

flaz) = k(az) = a(kr) = af(x).

2. Se colocarmos dois pesos 1 e xo suspensos da mola, o alongamento que provocam na
mola é a soma dos alongamentos que provoca cada peso, isto é,

f(w1 4+ 22) = k(21 + 22) = k21 + kxo = f(x1) + f(22).

Este exemplo leva-nos a defini¢ao seguinte:

Definigao 5.2 Seja f: R™ — R™ uma aplicagdo. Dizemos que f € aplicagao linear se
1. Ve e R", Va € R, f(azx)=af(z),

2. Vai,22 € R", f(x1 +22) = f(x1) + f(22).

Observacao As duas propriedades anteriores podem escrever-se numa tnica propriedade

Vi, 0 € R", Var, a0 € R, flarz1 4+ anxa) = aq f(x1) + aa f(x2).

Exemplo 5.3 1. Sendo
f: R —R?

(z,y) — (z+y,2°9°)

a aplicacdo do Exemplo 5.1, 1., temos

fB3(1,0)) = f(3,0) = (3,9,0)

3f(1,0) = 3(1,1,0) = (3,3,0).
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Portanto, f(3(1,0)) # 3f(1,0). Logo nao se verifica a propriedade 1. da Definigao 5.2,
ou seja,

fla(z,y)) # af(z,y)

para algum o € R e (z,y) € R? e portanto, f ndo é aplicacio linear.

2. A aplicacao
f: R? —R?

(z,y) — (y,2)

€ aplicacao linear porque
i) V(z,y)R? Va € R,
fla(z,y)) = flox, ay) = (ay, ax) = a(y,z) = af(z,y).
i) ¥(@,y), (z,w)R?,
(2, 9)+(z,w)) = flatz,yt+w) = (y+w, 2+2) = (y, 2)+(w, 2) = f(z,y)+f (2, w).
Ou seja, verificam-se as propriedades 1. e 2. da Definicao 5.2.

Esta aplicacio é uma reflexao através da recta y = x de R?.

Teorema 5.4 Se f: R™ — R™ € uma aplicacao linear, entdo
1. f(ORn) - ORW.

2. f(—x) = —f(x), Vz € R™.

Observacao Repare-se que em 1. do Teorema 5.4, Ogn é o vector nulo de R™ e Ogm € 0
vector nulo de R™.

Demonstragao

1. Atendendo a que
0.f(Ogn) = Ogm,
a que

f(0.0rn) = f(Omn)

e a que f é aplicagao linear, temos
f(ORn) = f(OORn) = Of(O]Rn) = ORm.
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2. Porque
Vr e R", x —x = Ogn,

de 1. e da linearidade de f, temos
Opm = f(Orr) = f(z + (—2)) = f(z) + f(—x).

Entao, f(—z) = —f(x). O

Observagao Muitas vezes teremos de considerar aplicagoes nas quais o dominio D é um
subespaco de R™, em vez de todo o R™. Exactamente, como na definicao de linearidade que
demos, dizemos que uma aplicagao f: D — R™ é linear se satisfaz as propriedades 1. e
2.. O Teorema anterior também é véalido para estas aplicacGes lineares.

5.3 Matriz Candnica de uma Aplicacao Linear

Sejam f : R™ — R™ uma aplicacao linear e e; = (1,0,...,0), e2 = (0,1,...,0),...,

en = (0,0,...,1) os vectores candnicos de R"™.
Sabemos que cada vector de R™, (x1,x2,...,%,), pode escrever-se como combinagao
linear dos vectores ey, es, ..., e, da seguinta forma,
(1,2, ..., Tp) = x1€] + To€2 + ... + Tpen.

Atendendo a linearidade de f,

f(ml,x% R l’n) - xlf(el) + $2f(€2) +.o T+ xnf(en)a (*)

ou seja, a imagem de qualquer vector de R™, por f, pode escrever-se como combinacao linear
dos vectores f(ey1), f(ez2),..., f(en).

Defini¢ao 5.5 Sejam f : R™ — R™ wma aplicagao linear e ey = (1,0,...,0), ea =
(0,1,...,0), ..., en, = (0,0,...,1) os vectores candnicos de R™. Chamamos matriz canénica
de f, e denotamo-la por My, a matriz cujas colunas sao f(e1), f(e2),..., f(en).

Exemplo 5.6 1. Considerando a reflexio através da recta y = x de R? (Exemplo 5.3,
2.,
f: R? — R?
(z,y) = (y,2)

porque

f(el) = f(l,O) = (07 1)7

87



f(e2) = f(0> 1) = (LO):

entao
01
M=)
T
fler) fle2)
2. Seja

f: R — R?
('xayvz) = (ZC-F:I/,—Z,-%—FZ)

uma aplicacdo linear. Entdo
f<17070) - (L 0, 1)7

£(0,1,0) = (1,0,0),
f(0,0, 1) = (0’_17 1)7

pelo que,
110
My;=100 -1
10 1
TN

fler) f(e2) f(es)

Como jé o dissemos (Capitulo 2), os vectores de R™ e de R™ podem ser representados
por matrizes colunas (n X 1, no primeiro caso e m x 1 no segundo caso). Visto assim, (x)

sera
1
€2
xlf(el) + $2f(€2) + ...+ {an(en) = Mf
Tn
€1
i) 5
Se X representar a matriz coluna . |, entdo a matriz coluna Y, cujo vector coluna é
Tn
flxy,xe,... 2y) é
Y =M;X (%)

Isto significa que se nos derem a matriz candnica, My, de uma aplicacao linear,
f: R" — R™, através da igualdade (**) podemos obter:
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1. a imagem de um vector de R™ por f

Basta construir a matriz coluna X desse vector e através do produto
M X =Y
obtemos a matriz coluna Y, cujo vector de R corresponde a imagem do vector inicial
por f.
2. a expressdo da aplicacdo f

Usamos o processo descrito em 1., sendo a matriz coluna X, uma matriz de varidveis.

3. informagao sobre se um dado vector de R™ pertence a Im f

Basta construir a matriz coluna Y desse vector e discutir e/ou resolver o sistema
Mi;X =Y.

Exemplo 5.7 Seja f: R3> — R? a aplicacdo linear tal que
021
My = [—1 1 1} '
A imagem do vector (1,1,0) por f €,
1

021
w1l =] 0]
0 -111

O =

o vector f(1,1,0) = (2,0).

A expressao da aplicagdo f €,

o "; _ [0 21 ‘; [ o2+
4 -111 —rx+y+z|’
z z
dada por
f:R3—>R2

(x,y,2) — Qu+z,—z+y+2).
O vector (1,1) € Im f porque o sistema

1
-]

ou seja,

021
-111

STV
Il

| —
[Erg—

—_
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0211] — [-111[1
AIB] = [—1111] lezg[o 211]

é tal que r(A) =2 = r([A|B]) < 3 = nimero de incégnitas. Portanto, o sistema € possivel

_1
2]
1
2

e indeterminado. Uma solucdo do sistema €,

-111)1] — [1-1-1]-1] — [1-1-1]-1 — 10 -3
0211 h—-k |02 1 L1101 3|3 |-+ 01 3

1
la — 5lo

1 1
{a:—21 2,
y=—22%3
r=0,y=0, 2= 1. Ou seja, o vector (0,0,1) de R € tal que £(0,0,1) = (1,1).

Observacao E fécil mostrar que se f: R™ — R é uma aplicagao tal que f (X1, ) =
a1y + ... + apxy, com (x1,...2,) € R™ (ou seja, ajx1 + ... + apx, = 0 é uma equagao
linear homogénea), entdo f é uma aplicacao linear.

Por outro lado se f: R"™ — R™ é uma aplicacao linear cuja matriz canénica é My =

laij], entdo, f(z1,...,2n), com (z1,...2,) € R", é a matriz coluna
v 1 a11%1 + a12T2 + ... + A1p Ty
Y2 x2 a21%1 + a22T2 + ... + a2 Ty
y=|" =M=
Ym In Am1%1 + Gm2T2 + . .. + GmnTn

Daqui vem (igualdade de matrizes) que
Y1 = a1121 + @122 + ... + A1pTn
Y2 = 2121 + G2222 + ... + A2p Ty
Ym = Am1T1 + Gm222 + ... + Amp Ty
ecomy; =... =1y, =0, vem que cada
ai1T1 + appxre + ... +aipnry, =0, 2=1,....m

¢ uma equagao linear homogénea.
Portanto, uma aplicagao
f: R*" — R™

(x1,..yzn) — f(z1,. . y2n) = Y1y YUm)

é linear se, e s6 se, cada y; = 0 é uma equacao linear homogénea, com i = 1,...,m.

Exemplo 5.8 1. A aplicacdo
f: R? >R

(x1,22) — (x122,22,0)
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nao € aplicacao linear, porque sendo
(y17 Y2, 3/3) = f(wla 33'2) = (xlx% €2, 0)7
entdo Yy, = x1x2 € r1x9 = 0 ndo € uma equacdo linear.

2. A aplicacdo
f: R* — R?

(x1,x2,23) — (21 + 22,23)
€ aplicac¢ao linear, porque se
(y1,y2) = f(21, 22, 23) = (71 + 72, 73),
entao Y1 = x1 + To € Yo = T3 €m que as equacoes
T1+2x2=0 e 3 =20
sao equacoes lineares homogéneas.

3. A aplicacao
f: R®—R?

(w1, 22,23) = (21 + 72,23 —1,771)
ndo € aplicagdo linear, porque sendo
(Y1, 92,y3) = f(z1, 22, 23) = (21 + 72, 23 — 1, 71),

entao ys = x3 — 1 € a equacao
r3 — 1=0

nao € uma equacdo linear homogénea.

Proposicao 5.9 Seja A uma matriz de tipo m xn. Entdo, existe uma, e uma s0, aplicag¢ao
linear f: R"™ — R™ cuja matriz candnica, My, é A.

Demonstracao Seja A = [a;;]. Entdo, se z1,...,2, € R,
1 1171 + a12x2 + ... + A1pTy Y1
T2 a21x1 + a22T2 + ... + G2,Ty Y2
Al .| = ) =
Tn Am121 + Am2X2 + ... + GmnTn Ym

Porque o produto de duas matrizes dd4 uma unica matriz, podemos falar na aplicacao
f: R*" — R™
(X1, oy 2n) — (Y1, Ym)
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em que Y; = a;121 + a2 + ... + Ty, 1 =1,...,m.
Pela observacao anterior, porque y; = 0 cada a;1x1+a;0x2+. . .+a;nx, = 0 é uma equagao
linear homogénea, i = 1,...,m, entao f é aplicacao linear. Por construcao, My = A.

Suponhamos que existem duas aplicagoes lineares
f: R" — R™ e g: R" — R™

tais que My = A e My = A. Assim sendo, se (z1,...,2,) € R",

I T I
T2 %) T2
[f(x1’$25"'7$n)]:Mf : =A : :Mg : :[g(l’l,l@,...,l‘n)]-
T T T
Donde, f = g e a aplicagao linear é tnica. O

5.4 Exemplo de Aplicacao Linear de R?> em R?

Nesta seccao iremos estudar uma aplicacio linear de R? em R?. Outras aplicacdes podem
ser estudadas no apéndice: “Outros Exemplos de Aplicacdes Lineares de R? em R?”

5.4.1 Rotacgoes em torno da origem

Seja # um angulo. Consideremos a aplicagao
f: R? —R?

que faz girar cada vector (x1,z2) de R?, em torno da origem, segundo um angulo de ampli-
tude 6, no sentido anti-horario

f(xb .%'2)

(z1,72)

E facil verificar, usando a soma de vectores (regra do paralelogramo), que a aplicagao f
¢ linear. Denotemos por Ry a matriz candnica desta aplicacao f.
Como e; = (1,0) e e2 = (0,1)
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Y
(cos(5+0),sen(5+0))=

(—sen 0,cos 0) (0,1) (cos 0,sen 0)

vem que f(e1) = (cos 6,sen ), f(ea) = (—sen 0, cos 0).
Donde,

| cos 0 —sen 0
9= lsen 6 cosf |-

Exemplo 5.10 Se 6 = 7, entao a matriz candnica da rotagao com angulo 5, de R? em R?,

01
m= 1]

é

f: R? — R?
(1‘17172) — (—95271?1)

A rotagao de § da figura T

Y

T
/.

€ a figura
Y

T

N
-
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5.5 Nucleo e Imagem de uma Aplicagao Linear

Seja f: R™ — R™ uma aplicagao linear. Ja vimos que I'm f é o conjunto das imagens,
por f, dos elementos de R™, isto é,

Im f={f(x1,...,2n): (21,...,2,) E R"}.
No caso de S ser um subconjunto de R", define-se
f(S):{f(xlaymn) (I’l,...,.’En)ES}-

Usando esta tltima definicao,

fR™) =1Im f.
Assim, se
(x1,22,...,2n) = t(v1,02,...,0p),
em que t € R e (v1,v9,...,v,) é um elemento nao nulo de R”, é uma recta de R", a sua

imagem por f é o conjunto dos elementos de R™ que verificam
flxi, e, ..., xn) = f(t(vi,v2,...,0n)) = tf(v1,v2,...,0p), teR.
Ou seja, a imagem por f de uma recta de R™ é
e o vector nulo de R™, se f(v1,v2,...,v,) = Ogm.
e uma recta de R™, se f(vi,v2,...,0,) # Ogm.

Temos pois que distinguir estas duas situagoes.

Definigcao 5.11 Seja f: R™ — R™ uma aplicacdo linear.
Chama-se nacleo de f e denota-se por Nuc f ou Ker f, o conjunto dos elementos de
R™ que tém por imagem, através de f, o vector nulo de R™, isto é

Nuc f={(z1,...,2,) € R": f(z1,...,25) = Opm }.

Observacao Sendo f: R™ — R™ uma aplicacao linear, repare-se que os conjuntos

Nuc f={(x1,...,2p) € R": f(x1,...,25) = Ogm}

Im f={f(x1,...,2n): (x1,...,2,) € R"}

sao distintos.

Enquanto que I'm f é um subconjunto de R™, Nuc f é um subconjunto de R™.

Mesmo no caso em que f : R"™ — R™ é uma aplicacao linear, Nuc f e Im f s&do
distintos pois o Nuc f é constituido pelos elementos de R™ que sao transformados por f no
zero, enquanto que I'm f é constituido pelas imagens dos elementos de R™ por f.
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Exemplo 5.12 Consideremos a aplicacdo
f: R? — R?
(w1,22) = (21 — w2, =271 + 222)
Atendendo a aplicacdo, facilmente se demonstra que f € aplicacdo linear. Por defini¢do,
Nuc f = {(z1,22) € R?: f(x1,29) = (0,0)}.
Porque f(x1,x2) = (1 — x9, =221 + 2x3), de f(x1,z2) = (0,0) resulta o sistema homogéneo
r1—29 =0
—2x1+2x9=0

Resolvendo, obtemos x1 — xo = 0, pelo que

Nuc f (a:l,wg)eRQ: x1 —x9 =0}

{

{(z1,22) € R?: 7, = xa}
{ z1 € R}

z1 € R}

)
(z1,21)
{z1(1,1)
< (1,1) >.

Por outro lado,

Im f = {f(z1,20) €R?: (21,29) € R?}
= {(z1 — 2, —2x1 + 2x9) : x1,22 € R}
= {(z1, —2x1) + (—x2,2x2) : x1,22 € R}
= {z1(1,-2) + 22(—1,2) : z1,29 € R}
=< (1,-2),(~1,2) >.

Observagao Se f: R" — R™ ¢ uma aplicacao linear e se My é a matriz canénica de f,
entao o nucleo de f é o conjunto solucao do sistema homogéneo

MiX =0.

Usando esta Observacao e a Proposicao 3.7, temos o seguinte resultado.

Proposicao 5.13 Seja f: R™ — R™ wma aplicagao linear. Entdo o nicleo de f € um

subespaco de R™.

Proposicao 5.14 Sejam f: R™ — R™ uma aplicagao linear e S um subespago de R™,
entao f(S) é um subespaco de R™.
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Demonstragao Por definicao,
f(8) ={f(u): ve S} CR™
e porque
f(Opn) = Opm,

entao f(S) é um subconjunto nao vazio de R™.
Sejam r e v dois vectores de f(S). Entao, existem u e s em S tais que

r = f(u) e v = f(s).

Assim,
r+s=f(u)+ f(v) = flu+w).
T
linearidade de f

Como S é subespaco de R™, u + s pertence a S. Isto implica que r + v seja um elemento

de f(9).

Seja k um escalar. Entao,

kr =kf(u) = f(ku).
T
linearidade de f

Como S é subespaco de R", ku pertence a S e consequentemente kr é um elemento de
f(S). Portanto, f(S) é subespago de R™. O

Desta Proposicao resulta o seguinte resultado.

e

Proposigao 5.15 Seja f : R™ — R™ uma aplicagao linear, entio Im f = f(R™) é um
subespago de R™.

Recorde-se que se A e B sao conjuntos e f: A — B é uma aplicacdo, dizemos que

e f ¢ injectiva se
Vo, o' € A, f(x) = f(2') = 2 =1,

ou seja, f é injectiva se elementos diferentes de A tém imagens diferentes.

e f é sobrejectiva se
Yye B, 3x € A, f(z) =1y

isto é, f é sobrejectiva se qualquer elemento de B é imagem, por f, de algum elemento
de A.

e f ¢ bijectiva se f é injectiva e sobrejectiva, isto é,

Vye B, FxecA: f(z)=y.
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Vejamos uma outra caracterizagao de injectividade quando f é uma aplicagao linear.
Proposicao 5.16 Seja f: R™ — R™ wma aplicacdo linear. Entao
[ € injectiva se, e sé se, Nuc f = {Ogn}.
Demonstragao Suponhamos que f é injectiva e seja u € Nuc f. Entao,
f(u) = Ogm = f(Orn).
Como f ¢ injectiva, u = Ogn. Donde,
Nuc f={0rn}.

Reciprocamente, suponhamos que Nuc f = {Orn} e vejamos que f é injectiva.
Se z e 2’ € R™ forem tais que

f@)=f@)  entio  f(x)— f(a) = Ogm.
Mas f é aplicacao linear, pelo que
f(z —2') = Ogm.
Mas isto significa que x — 2’ € Nuc f = {Ogn}, ou seja, z — 2’ = Ogn e consequentemente,
r=2x. O
Observagao Sendo f: R"™ — R™ uma aplicacao linear e My a matriz canénica de f,
entao,

e f é injectiva se, e s6 se, Nuc f = {Ogn} (Proposicao 5.16) se, e sé se, o sistema
homogéneo MyX = 0 é possivel e determinado (sé tem a solugao nula).

e f ésobrejectiva se, e s6 se, o sistema My X = B ¢ possivel, qualquer que seja a matriz
coluna B cujo vector estd em R™.

Observagao Se f: R" — R™ ¢é uma aplicacao linear e My é a matriz candénica de f
(matriz m x n) , entao,

e Se n > m, o sistema homogéneo M;X = 0 tem mais incégnitas (o nimero de colunas
de My é n) do que equagdes (o nimero de linhas de My é m). Assim,

r(Mg) <m<n
e o sistema é possivel e indeterminado. Logo, f nao é injectiva.

e Sem > n, entao a matriz em forma de escada reduzida obtida de M} tera, pelo menos,
uma linha nula. Sendo A a matriz em forma de escada reduzida obtida de My, entao
existem matrizes elemntares Fq, ..., E} tais que

Ey...E.M; = A.
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Como as matrizes elementares sao invertiveis,
_ 1 -1
M;=FE_" ...E A

Se B for a matriz coluna m x 1, com todas as entradas iguais a zero & excepcao da
entrada (m, 1) que serd igual a 1, entao o sistema AX = B é impossivel (recorde-se
que a m-ésima linha de A é nula). Mas isto implica que o sistema

M;X = (E;'...E{YAX = (E;"...E{")B

seja impossivel. Logo, f nao é sobrejectiva.

Proposigao 5.17 Seja f: R™ — R™ uma aplicacao linear. Entdo
f € injectiva se, e s se, f € sobrejectiva.

Demonstragao Suponhamos que f ¢ injectiva e seja My a sua matriz candnica. Pela
observacao, o sistema MyX = 0 é possivel e determinado. Isto implica que r(My) = n,
donde My ¢é invertivel. Assim, o sistema M;X = B ¢ possivel e determinado, qualquer que
seja a matriz coluna B. Donde, f é sobrejectiva.

Reciprocamente, se f é sobrejectiva, o sistema M X = B ¢ possivel, qualquer que seja a
matriz coluna B de tipo m x 1. Se 7(My) < n, entdo a matriz em forma de escada reduzida
obtida de M/ teria, pelo menos, uma linha nula. Fazendo um raciocinio andlogo ao feito
na observagao anterior (caso m > n), concluiriamos que existiria uma matriz coluna B’ tal
que MyX = B’ era um sistema impossivel. Como isto nao acontece, r(My) = n e My é

invertivel. Portanto, o sistema M ;X = 0 ¢é possivel e determinado e f ¢ injectiva. O

Exemplo 5.18 A aplicacdo linear
f: R3 — R3

(r,y,2) = (z+v,2,0)

nao € sobrejectiva, porque a matriz canonica de f €

110]

My= 1001

000 |

e o sistema _
110 T 0
MiX =001 y| =10
000 Z | 1

€ impossivel. Pela Proposicao 5.17, f também ndo € injectiva.
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Proposicao 5.19 Seja f: R™ — R™ wuma aplicagdo linear. Entao,

1. Se W =< wvy,...,v, > € subespaco de R™, entao
fW) =< f(v1),..., fvg) > .

2. Se f € injectiva e S é um conjunto de vectores linearmente independentes, de R™,
entdo, f(S) é um conjunto de vectores linearmente independentes de R™.

Demonstragao

1. Pela Proposigao 5.14, f(W) é subespago de R™. Porque vi,...,vpy € W, entdo
f(v1),..., flog) € f(W) e

< f(o1),-.o, flor) >C f(W).
Seja z € f(W). Entao, existe u € W tal que f(u) = z. Sendo
u=a1vr + ...+ apug
com «q,...,qr € R, entao
z= f(u) = flagvr + ... + apvg) = arf(vr) + ...+ arf(vg).
linearidade de f
Ou seja, z €< f(v1),..., f(vr) > e
fWV) =< f(v1),..., f(vg) > .
2. Suponhamos que S = {vy,...,v,} é lineramente independente.
Entao, f(S) = {f(v1),..., f(vr)}. Se
a1 f(vr) + .+ apf(v,) = O,

entao, por linearidade,
f(awl +...+ Ozrvr) = Opm,

ou seja,
a1v1 + ... + apvr € Nuc f.

Porque f é injectiva, Nuc f = {Ogn} e
aivr + ...+ apv, = Ogn.
Mas S é linearmente independente, entao
a1 =0,...,0, =0

e f(S) é linearmente independente. O
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5.6 Composicao de Aplicagoes

Se A, B e C forem conjuntos, f: A— Beg: B — C forem duas aplicagbes, como
o conjunto de chegada de f é igual ao dominio de g, podemos definir a composicao de g
apos f, que se designa por g o f, e é a aplicacao

gof: A—C

z = gof(x)=g(f(x))

Proposicao 5.20 Se f : R* — R™ e g : R™ — R* forem duas aplicacées lineares,
entdo a aplicacdo go f: R® — R* € uma aplicacdo linear.

Demonstracao Vejamos que go f : R”™ — RF é linear.

1. Sexz € R" e a € R, entao,

go flax) = g(f(ax)) = glaf(z)) = ag(f(z)) = a(go f(z)).
T T

f linear g linear

2. Se x1,x2 € R™, entao,

go f(z1 +x2) = g(f(z1 +22)) = g(f(z1) + f(22)) =
1

f linear

= 9(f(x1)) + 9(f(x2)) = (g0 f(21)) + (90 f(22)).

g linear
Logo, g o f é uma aplicagao linear. O

Sejam f: R* — R™ e g : R™ — R* duas aplicacoes lineares, M 7 e M, as respectivas
matrizes candnicas. Podemos definir a aplicagao linear

go f: R" — R

Nestas condic¢oes, uma pergunta pode ser colocada:
Qual a relacao que existe entre as matrizes canénicas Myor, My e My?
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Atendendo a definicdo de composicao de aplicagoes, se e; for um vector canénico de R”,

entao

go flei) = g(f(ei))

Porque o vector g(f(e;)) pode ser escrito na forma matricial por

onde

Mg[f(ez)]

[f(ei)] é a matriz coluna m x 1, com as componentes de f(e;) e o vector f(e;) pode

ser escrito como

Mjlei]

em que [e;] é a matriz coluna n X 1, com as componentes de e;, vem que

My My [ei]

é a forma matricial de g(f(e;)). Porque a forma matricial de g o f(e;) é

Moy lei]

e go f(e:) = g(f(ex)), entito,

Mgyor = MyMy.

Acabamos de demonstrar o seguinte resultado:

Proposicao 5.21 Sejam f: R* — R™ e g : R™ — R* duas aplicagoes lineares cujas

matrizes candnicas sao My e My. Entdo, a matriz candnica de go f: R" — R* ¢ obtida

por

Myor = MgMy.

Exemplo 5.22 1. Sejam f : R?2 — R? a rotacio em torno da origem, sequndo o

angulo de amplitude @ e g : R?> — R? a rotacdo em torno da origem, mas sequndo o
angulo de amplitude p.

As matrizes candnicas de f e g sao

cos 0 —sen 0 cos p —sen p
Ry = ) R, = .
sen 0 cos 0 sen p cos p
A composicio go f : R? — R? € a aplicacdo linear que tem a matriz candnica

(Proposicao 5.21)

M,o; = RyRy = [cos p —sen p] [cos 6 —sen 9] _ [cos (p+0) —sen (p+9)}

sen p cos p sen 0 cos 0 sen (p+0) cos (p+10)

ou seja, go f € a rotagdo em torno da origem sequndo o dngulo de amplitude (p+0).

Repare que neste caso, se tivessemos calculado M., teriamos obtido uma matriz igual
a Mgof-
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2. Sejam f: R?> — R? e g: R? — R? duas aplicacdes lineares em que as matrizes
candnicas de f e g sdo iguais ¢ matriz

n- )

2
10 10
Mg"f_[o 1} _[01}_12’

pelo que go f é uma rotacdo segundo o angulo de amplitude 0 e no entanto H nao o

Pela Proposicao 5.21,

era.

3. Sejam f: R?> — R? a rotag¢do em torno da origem, sequndo o angulo de amplitude 0
eg: R?2 — R? q aplicacdo linear tal que g(x,y) = (—x,y) com z,y € R. As matrizes
candnicas de f e g sdo respectivamente

cos 0 —sen 0 -10
Mf_RG_[senO 6089]’ Mg_[O 1]

Pela Proposicao 5.21,

. {_1 0] [6059 —sen@} _ {—cos@senH] _ [cos (m—0) sen (x—6) ]

M, 0 1| |sen 6 cos¥ sen 6 cos 0 sen (m —0) —cos (m —6)

g

Por outro lado, pela Proposigao 5.21,

| cos (m+0) sen (m+0)

- [sen (7 +0) —cos (7r+9>] '

cos 0 —sen 0 —-10| | —cos O —sen 0
sen 6 cos 0 0 1| |—senf cosb

Myoqg = [

Portanto neste caso, as aplicagoes go f e f o g sao distintas.

Para ver o que representa a composicao de aplicagoes, consulte no apéndice: “Com-
posicdo de Aplicacdes e Matrizes Elementares”

5.7 Aplicacoes Lineares Invertiveis

Vejamos o que acontece as aplicacoes lineares que sao invertiveis.

Definicao 5.23 Sejam A, B conjuntos e f : A — B uma aplicacdo. Dizemos que [ €
invertivel se existir uma aplicagio g: B — A tal que

fog=idp ; go f=ida
em que
idg: B— B , idg: A— A
T T
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Observacao
1. f: A— B é uma aplicacao invertivel se, e s6 se, f é bijectiva.

2. Se f é invertivel entdao a aplicacao ¢ tal que go f = id, f o g = id é tnica. Esta
aplicacdo chama-se inversa de f e denota-se por f~ .

3.5 f: A — B é injectiva, entao f : A — Im [ é bijectiva, pelo que existe
f~t: Im f— A.

Proposicao 5.24 Se f: R"™ — R™ € uma aplicacdo linear injectiva, entdo
Y. Im f —R"
€ uma aplicacao linear.

Demonstracao Atendendo a observagao, f : R" — I'm f é uma aplicacao linear bijectiva.
Entao existe a aplicagao
7t Imf—R"

flx)=y—=

Vejamos que f~! é linear.
Sejam y1, yo € Im f, entao se a1 e as € R,

FUf N oayr + aoy)) = fo fH (auyr + aaye) = aryr + asyo

Flanf ™M) + a2 fHyo)) - ar(fo f7H ) + aa(fo [ (1)) = a1y + azye
f linear
Consequentemente,
FUHaayr + azya)) = flaaf " y) + aof ™ (y2))-
Como f é injectiva,
FH ey + agye) = ar fH 1) + azf T (y2),

ou seja, f~1 é linear. O

Teorema 5.25 Seja f: R" — R" uma aplicagao linear. Se a matriz candonica, My, de f

€ invertivel entdo
1. f € invertivel.

2. a matriz candnica de f~1 ¢é My, isto é My = M]fl.
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Demonstragao

1. Se My ¢ invertivel entao, pela Observacao que estd a seguir a Proposicao 5.16, f é
injectiva e sobrejectiva. Entao, f é invertivel.

2. Porque fo f~' = idgn e a matriz canénica de idrn é I,,, temos que
MyM¢ = Myop1 = I.

Consequentemente, M1 = Mf_l. O

Exemplo 5.26 Seja f: R? — R? a rotacdo em torno da origem, sequndo o dngulo de
amplitude 6. a matriz canonica de f €

cos 0 —sen 60
Ry = [36719 cos 0 }

Porque det Ry = cos?0 + sen?0 = 1 # 0, entdo Ry € invertivel. Pelo Teorema 5.25, f é
invertivel e a matriz candnica de f~ é

pl_ | cos 0 sen@| |cos (2m—0) —sen (2m —0)
0 7 | —sen 6 cos 0|  |sen (2r —0) cos (27 —0)

Ou seja, f~1 ¢ a rotagdo em torno da origem, sequndo o angulo de amplitude (2w — 6).
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Capitulo 6

BASES

Dado um subespaco W =< vy,...,vp > de R", se o conjunto S = {vy,...,v;} é linear-
mente dependente, existe, pelo menos, um vector de S que é combinacao linear dos outros
vectores (Proposigao 3.17). Suponhamos, sem perda de generalidade, que v; é combinagao
linear de vo, ..., v, isto é,

V] = a9V + ...+ apvk, com as,...,ar € R.

Seja u um vector de W, entao

u = bjvy + bovo + ... + brvg, com by,by, ..., b € R.
Mas entao,
u = by(agua + ... + agvg) + bave + ... + bvg
= (byag + ba)va + ... + (brax + bi)vg
isto é, u €< vg,...,v >. Portanto,
W C<wy,...,vp > .
Facilmente se vé que < va, ..., vy >C W =< vy,...,v; >. Ou seja,

W =<wsg,...,vp >.

Podemos repetir este processo até termos um conjunto de vectores que gera W e é

linearmente independente.

6.1 Definicao e Exemplos de Bases

Comecemos pela definicao de base.
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Definigao 6.1 Um conjunto de vectores de um subespaco W de R™ é uma base de W se
verifica as duas condi¢des sequintes:

1. E linearmente independente.

2. Gera W.

Exemplo 6.2 1. Ja vimos que R™ =< ej,eq,...,e, > em que €1,e2,...,€, SA40 0S Vec-
tores candnicos de R™. Como o conjunto formado por estes vectores € linearmente
independente, entdo

{61,62,. . .,en}

€ uma base de R™, chamada base canénica de R".
2. Sendo W =< (1,2,2),(0,1,1),(2,4,4) >, porque
(2,4,4) =2(1,2,2)

entao
W =<(1,2,2),(0,1,1) > .

Estes dois vectores que geram W sao linearmente independentes, pois se

a1(1,2,2) + a2(0,1,1) = (0,0,0)

entao
(041, 201 + a9, 201 + 042) = (0, 0, 0).
Donde,
a1 =0 e 2c01 + a9 = 0.
Portanto,
ar =0 e oo = 0.

Entao, o conjunto formado por estes dois vectores é uma base de W.

3. O conjunto
{(17 17 1)7 (0? 1? 1)’ (07 07 1)}

¢ uma base de R3 porque se

a1(17 17 1) + 042(0, 17 1) + 043(0,0, 1) = (O> an)

entao
(0,01 + o, 00 + o + a3) = (0,0,0).
Donde,
a; =0, a1 +ag =0, o]+ ag+ag=0.
Portanto,
a1:0, OQZO, Oé3=0.
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Ou seja, o conjunto formado pelos 3 vectores € linearmente independente.

Vejamos que também gera R3. Seja (x,y,z) € R3. Mostremos que existem escalares

a1, az, asz € R tais que
a1(1,1,1) + a9(0,1,1) + @3(0,0,1) = (z,y, 2).
Mas isto implica que
(a1, 00 + ag, a1 + ag + az) = (z,y, 2).

Donde,
ap =z, a1 +ag =y, a1+ o+ o3 = 2.

Portanto,
a) =z, ay =y —uz, a3 =2z —y.

Ou seja, qualquer vector de R? pode escrever-se como combinagio linear destes 3
vectores. Logo, o conjunto formado pelos 3 vectores é uwma base de R>.

. O conjunto
{(1,1,1),(0,1,1),(1,0,0)}

nao € uma base de R® porque se

061(1, 17 1) + 042(0, 17 1) + 063(1,0, O) = (07 07 0)

entao
(o1 + a3, a1 + ag, o1 + az) = (0,0,0).
Donde,
ar +a3 =0 e a1 +ag = 0.
Portanto,
a3 = —Qq (& a9 = —Q1.

Ou seja, o conjunto formado pelos 3 vectores € linearmente dependente.

. O conjunto
{(17 17 1)7 (07 17 1)}

ndo é uma base de R® porque (0,2,0) € R® e vejamos que ndo existem escalares
a1, as € R tais que

a1(1,1,1) + a2(0,1,1) = (0,2,0).
Isto implica que

(1,01 + ag, 01 + a2) = (0,2,0).
Donde,

a1 =0, a1+ ag = 2, a1+ ag = 0.

Portanto, um sistema impossivel. Ou seja, o vector (0,2,0) de R? ndo se escreve como
combinacao linear destes 2 wvectores. Logo, o conjunto formado pelos 2 wvectores nao

gera R3.
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Convencao 6.3 No caso de W =< Opn >, convenciona-se que a sua base € o conjunto
vazio, 0.

6.2 Dimensao de um Subespaco

Uma pergunta pode colocar-se; “Serd possivel arranjarmos duas bases de um mesmo
subespaco vectorial com um nimero diferente de vectores?” O seguinte teorema responde a

esta pergunta.
Teorema 6.4 Todas as bases de um subespaco de R"™ tém o mesmo numero de vectores.

Demonstragao Seja W um subespaco de R™.

Se W =< Ogn >= {Orn} entdo, por convencao, a tnica base é o ().

Suponhamos que W # {Ogn} e que By = {v1,v9,..., vt} € By = {s1,52,...,8n} sdo
duas bases de W. Suponhamos, sem perda de generalidade, que k > m.

Como Bs gera W, cada vector de By escreve-se como combinagao linear dos vectores de
Bs. Isto é,

V1 = 1181 + a12S59 + ...+ A1mSm

Vo = Q2181 + a2282 + ...+ a2 Sm

Vp = k181 + ag2s2 + ...+ QpmSm

Se considerarmos o sistema homogéneo

ailp azr ... gl Il 0
a2 agy ... Ao i) 0
Alm A2m - -« Alm, Tk 0

como m < k, o sistema é possivel e indeterminado (Corolario 1.21), ou seja, existem escalares

c1,¢Co,...,CE, nao todos nulos, tais que
ciail +coao1 + ... +crapr =0
ciaio + a9 + ...+ crape =0
'clalm + coaom + ... + cpapm, = 0.
Mas entao,
c1v1 + ...+ CpvE = 61(a1181 +aig8s + ...+ almsm) +...+ Ck(ak181 “+ agoSo + ...+ akmsm)

= (cra11 + c2a21 + ... + ckag1)s1 + - .. + (cra1m + 202m + - . . + CkAkm ) Sm
= 0.

108



O que significa que os vectores v, va, ..., sao linearmente dependentes. Impossivel pois
By é uma base de W. Logo, k < m. Fazendo o mesmo raciocinio mas trocando os papéis

de By e By obtemos que k = m. O

Definigao 6.5 Se W ¢ um subespaco de R™, chamamos dimensao de W e denotamos por
dim W,

ao numero de vectores de qualquer sua base.

Exemplo 6.6 1. Se W = {Ogn} entdo dim W = 0.
2. Uma recta de R™ que passa pela origem tem dimensao 1.
3. Um plano de R™ que passa pela origem tem dimensdo 2.
4. R™ tem dimensao n.

5. O subespago W =< (1,2,2),(0,1,1),(2,4,4) > do Exemplo 6.2.2, tem como sua base
o conjunto
{(1,2,2),(0,1,1)},

pelo que
dim W = 2.

6.3 Alguns Resultados sobre Bases

Nesta seccao iremos ver a importancia de determinarmos uma base de um subespaco.

Teorema 6.7 Se S = {vy,...,v;} € uma base do subespago W de R™, entdo qualquer vector

u de W escreve-se de forma iunica como combinagao linear dos vectores de S.

Demonstragcao como W =< vy,...,v; >, se u € W, entao existem escalares a1, as, ..., ap
tais que
U = 11 + QU2 + ...+ QpVk.

Suponhamos que u se escreve de outra forma como combinagao linear dos vectores vy, v, . .., Uk,

isto é, existem escalares 31, 32, ..., O tais que
u = [1v1 + Bovg + ... + Brug.
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Entao,
0=u—u= (a1 —F1)v1+ (g — Bo)va + ...+ (g — Bk)vk-

Porque S é linearmente independente,

ar—p1 =0, a—=P2=0, ..., ap — =0
ou seja,
ay =1, ag =2, ..., ag = b
E a forma de escrever u como combinacao linear de v1, ..., v, é Unica. O

Ja vimos que se W é um subespago de R" e se S é um conjunto de vectores de W que
o gera, entao conseguimos encontrar uma base de W que é um subconjunto de S. Vejamos
agora como construir uma base de W, que contenha um subconjunto de vectores de W
linearmente independentes.

Teorema 6.8 Um conjunto de R™ com mais do que n vectores € linearmente dependente.

Demonstragao Seja S = {vy,...,v,} um conjunto de R™ com m > n vectores. Consider-
emos a matriz A cujas colunas sdo os vectores vy, ..., Uy. Porque

r(A) < min{m,n} = n # m,

entao S ¢ linearmente dependente. O

Teorema 6.9 Sejam W um subespaco de R™ de dimensao k e S um conjunto de vectores
linearmente independentes, contido em W. Entdo, eriste uma base de W que contém os
vectores de S.

Demonstracao Se
S ={vi,...,v}

nao é uma base de W, entao existe s; € W que nao se escreve como combinacao linear dos
vectores de S. Mas entao, o conjunto

T ={v1,...,vr,51}

¢é linearmente independente. Se T} nao é uma base de W, repetimos o processo anterior.
Este processo tem fim porque dimR™ = n, ou seja, um conjunto com n vectores linear-
mente independente tem que gerar R"™ (Teorema 6.8) e portanto qualquer vector de W, sendo
vector de R™, escreve-se como combinacao linear destes n vectores. Entao, conseguimos en-
contrar uma base de W, nas condicoes do enunciado. O

Observagao

1. Qualquer subespaco de R"™ tem uma base e a sua dimensao é menor ou igual a n.
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2. Qualquer conjunto linearmente independente com n vectores de R™ é uma sua base.

3. Qualquer conjunto com n vectores que gere R é uma sua base.

Exemplo 6.10 1. Sendo S = {(1,1,1),(—2,-2,3)} um conjunto de wvectores linear-
mente independente de R, determinemos uma base de R3 que contenha os vectores
de S.

Sabemos que dimR3 = 3, portanto teremos de encontrar um vector de R®, que junto
com os vectores de S forme um conjunto de vectores linearmente independente.

Se este vector for o vector (a,b,c), queremos determinar a,b,c por forma a que S’ =
{(1,1,1),(-2,-2,3),(a,b,c)} seja linearmente independente, ou seja, que o sistema

1 -2a T 0
1-20 y|l =10
1 3 ¢ z 0

seja possivel e determinado. Porque

1 —-2a 1 -2 a 1 -2 a 1 -2 a
1-25b _> 00 b—ua — 00b—al|l. . |05 c—a
2= (l2=l) b= Us=0) g5 o g| =B 1o g poy

13 13

a matriz simples do sistema tem caracteristica 3 (que € o numero de incognitas) se
b—a # 0. Isto verifica-se por exemplo, se a =0, b=1, ¢ =0. Neste caso,

S = {(17 L, 1)7 (_27 -2, 3)7 (07 1, 0)}
¢ uma base de R3 que contém os vectores de S.

2. Seja
W= {(z,y,2,w) €R*: z4+y+w=0}

um subconjunto de R*.

Porque W € o conjunto-solucdo do sistema homogéneo x +y + z =0, entao W € um
subespaco de R* e

W =<(1,-1,0,0),(0,0,1,0),(0,—1,0,1) > .
Vejamos como conseguimos obter uma base de W que contenha os vectores do conjunto

S ={(3,0,0,-3), (1, -2,5,1)}.

Ora uma base de W € o conjunto T = {(1,-1,0,0),(0,0,1,0), (0,—1,0,1)}. Portanto,
dimW = 3. Os elementos de S pertencem a W. Atendendo ao Teotema 6.4, uma
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base de W tem 3 elementos. Vejamos um vector de T que ndo pertenca a < S >. Por
exemplo o vector (0,0,1,0). Ora

3 10 310 310
0 -20 — 0-20 — 0-20
2 51| l4— (l4 + ll) 2 5 1| 1ly— (l4 — l2) 2 51
-3 10 020 000

Daqui, facilmente se conclui que a caracteristica desta matriz €3, pelo que os 3 vectores
sao linearmente independentes. Assim, o conjunto

R = {(3’0707 _3)7 (]-7 _2a 5a ]-)7 (0,0, 1a 0)}

€ uma base de W nas condicoes.

Até aqui estuddmos s6 subespagos de R™. Mas pode acontecer que W e V' sejam dois
subespacos de R™ e que V C W. Nestas condicoes dizemos que V' é subespaco de V.

Teorema 6.11 Secjam W e V dois subespacos de R™, sendo V C W. Entdo:
1. 0<dimV <dimW <n.

2. dimV =dimW se, e s6 se, V=W.

Demonstracao

1. Seja B uma base de V. Entao B é um conjunto linearmente independente de W. Pelo
Teorema anterior, existe uma base de W, que contém os vectores de B. Pela definicao
de dimensao,

0<dimV <dimW <n.

2. Se dimV = dim W, entao sendo B uma base de V', como B é um conjunto linearmente
independente de W, podemos afirmar que existe uma base de W, By, que contém os
vectores de B.

Mas dim W = dim V =numero de vectores de B e dim W =ntmero de vectores de Bj.
Entao,
By = B.
Porque V. =<B>e W =< By >, entao W = V.
Se V. =W ¢ evidente que dimV = dim W. O

O teorema que vamos abordar é conhecido como Teorema das dimensoes. Ele relaciona
as dimensoes do nicleo e da imagem de uma aplicacao linear f, com a dimensao do conjunto

de partida da aplicagao f.
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Teorema 6.12 Seja f: R™ — R uma aplica¢do linear. Entao,
dim Nuc f +dimIm f =n.
Demonstracao Porque Nuc f é um subespaco de R",
dim Nuc f < n.

Como R" =< eq,e9,...,e, > em que e1,e€s,...,€e, S40 0s vectores candnicos de R", entao
(Proposicao 5.19) I'm f =< f(e1), f(e2),..., f(en) >. Donde,

dimIm f <n.

1° caso) Se f =0, entdao Nuc f =R™ e Im f = {Ogm }. Pelo que o Teorema se verifica.

2° caso) Suponhamos que f # 0. Seja B = {vi,...,v;} uma base de Nuc f e seja
By = {vi,...,vj,...,v,} uma base de R” que contem os vectores de B. Porque f # 0,
B1\ B # (). Atendendo & Proposicao 5.19,

FRY) = Im f =< f(01), s F(0)s - Flon) >
Como f(v;) = Orm se v; € B, entao
Im f =< f(vj-i-l)v--.af(vn) >

Vejamos que estes vectores sao linearmente independentes.
Se existissem escalares a;y1, ..., ay,, nao todos nulos, tais que

aj+1f(vj+1) + ..+ anf(vn) = Orm,
porque f é aplicacao linear,
flajt1vj41 + ... + apvyp) = Opm.
Mas isto significava que
j41Vj41 + ...+ apvy, € Nuc f=<wvi,...,v; >.
Entao, existiriam escalares b1, ...,b; tais que

Aj+1Vj4+1 + ..o+ ApUp = biv1 +...+ bj’l)j.

Donde,

biv1 +... + ijj + (_aj+1)vj+1 —+ ...+ (—an)vn = Opn,
com algum dos aji1,...,a, ndo nulo. Mas isto é impossivel pois {vi,...,vj,...,v,} é
uma base de R", logo linearmente independente. Assim, {f(vj11),..., f(vs)} é linearmente

independente e portanto uma base de I'm f. Consequentemente,
dimIm f=n—j.
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Porque dim Nuc f = j, temos que
dim Nuc f +dimIm f =n.
O

Vejamos agora um processo mais comodo para determinar uma base a partir de um
conjunto de geradores de um subespaco de R".
Dado um conjunto S = {vy,...,v;} de geradores do subespaco W de R",

o Construamos a matriz A cujas colunas sao os vectores de S.
o Reduzamos a matriz A a uma sua forma de escada A’.
o Fixemos em A as colunas que correspondem as colunas de A’ com pivots.

o Construamos com cada uma dessas colunas de A, o correspondente vector de R".

Estes vectores formam uma base de W.

Observagao E facil ver que qualquer coluna de A’ é combinacao linear das colunas de
pivots de A’.

Prova-se que, uma coluna de A’ é combinacao linear das colunas de pivots de A’ se, e s6
se, a correspondente coluna de A é combinacao linear das colunas de A que correspondem
as colunas de pivots de A’.

Usando estes dois argumentos, temos a justificagdo da tltima afirmagao do processo para
determinar uma base de W.

Exemplo 6.13 Seja W =< vy, v9, v3,v4,v5 > 0 subespaco de R* tal que
V1 = (17 _27073)7 V2 = (27 _57 _3a6)7 U3 = (07 17370)7
vy =(2,—-1,4,-7), vs = (5,-8,1,2).

Entao,
1 202 5 12025
A— -2 -51-1-8 — 0-11 3 2 —
10 =334 1 |lh—(a+20) |0-334 1] 14— (I4—30L)
3 6 0-7 2 3 0-72
TTrorT
V1 V2 V3 V4 Vs
1 20 2 5) 1 20 2 9 1202 5
0-11 3 2 — 0-11 3 2 — 0-11 3 2
0-33 4 1 |l3—(3—3L) |000 -5 —5|l— (-2 |000-5-5
00 0-13-13 0 0 0-13-13 0000 O

em A, as colunas de pivots sao a primeira, a sequnda e a quarta. Estas colunas correspon-

dem aos vectores (em A) vi,v9,v4, entdo

W =< v1,v9,v4 > e {v1,v9,v4} € uma base de W.
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6.4 Coordenadas em Relacao a uma Base

Sabemos escrever um vector de R” como combinacao linear dos vectores canénicos de R™.
Nesta seccao veremos que os coeficientes desta combinagao linear sao distintos se mudarmos
0s vectores candnicos para outros vectores que formem uma base de R"™.

Definicao 6.14 Seja B = {v1,v2,...,v;} uma base ordenada (isto é, a ordem dos vectores
em B € fixa) do subespaco W de R™. Se a tunica forma de escrever u € W, como combina¢ao
linear dos vectores de B €

U= a1v1 + agUe + ...+ apVk,

dizemos que as coordenadas de u na base B sdo
a1,02, ..., 0k

ou que,

(al,a2, ey ak)

€ 0 k—uplo de coordenadas de u na base B. Quando nao houver lugar a confusao, diremos
simplesmente coordenadas de u na base B.

Observacao Normalmente escrevemos
x = (r1,22,...,Tp)
para designar um vector de R™. Como {ej,es,...,e,} é a base candnica de R" e
(x1,x2,...,Tp) = xT1€1 + To€2 + ... + Tpen,
entdao (x1, e, ...,x,) sdo as coordenadas de x na base canénica de R™.

Se nada for dito, sempre que nos derem um vector (x1,xa, ..., x,) de R", suporemos que
sao as coordenadas do vector na base candnica de R".

Exemplo 6.15 Seja W =< (1,2,0),(0,1,2) > um subespaco de R3. Facilmente se vé que
B=1{(1,2,0),(0,1,2)}

é uma base de W (o conjunto B € linearmente independente e gera W).
Vejamos se uw = (2,0, —8) € um vector de W e, se for, quais as suas coordenadas na base

B.

O que pretendemos é encontrar, se existirem, escalares a1 e as tais que

U = (2707 _8) = (11(1,2,0) + (12(0, 1a 2) = (&1,2(11 + (12,2(12)-

115



Donde,
a; =2
2a1 + a2 =0
209 = —8

ou seja, a1 = 2, as = —4. Portanto,
(27 _4)

€ 0 2—uplo de coordenadas de u na base B.

Observagao Se no exemplo anterior pedissem as coordenadas de u na base {(0, 1,2), (1,2,0)}
(repare que esta base tem os vectores de B trocados) de W, seria o 2—uplo

(—4,2).

ATENCAO: E muito importante a ordenacao da base.

6.5 Matriz de uma Aplicagao Linear

Na secgao 5.3 aprendemos a construir a matriz canénica de uma aplicacao linear. Aqui
veremos que a matriz canénica nao é mais do que a matriz da aplicacao linear relativamente

as bases canonicas.

Definigao 6.16 Seja f: R™ — R™ wuma aplicagdo linear e sejam B = {v1,...,v,} uma
base de R™ e B = {v},...,v],} uma base de R™. Chamamos matriz de f em relagao as
bases B e B, e denotamo-la por

M(f;B,B),

a matriz A = [a;j] de tipo m X n, cuja i—ésima coluna é o m—uplo de coordenadas de f(v;)
na base B', i =1,...,n. Portanto,

fv) = a1v] + ... + amivl,.

Exemplo 6.17 1. Seja

f: R? — R?

uma aplicagdo linear e sejam B = {(2,1), (0,3)} uma base de R? e B' = {(1,1,1),(0,1,0),(0,0,1)}
uma base de R3. Construamos a M (f;B,B').
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Ora

£(2,1) = (4,3,—1) = 4(1,1,1) — 1(0,1,0) — 5(0,0, 1)
£(0,3) = (6,9,3) = 6(1,1,1) + 3(0,1,0) — 3(0,0, 1)

Assim,
4 6
M(f;B,B)=|-1 3
-5 -3

Repare que a matriz candnica de f (matriz de f em relacdo & base candnica de R? e
a base candnica de R?) é

1 2
My=10 3
—-11
POLS
f(l,O) = (1707_1)
e

£(0,1) = (2,3,1).

. Considere a aplicagdo linear
idge : R? — R2

(z,y) — (2,y)

e sejam B = {(2,1),(0,3)} uma base de R? e By a base candnica de R?. Entdo,

M{(idgs; B, By) — [2 0]

13
POLS
idg2(2,1) = (2,1) = 2(1,0) + 1(0, 1)
e
idg2(0,3) = (0,3) = 0(1,0) + 3(0, 1),
e
10
M (idg2; By, B) = [ ! 1}
"6 3
pois
. 1 1
’LdRQ(LO) = (170) = 5(27 1) - 6(073>
e

idg2(0,1) = (0,1) = 0(2,1) + %(0, 3).
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6.6 Matriz Mudanca de Base

Sejam f: R"™ — R™ uma aplicacao linear, B e By bases de R" e B’ uma base de R™.
Duas perguntas se podem colocar:

e Qual a relacdo entre M (idgn; B, B1) e M (idgn; By, B)?
e Qual a relacao entre M(f;B,B') e Ms?

Sao estas duas perguntas que iremos estudar a seguir.

Sejam f : R"™ — R™ uma aplicagao linear, B = {v1,...,v,} uma base de R" e
B = {v],...,v),} uma base de R™. Sendo u um vector de R™, vejamos como calcular f(u)
usando M (f;B,B') = [aij].

Seja (b1, ...b,) o n—uplo de coordenadas de u na base B (base de R"™). Entao,

u=bivy + ...+ by,
Atendendo a Definicao 6.16

f(vl) = allvi + ...+ amlv;n

flon) = aipv] + ... + amntl,.
Entao, usando a linearidade de f temos que

flu) = f(byvr + ...+ bpoy)
- blf(vl) +...+ bnf(vn)
= bl(anvll + ...+ amlv;n) + ...+ bn(alnvll + ...+ amnv,'n)

= (b1a11 + ... + bpan)v] + ... + (b1am1 + - - - + bp@mn) v,

ou seja, as coordenadas de f(u) na base B’ sao

(a1y... )
em que
a7 ail ... Ain bl bl
=1 : L | =M(f;B,8B) |
Am ml -«. Gmn by, bn
O que acabamos de demonstrar foi o resultado seguinte:
Proposicao 6.18 Sejam f: R™ — R™ uma aplicagdo linear, B = {v1,...,v,} uma base
de R" e B = {v],...,v),} uma base de R™. Se (by,...,by) for o n—uplo de coordenadas
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de um vector u de R™, na base B, entao o m—uplo de coordenadas de f(u) na base B’ é
(a1y..., Q) tal que
by ay
M(f;B,B) | & | =

by, Qo

Exemplo 6.19 Seja f: R? — R? a aplicacio linear que tem como matriz relativamente
as bases B={(1,1),(0,1)} de R? e B' = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} de R3,

12
M(f;B,B)= (10
11

Determinemos f(2,—1).
Como nada dissemos, supomos que (2,—1) sdo as coordenadas do vector de R? na sua
base canonica.

Porque
(2,—1) =2(1,1) — 3(0,1),
entao
(23 _3)
s@o as coordenadas de (2,—1) na base B.
Ora, usando a Proposi¢ao 6.18,
—4
N2
M(f;B,B) [ } = 2
-3
-1
Donde,
(—4,2,-1)

sao as coordenadas de f(2,—1) na base B'. Assim,

F(2,-1) = —4(1,1,1) +2(0,1,1) — 1(0,0,1) = (—4, -2, —3).

Definicao 6.20 Sejam B e Biduas bases de R™. Chamamos matriz de mudancga de base
(B,B1) a matriz
M(Zan, B, Bl)

Da proposicao anterior concluimos que:
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Corolério 6.21 Sejam B e By duas bases de R™. Se (by,...,by) for o o n—uplo de coorde-
nadas de um vector u de R™, na base B, entao o n—uplo de coordenadas de u na base By €
(a1,y...,ap) tal que
by aq
M(ian;B, Bl) =

by, ap,

Observagao Usando as hipéteses do Corolario 6.21, temos que

b1 a1 by by
M(ian;Bl,B)M(ian;B, 81) = M(ian;Bl,B) = =1, | :
bn, an, bn, by,
Porque esta igualdade se obtém qualquer que seja (b, ..., b,), entao,

M (idgn; By, B)M (idgn; B, By) = I,.

Pelo Lema 4.23,
M (idgn; By, B) = M (idgn; B, B1) ™ .

Estamos agora em condigoes de responder a pergunta sobre a relacao que existe entre
as matrizes da mesma aplicacao linear, mas relativamente a bases distintas.

Teorema 6.22 Sejam f: R™ — R™ uma aplicacio linear, B e Bi duas bases de R™ e B’
e B} duas bases de R™. Entao,

M(f; By, By) = M{(idgn; B, B)M(f; B, B')M(idg»; Br, B).

Demonstragao Queremos mostrar que
M(f; B, By) = M (idgm; B', By)M(f; B, B )M (idgn; By, B) (%)

ou seja, que a matriz da aplicacao linear f: R™ — R"™ relativamente as bases B; de R" e
B de R™ e a matriz da mesma aplicagao linear f mas relativamente as bases B de R" e B’
de R™ se relacionam.

Construamos o diagrama destas aplicacoes da seguinta forma:

No topo do diagrama colocamos a aplicacdo f : R™ — R™ e mencionamos que é
relativamente as bases By de R™ e B} de R™ (bases da matriz que surge do lado esquerdo
da igualdade (x)). Isto é,

120



R™ , R™
/

Bl }—» Bl

Na parte final do diagrama colocamos a mesma aplicacao do topo do diagrama mas
relativamente as bases em que surge a matriz desta aplicagao do lado direito da igualdade
(%). Isto é,

R™ ! R™
Bl . B

B F

Do lado direito do diagrama colocamos a aplicacao identidade de R™, em que o sentido da
aplicacao é do final do diagrama para o seu topo. Do lado esquerdo do diagrama colocamos
a aplicagao identidade de R™, em que o sentido da aplicagdo é do topo do diagrama para o

R" ! , R™

By . B

seu final. Isto é,

tdpn idgm

B F

RTL > Rm
f
Seja u um vector de R™ em que (b1, ...,b,) é o n—uplo de coordenadas de u na base B e
(c1,...,¢n) é 0 n—uplo de coordenadas de u na base B;. Sejam (aq,...,am,) o m—uplo de
coordenadas de f(u) na base B e (f1,...,mn) 0 m—uplo de coordenadas de f(u) na base

B,
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Usando a Proposicao 6.18, temos que

c1 B
M(f;B,By) |+ | =]

Cn 5m

Por outro lado, usando o Corolario 6.21 e a Proposicao 6.18,

C1
M (idgm; B', B)M(f; B, B))M (idgn; B, B) | 1 | =
Cn
by
M (idgm; B, BY)M(f;B,B) | : | =
bn,
ai B
M (idgm; B, BY) | @ | =
Qm Bm
Donde o resultado. O
Exemplo 6.23 1. Determinemos a matriz da aplicacao linear

f: R —R?

em relagdo as bases By = {(1,0,0),(0,0,1),(0,1,0)} de R? e B} = {(0,1),(1,1)} de
R2, sabendo que

1 02
My = [—1 2 2] '
Vamos construir o diagrama como descrito na demonstracao do Teorema 6.22.
R3 ! . R?

Bl . B

idgs idge

be.F——"" b.c.
RS > R2

(em que b.c. designa a base candnica) temos que,
M(f; By, B)) = M (idge;b.c., B)) MM (idgs; B1, b.c.).
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Porque

-1
M (idga; b.c., B}) = M (idg2; B}, b.c.)™! = [(1) i} _ [—11 (1)]

temos que

100
e oy [-117] 102 [-202
M(f’Bl’Bl)_Lo} {—122} 8(1)(1) _{1 20}

. Determinemos a matriz da aplicacdo linear
f: R? —R?

em relagdo as bases B = {(0,1),(1,1)} de R? e a base candnica de R3, sabendo que a

matriz canonica de f €

Vamos construir o diagrama como descrito na demonstracao do Teorema 6.22.

R? f ., R3

B . bey

idRQ idR3

(em que b.c. designa a base candnica) temos que,

M(f;B,b.c.) = M(idgs; b.c.,b.c.)MsM (idg=; B, b.c.).

Porque
M (idgs; b.c.,b.c.) = I3
temos que
1 2 01 2 3
M(f;B,b.c.)=13| —50 [11]— 0-5
3 4 4
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Capitulo 7

DIAGONALIZACAO

Neste capitulo voltamos a abordar o tema dos valores e vectores préprios de uma matriz
de ordem n e veremos uma aplicacao, a geometria, destes conceitos.

7.1 Diagonalizacao de Matrizes Quadradas

Dada uma aplicacao linear f de R™ em R", usando matrizes de mudanca de base,
podemos em certas ocasioes determinar uma base de R", na qual a aplicacao linear f tenha

como sua matriz, uma matriz diagonal.

Definicao 7.1 Sejam A e B duas matrizes de ordem n. Dizemos que A é semelhante a
B, se existe uma matriz invertivel P, de ordem n, tal que

P~'AP = B.

Observacao Se A é semelhante a B, existe P invertivel tal que P~'AP = B. Mas entdo,
PBP~! = A e podemos dizer que B é semelhante a A. Muitas vezes diz-se, simplesmente
que A e B sao semelhantes.

Exemplo 7.2 As matrizes A = [_11 _31] e B = [_31 _11] sao semelhantes, porque a

matriz P = [[1) ?] é invertivel e

par )[4 [47) -o
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Teorema 7.3 Sejam A e B duas matrizes de ordem n. A e B sdo semelhantes se, e s se,
existem bases em relacdo as quais as matrizes representam a mesma aplicacdo linear.

Demonstragao Suponhamos que as duas matrizes representam a mesma aplicacao linear

f: R* — R", sendo
A= M(f;B,B) e B = M(f;B1,B1)
em que B e By sao duas bases de R". Pelo Teorema 6.22,
B = M (idgn; B, B1)AM (idgn; By, B).

Porque M (idgn; B, B1) = M (idgn; B1,B)7!, entdao A e B sdo semelhantes.
Reciprocamente, se B = P~ AP para alguma matriz P de ordem n, seja B a base de
R"™ tal que
P = M (idgn; B,b.c.)
em que b.c. é a base candnica de R"™. Pela Proposicao 5.9, seja f: R"™ — R"” a aplicagao
linear tal que My = A. Entao,

B = M (idgn; b.c., B)M;M (idgn; B, b.c.).

Pelo Teorema 6.22,
B = M(f;B,B),

ou seja, A e B representam a mesma aplicacao linear f. O

Exemplo 7.4 Usando o Exemplo 7.2, em que A = [_11 _31] e B= [_31 _1

que A é a matriz candnica de uma aplicacdo linear de R? em R?, entdo a aplicacdo linear é

1
] e supondo

f: R —R?
(z,y) = (z—y,—z+3y)
Pelo Teorema 7.3, porque A e B sdo semelhantes, existe uma base B de R?, tal que
B =M(f;B,B).

pela demonstracdo deste Teorema, a base B determina-se usando uma matriz P tal que
B =P 'AP.

Pelo Exemplo 7.2, se P = [(1] i} , entdo B = P TAP.
Pelo que, sendo P = M (idgn; B,b.c.), vem que

B = {(170)a (23 1)}

¢ a base de R? em relacdo d qual B representa a aplicacdo f.
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Proposicao 7.5 Matrizes semelhantes tém

1. 0o mesmo determinante.

2. 0 mesmo polinémio caracteristico e portanto os mesmos valores proprios com as mes-
mas multiplicidades algébricas.

Definigao 7.6 Seja A uma matriz de ordem n. A diz-se diagonalizavel se A € semelhante
a uma matriz diagonal, isto €, se existe uma matriz P invertivel e uma matriz diagonal D
tais que

A= P 'DP.

A matriz P diz-se a matriz diagonalizante de A.

Observagao Na definicao anterior poderiamos dizer que A é diagonalizavel se existe uma
matriz P invertivel e uma matriz diagonal D tais que

PAP ' = D.

Proposicao 7.7 Sejam A uma matriz de ordem n diagonalizdvel, P uma matriz invertivel

di ... 0
eD=|: - . | uma matriz diagonal tais que P~1DP = A. Entao,
0 ...d,
1. cada d;, i ={1,...,n}, é um valor préprio de A.

2. a matriz P~' tem como suas colunas, n vectores préprios de A, linearmente indepen-
dentes, cada um deles associado,respectivamente, a di,...,d,.

Demonstracao Porque P"'DP = A entdo AP~! = P~'D. Seja C; a primeira coluna de
P~ (P~! ¢ invertivel, entdao C; ndo é uma coluna nula). Mas a primeira coluna de P~1D
é d1C1, entao,

ACy = d,Cy,

ou seja, C7 é um vector préprio de A associado ao valor préprio dy.

O mesmo acontece com as outras colunas de P~

Atendendo ao processo descrito depois do Teorema 6.12 e porque P~! é invertivel, pode-
mos afirmar que a matriz P~! tem como suas colunas, n vectores préprios de A, linearmente
independentes, cada um deles associado, respectivamente, a d1, ..., d,. O

Definigao 7.8 Seja A uma matriz de ordem n e « um valor prdéprio de A, chamamos
multiplicidade geométrica de «, e denotamos por

mg(a),
a dimensao do subespaco proprio associado ao valor proprio o, isto €,

mg(a) = dim M,,.
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Proposicao 7.9 Sejam A uma matriz de ordem n e a um valor préoprio de A. Entao,

1 <mg(a) < ma(a).

Demonstragao Suponhamos que mg(a) = s e seja {v1,...,vs} uma base de M,, temos
s > 1 pois, por defini¢do de vector préprio, M, nao é o subespaco nulo . Pelo Teorema 6.9,
existem vectores us41,...,u, de R™ tais que

B=A{v1,...,0s,Us41,-.-,Upn}

é uma base de R™. Pela Proposicao 5.9, seja f a aplicacao linear de R™ em R"™ tal que

My = A.
Porque Av; = av;, i =1,...,s, entao
f(vi) = av;,
i=1,...,s. Consequentemente, S
- 0 -
s
: o ox
B = M(f;B,B) = 0...«
0 C

Como B é semelhante a A (Teorema 7.3) e a é valor préprio de B com multiplicidade
algébrica > s, entao
ma(a) > s = mg(a).

Proposigao 7.10 Se vq,...,v; sdo vectores proprios de A associados aos valores proprios
distintos o, . .. ay, entdo o conjunto {v1,...,vx} € linearmente independente.

Demonstragao Suponhamos que S = {vy,...,v;} é linearmente dependente e seja S’ =
{vi,, ..., v} um subconjunto de S, linearmente independente, maximal. Porque S\S" # 0,
seja v; € S\S'. Entao v; é combinagao linear dos vectores de S’, ou seja, existem a;,, ..., a;

T

escalares tais que
Vj = Qi Vi + ...+ G4, 0,

Se pensarmos nos vectores como matrizes coluna, entao
AUj = A(ailvil + ...+ aiTUiT) = ailAvl-l + ...+ aiTAvir.
Donde, ajv; = ai, a,v5, + ... + a;,.04,v;,, ou seja,

0= Qi (ail — aj)vil +...+a;, (Oél'T — Oéj)’UZ'T.
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Como ay, ... a sao distintos e S’ é linearmente independente entéo a;, = ... = a;, =0 e
vj = 0. Mas isto é impossivel pois v; é vector préprio de A, logo nao nulo. O

Teorema 7.11 Seja A uma matriz de ordem n. A é diagonalizdvel se, e s6 se, a soma das
multiplicidades geométricas dos valores proprios de A € n.

Demonstragao Suponhamos que A é diagonalizdvel, entdo existe uma matriz P invertivel

tal que
A=p7'DP
di ... 0
em que D é matriz diagonal. Sendo D = | : *. ! | entdo di,...,d, sdao os valores
0 ...dy
préprios de D, logo os de A.
Sejam vy, ..., v, as colunas da matriz P~! (j4 sabemos que sio vectores préprios de A),

entao
P 'D= [dlvl dovy ... dnvn] .

De A= P~ 'DP vem que AP~™! = P71D e daqui sai que

Alvi] = [divi]
ou seja, v; € vector proprio de A associado ao valor préprio d;.
Como P! é invertivel, entdo {vi,...,v,} é uma base de R, formada por vectores
proéprios de A. Se d;,, ..., d;, sao os valores proprios distintos de A, porque

ma(d;;) > mg(d;;)

(Proposicao 7.9), entao

r

ng(dij) < Zma(dij) =n
j=1

i=1
ou seja, o conjunto formado pelos vectores de uma base de cada M,, tem no maximo n
vectores. Como B = {v1,...,v,} tem n vectores, entao

T
E mg(d;;) = n.
=1
Reciprocamente, sejam «y, . .. ap 0s valores proprios de A e seja

Bi = {Uil,...,viw}

uma base do subespaco préprio M,,, + = 1,...,k. Consideremos o conjunto B formado
pelos vectores de cada B;, i =1,..., k.
Se B fosse linearmente dependente, existiriam escalares, ai1,...,@1p0 .., Qk1s- .- Qkry,

nao todos nulos, tais que

0=anvi1+...+a1rVir, +...+ap10%1 + ...+ Alry, Vkry, -
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Sendo

li = ainvil + ...+ Qir; Vir;

entao ¢; pertence a M,,. Donde,

0=t +...+ 1.

Os vectores t1, ..., pertencem a subespagos préprios distintos, entao, pela Proposigao
7.10,t; = 0,...,tx = 0. Mas entao,

O=t;=aqvi+...+ Qir; Vir;

e porque B; é uma base de M,,, a;1 = ... =a;;, =0, parat =1,...,k. Ou seja, temos uma
situacao impossivel. Portanto, B é linearmente independente.

Porque Zle mg(a;) = n, entdo B tem n vectores. Consequentemente, B é uma base de
R™.

Se P! = [Ull Cee ULpy c ot Ukl "’Ukrk]7 entao
AP =[aqviy -+ oquipy, o0 QgL - QU |
a1 ... 0
= Pi1 .
0 . O
ap ... 0
Donde, A= P 'DPcom D= | : .. : [. ]
0 ... a
00 -2
Exemplo 7.12 Vejamos se A= |12 1 é diagonalizdvel e se for, determinemos uma
10 3

matriz diagonalizante.

Calculemos os valores proprios de A:

A0 2
det(Mz—A)= | -1 A-2 -1 | =
~1 0 A-3

=AXA=2)A=3)+20—-2)=(A—=2)(A\2 =31 +2) = (A—2)2(\ - 1).

Entdao 2 e 1 sdo os valores proprios de A e
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Vejamos os subespacos proprios. Por definicao,

T 0
My =X (z,y,2) eR3: (23— A) |y | = |0
z 0

2 0 2 — 202

—-10 -1 l3—>(l3+%l1) 000

My = {(z,y,2) €ER3 : 2 = —2} = ((—1,0,1),(0,1,0)).

Como {(—1,0,1),(0,1,0)} € linearmente independente, pois

-10
r (| 01]) =2,
10

entao {(—1,0,1),(0,1,0)} € uma base de Ms.

T 0

My =X (z,y,2) eR3: (I3—A) |y | = |0
z 0

1 0 2 — 1 0 2

I3 — A = —1 —]. —1 l2—>(lg+l1) O —1 ].

-1 0 -2 l3~>(l3+l1) 000

My ={(z,y,2) ER3: 2= -2z, y=2z}=(-2,1,1)).
Como (—2,1,1) # (0,0,0) entao é linearmente independente, logo {(—2,1,1)} € uma base
de My. Entio, mg(2) =2, mg(1l) = 1. Assim,
mg(2) + mg(l) = 3 = ordem A

e A ¢é diagonalizdvel (Teorema 7.11). Sendo

p-1_ _01 [1) _12 (matriz formada pelos vectores
- 10 1 das bases de My e My em colunas)

entdo, P diagonaliza A.

Observacao No exemplo anterior,
200

PAP '=1020
001

A matriz produto é esta porque a primeira coluna da matriz P~! é um vector da base de
M3 (associado ao valor préprio 2). Logo, a posicao (1,1) da matriz PAP~! é 2. A segunda

131



coluna da matriz P~ é um vector da base de Ms (associado ao valor préprio 2). Logo, a
posi¢do (2,2) da matriz PAP~! é 2. A terceira coluna da matriz P~! é um vector da base
de M; (associado ao valor préprio 1). Logo, a posicao (3,3) da matriz PAP™! é 1.

-1-20
Se tivessemos escolhido a matriz @ ' = | 0 1 1| entdo a primeira coluna da matriz
1 10

Q™! é um vector da base de M (associado ao valor préprio 2). Logo, a posicio (1,1) da
matriz QAQ ! é 2. A segunda coluna da matriz Q! é um vector da base de M (associado
ao valor préprio 1). Logo, a posicio (2,2) da matriz QAQ ™! é 1. A terceira coluna da
matriz Q! é um vector da base de My (associado ao valor préprio 2). Logo, a posicio (3, 3)
da matriz QAQ ™! é 2. Portanto,

200

QAQ =010
002

7.2 Classificagao de Cénicas de R?

Nesta seccao vamos ver uma aplicacao da diagonalizacao de matrizes.

7.2.1 Formas Quadraticas de R?

Além da definicdo de forma quadratica vamos aprender a diagonalizé-las.

Definicao 7.13 Chama-se forma quadratica de R? a toda a aplicacdo do tipo

Q: R —R
(z,y) — Ax? + By + Cy?.

Dizemos que Q@ ¢ uma forma quadratica diagonal se

Qz,y) = Az? + C’yQ.

Observagao Q(z,y) pode ser escrita na forma matricial da seguinte forma

Qz,y) = [z y] [g 2] m '

B

43
/5 C 7 . . 7 . . N

Repare que ) é forma quadratica diagonal se, e s6 se, a matriz associada a forma

A matriz M = [ ] é a matriz associada a forma quadratica Q.

quadratica @ for diagonal.
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Observagao Repare que se M é uma matriz associada a uma forma quadratica entao M
é uma matriz simétrica.

Exemplo 7.14 Sendo

Q: R —R
(z,y) — 2 + 3zy — y?

entdo a matriz associada a forma quadrdtica @ €

1 3
M = 2.
FR
Vejamos como se diagonaliza uma forma quadratica ) cuja matriz associada é
A B
M = 2 1.
¢l

-Em primeiro lugar calculemos os valores préprios de M.
Eles sao obtidos através do polinémio caracteristico de M que é,

N B _
) = |1 TR =000 -5 -
= N2 — (A+C)A+ (AC - BY).
Entao, par(A) =0 se

/\_A+Ci\/(A+C)2—4AC+BQ A4+ C+\/(A-C)?+ B?
B 2 B 2 '

Porque (A — C)? + B2 > 0, quaisquer que sejam A, B e C reais, entdo os valores préprios
de M sao numeros reais.

1°Caso Se (A — C)? + B? =0, entdao A = C, B = 0. Pelo que M ¢ diagonal.

2°Caso Se (A—C)?+B?% > 0, entdo M tem 2 valores préprios \; e g, distintos. Porque
a dimensao de qualquer subespago préprio de M é maior ou igual a 1, pelo Teorema 7.11,
M ¢é diagonalizavel.

-Agora determinemos uma matriz diagonalizante de M, no 2° caso:

Sendo A1 # A2, os dois valores préprios de M e se

My, = <($17y1)>7 My, = <(x2,y2))

consideremos os vectores

/ /Y ] Y1
(2}, 97) = de M,,, com norma 1
. <x/w%+y%’ %v%w%) v

L2 = ) de M,,, com norma 1.

(x5, y5) =
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Usando a Proposicio 7.10, B = {(2},4}), (zh,95)} é uma base de R? formada por

vectores préprios de M, com norma 1.
/ /

Sendo S~! = [:;,1 f/? ], entao S diagonaliza M.
1 Y2

Repare que S™' = M (idg2;B,b.c.), pelo que S~! pode ser considerada a matriz de
mudanca da base B para a base b.c. (transforma cada vector escrito na base I3, para a base

candnica).
-A matriz S~! anterior é tal que (S71)7S~! = L.
Demonstracao
2 2
(51751 = {w’l y’l] [w’l 95’2] _ [ ™+ Y fv’lfv’2+yiyé]
= rool A W ’od 12 12
Ty Ya | LY1 Y2 1%y + Y1Y TyT + Yo
1 = (M1 =
R R % Yo " Ya
ZC/ /
=[] (M) =X (2w ] |7
Yo
Temos que,

(A= Xo) [ ] [zz] _0.

Mas A1 # A2, pelo que, zjah + yivh = [ @] v ] [3; ] = 0. Por outro lado, os vectores de B
tém norma 1, ou seja,

2 2
1=y, m)lI* = 7t
1= ||(zh, )l = 25” + v
Portanto, (S~1)TS~1 = I, ou seja, (S~HT = S. 0

Logo,

Obtemos, assim, a forma quadratica diagonal de @ que é
Q' y) = Ma"” + Aoy
(forma quadratica na base B).

Observagao Repare que se (2/,y) sdo as coordenadas na base B de um elemento de R?
que tem coordenadas, na base canénica de R?, (), entdo

o= [ w5 aise [2] = (s [2]) s [2)

Yy
_ B‘]TM m — ey M m = Q(z,y)-

Portanto, o que fazemos é uma rotacio das rectas de R? (rotacdo dos eixos ordenados)
y=0 ((z,y) =XA(1,0), AeR), z=0 ((z,y)=X(0,1), AeR)
para as rectas

(z,y) =A@, 91), NeR, (z,y) = M=y, y3), A€R.
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Exemplo 7.15 1. Diagonalizemos a forma quadrdtica
Q(z,y) = 2zy.

. . , 01 L L
A matriz associada a Q € M = [1 0} que tem os valores proprios distintos A\ = 1,

Ao = —1. Entao

, 1o
w=[o 4]

¢ uma matriz diagonal semelhante a M (Outra matriz diagonal semelhante a M € a

-1
matriz [ 0 (1)] ). Mas M' é a matriz associada & forma quadrdtica
Q'.y') = (') = (¢)*

2. Determinemos qual a base de R?> em que a forma quadrdtica anterior é a forma
quadrdtica

I N2 N2
Q' y) = (2")" = (y)".
Para isso necessitamos de determinar os seus subespacos proprios que sao

My=((1,1)), M_1=(-11)).

Consideremos
(), 9)) = (L L ) vector de M, de norma 1

(ah,yh) = (—L i) vector de M_q de norma 1.

2' V2
Sendo
1 1
St = [‘{5 3 2] (rotagao de 6 = )
V2 V2
entao,
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7.2.2 Método para Classificar uma Cénica de R?

Depois de definir cénica de R?, podemos esquematizar o processo que nos permite
classificar as cénicas.

Definicao 7.16 Chama-se cénica de R? ao conjunto de elementos de R? que satisfazem
uma equagao cartesiana da forma

Az? + Bay+Cy?+ Dx+ Ey=F

com A, B ou C nao nulo.

Uma cénica define, sempre, uma das seguintes figuras geométricas :

1. Circunferéncia

N

A
r
JT; ¢ +y  =r" ou —2+le

2. Elipse

)

3. Hipérbole

1'2 y2

[ 2,
\

g a? b2

N | S
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\\‘ L,
2 2
v _
f—s 2w
4. Parabola passando pela origem D>0
A
1D
}D y>— Dz =0

T-D
A
1D

—D, 1D >+ Dz =0
T-D
A
1D

=D | D . 22— Dy=0
T-D
A
1D

—D, 1D . 2?4+ Dy=0
T-D
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5. Cénicas degeneradas

a) Duas rectas concorrentes ( hipérbole degenerada )

A
1b
22 g2
T—b
b) Duas rectas paralelas ( pardbola degenerada )
A
a’r? —b* =0
_b b
a a
¢) Uma recta ( pardbola degenerada )
A
22 =0
d) Um ponto (elipse degenerada )
ar? +by? =0, a,b>0
(0,0)

e) Conjunto vazio ( elipse ou parabola degenerada )

ar? +by? +r2=0, a,b,r>0
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A classificacdo de uma cénica de R?, reduz-se a uma mudanca de coordenadas de forma
a que a equagao assuma um dos tipos conhecidos. Isto é conseguido,

- por rotacao dos eixos ordenados por forma a alinhé-los com os eixos da cénica corre-
spondente (diagonalizagao da forma quadratica),

- seguida de uma translagao destinada a colocar a origem no centro da conica.

Vejamos os diferentes casos que podem surgir:

1. Se a equacao cartesiana for do tipo
Az® + Bxy + Cy? = F.

Neste caso diagonalizamos a forma quadrética Az?+ Bxy + Cy?, substituimos a forma
quadratica na equacao cartesiana inicial e comparamos com as cénicas conhecidas.

Exemplo 7.17 Classifiquemos a equacdo cartesiana 2z + 2v/2xy + 3y* = 3.
Primeiro diagonalizemos a forma quadrdtica 2z + 2v/2xy + 3y2, cuja matriz associda
é

2 V2

V2 3 |

Os wvalores proprios de M sdo os numeros 1 e 4. Pelo que uma forma quadrdtica

|

diagonal da anterior é
z? + 492

Substituindo na equagdo cartesiana inicial, obtemos a equagdo

2 + 4y = 3.
Ou seja,
2 2
T Y
— 4 == 1’
34

que € uma elipse.

2. Se a equagao cartesiana for do tipo
Az® + Cy*> + Dz + Ey = F,

com A # 0 e C # 0. Neste caso fazendo G = %, H = % e J=F+ AG? + BH?
obtemos a equagao
Az +G)* + Bly+ H)* = J.

Fazendo a translagao de coordenadas 2/ = x + G e 3y = y + H, obtemos a equacao
AV +B@) =
Comparamos com as cénicas conhecidas.
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Exemplo 7.18 Classifiquemos a equacgdo cartesiana 2x* + y*> + 4x + 5y = —1.

SendoG:%:LH:%er—l—i—Q—i—%T‘:’:%vemaequagdo

5\2 29
2(;1:—1—1)2+<y+2> =

S

5, obtemos

Fazendo a translagio 2’ =x+1 ey =y +

FEsta equacdo € equivalente a

que € uma elipse.

. Se a equagao cartesiana for do tipo
Az?> + Dz + Ey = F,
com A # 0. Neste caso fazendo G = %, e K = F+TAG2 obtemos a equacao
Alz+G)? +E(y—K) =0.

Fazendo a translacao de coordenadas '’ =z + G e y/ = y — K, obtemos a equagao

Comparamos com as conicas conhecidas.

Exemplo 7.19 Classifiquemos a equagdo cartesiana 2x* + 4z + 5y = —1.

SendoGz%zl eKZfTHQ:%:%f vem a equacao

2(x+1)2+5<y—;> =0.

1

Fazendo a translagio 2’ =x+1 ey =y — 5, obtemos

que € uma pardbola.

. Se a equacao cartesiana for do tipo
Cy*+ Dz + Ey = F,

com C' # 0, o estudo é analogo ao anterior.
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5. Se a equagao cartesiana for do tipo
Az? + Bxy + Cy?> + Dz + Ey = F,

com A # 0, B # 0 e C # 0 fazemos uma rotacao e uma translagdo de coordenadas.
A rotacdo de coordenadas faz-se diagonalizando a forma quadritica Az? + Bzy +

B

Cy?, ou seja, se A\| e Ay forem os valores préprios de [ ], obtemos uma equagao

2
5 ¢
cartesiana do tipo
)\1(I/)2 + )\2(y/)2 +D/CC/ + E/ I F/
Se fizermos a translacao de coordenadas

1 / Vi /
r =T —xo , Yy =Y —Y

onde (z0, yo) sao as coordenadas do centro da cénica na base em que a forma quadratica
¢é diagonal, obtemos uma equagao cartesiana

)\1(56”)2 + )\Q(y”)2 — F”.

Exemplo 7.20 Considere a equagdo cartesiana
2zy +z+y =0.

No Exemplo 7.15, diagonalizdimos a forma quadrdtica

2xy
e obtivemos a matriz
1 1 -
S = [‘{i iﬁ] (mtagdo de § = 7)
R 1
e a forma quadrdtica diagonal
1,/2 . y/2'
/
De S—1 [x,} = [x} temos que
Y Y
= —=(z' — )
\{i / /
Y= ﬁ(ﬁ +y').

A equacdo cartesiana 2xy + x +y = 0, fazendo esta mudanca de coordenadas, fica

ou seja,



Porque

vem que

Se fizermos a translacdo de coordenadas
/ ]‘ 1 /

o’ =o'+ —, y'=y

obtemos a equacgao cartesiana

ou seja,

1 =1 (equacao da hipérbole).
2 2

Portanto, (—%, O) sao as coordenadas do centro da hipérbole na base
1 1 1 1
B = Ty = o\ T T =y T o )
(55) (-7338)
colunas da matriz S,

Esquematicamente: Fazemos o esbo¢o do desenho da hipérbole, ao contrdrio do estudo
da mesma, ou seja, da ultima equacdo para a primeira.

A equacdo
1\ 2 1\ 2
@ W
1 1
2 2
corresponde ao esboc¢o
A
N
AN /
N\
1 1
(779)| (35
/// AN
/ N
/ \\\
,-"/:i’
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Seguidamente temos a translagcao de coordenadas e a equagdo

A

E por dltimo, a rotagao dos eizos ordenados de amplitude 7, que corresponde a equagao
wnicial

20cy+x+y=0

143






Capitulo 8

ESPACOS VECTORIAIS

Como ultimo capitulo deste manual e a titulo de resumo, iremos generalizar os conceitos
e resultados que introduzimos para R", a outros conjuntos.

8.1 Conceitos principais

Comecemos pela definicao que vai uniformizar os conjuntos que podem generalizar R™.

Definicao 8.1 Seja E um conjunto nao vazio e K o conjunto dos niumeros reais, R, ou o
conjunto dos numeros complexos, C. Suponhamos definidas duas operagdes:

e uma, designada por adigao em E, que associa a cada par (u,v) de elementos de E
um, e um so, elemento de E que € representado por u + v;

e outra, designada por multiplicacao externa, que a cada o € K e a cada u € E
associa um, e um so, elemento de I/ que € representado por a.u ou au.

Dizemos que E, com estas duas operacoes, € um espago vectorial sobre K, ou que,
(E,+,.) é um espaco vectorial sobre K, se

1. A adigao em E verifica

=

1
A2

) a operagdo + € associativa

) a operagdo + é comutativa

A3) existe elemento neutro para a operagdo +
)

A4) todo o elemento de E tem oposto para a operacdo +
2. A multiplicacao externa verifica

M1) Va € K, Vu,v € E, a(u+v) =au+av
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M2) Vo, € K, Yu € E, (a4 Bu = au+ Pu
M3) Vo, € K, Yu € E, (afB)u = a(fu)

M4) Yu € E, lu=wu (sendo 1 o nimero real)

Definicao 8.2 Seja (E,+,.) um espago vectorial sobre K.
Aos elementos de E chamamos vectores.
Aos elementos de K chamamos escalares.
Se K =R, dizemos que E¥ € um espago vectorial real.
Se K = C, dizemos que E ¢ um espago vectorial complexo.

Exemplo 8.3 1. Como podemos observar, a definicao de espago vectorial é baseada nas
propriedades das operacoes em R™, entao R™ € um espaco vectorial real.

2. Uma forma de generalizar R™ € pensarmos no conjunto de todas as sequéncias infinitas
de numeros reais, isto €, elementos da forma

(ul,uQ,...,un,...)

EM qUE UL, UL, - . ., Unp, - - . SGO numeros reais. Fste conjunto é designado por R,

Assim como em R™, somamos dois elementos desta forma ou multiplicamos um real
por um elemento destes, pelo que podemos afirmar que (R*, +,.) € um espago vectorial
real.

3. Designando por Myxm(R) o conjunto das matrizes de tipo n x m com entradas reais
e constderando a adi¢cdo de matrizes e o produto de um numero real por uma matriz,
podemos dizer que (Myxm(R),+,.) € um espago vectorial real.

4. Sendo R,[x] o conjunto de todos os polindmios na varidvel x, com coeficientes reais,
de grau menor ou igual a n, com n € Ny, isto €,

Ry[z] ={anz" + ...+ a1z 4+ ao : an,...,a1,a9 € R},
e definindo as operagoes
Y(apz" + ...+ a1x + ag), (bpz™ + ...+ b1z + by) € R, [z], Va € R
(anx"+...+a1z+ag)+ (bpz"+...+bix+bo) = (an+bp)z"+... 4+ (a1+b1)z+ (ag+bo)

alanz™ + ...+ a1z + ag) = (aan)x™ + ... + (aar)x + («agp)

temos que Ry, [x] é um espago vectorial real.
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5. Sendo R[z] o conjunto de todos os polindmios na varidvel x, com coeficientes reais
(sem restricao de grau) e com as operagoes generalizadas de Ry [z], entdo, (R[z],+,.)
€ um espaco vectorial real.

Todos os exemplos anteriores, alterando em cada caso o conjunto E e/ou o conjunto K,
ddo origem a outros espagos vectoriais:

6. (C™, +,.) € um espago vectorial real.

7. (C>,+,.) € um espago vectorial real.

8. (Mpxm(C),+,.) é um espaco vectorial real.
9. (C,[x],+,.) € um espago vectorial real.

10. (Clz],+,.) € um espago vectorial real.

Mas também,

11. (C™,+,.) é um espago vectorial complezo.

12. (C*°,+,.) € um espago vectorial complexo.

13. (Myuxm(C),+,.) € um espago vectorial complexo.
14. (Cylz],+,.) € um espago vectorial complezo.

15. (Clz],+,.) € um espago vectorial complezo.

O que nao é verdade é que algum dos espacos vectoriais reais 1. a 5., seja um espago
vectorial complexo.
Por exemplo, em 1., com n = 3, temos (1,2, —1) € R? e i € C mas

i(1,2,—1) = (4,2i, —1) ¢ R3,

isto é, R? ndo é “fechado”para a multiplicacdo de um niimero complexo (que ndo é real) por
um vector de R3.

Teorema 8.4 Sejam (E,+,.) um espaco vectorial sobre K, u,v € E e a € K. Entao:
1. a0 =0g;
2. Ogu =0g;
3. (—)u=a(—u) = —(au);

4. au =0 = a =0k ouu=_0g.
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Demonstragao

1. Temos, por M1), a0gp = a(0g + 0g) = a0 + a0g. Entdo, 0 = al0p — a0 =
alg +al0g — a0 = alg.

3. Vejamos que (—a)u = —(au).
Porque, por M2), (—a)u + au = (—a + a)u = Ogu = O, entao temos o resultado.

4. Vejamos que se au = Og, entdao o = Og ou « # Ok.

Se a = Ok, temos o resultado.

Se a # Ok, entdo existe a~! e

a_l(au) =a 0y =0g.

Por M3), a~(au) = (o ta)u = 1u = u, por M4).

Donde, u = 0g. O

Definigao 8.5 Se W ¢ um subconjunto ndo vazio de um espaco vectorial E sobre K e se
W, com as duas operacies definidas em E, é um espago vectorial sobre K, dizemos que W
¢ um subespacgo vectorial de F, ou simplesmente, um subespaco de E.

Observacao Repare que as propriedades Al) a A4) e M1) a M4) nao dependem de W,
entao podemos estabelecer o proximo resultado.

Teorema 8.6 Sejam (E,+,.) um espaco vectorial sobre K e W um subconjunto ndao vazio
de E. Entao, W € subespaco de E se, e so se,

1. Yu,v e W, ut+veWw

2. VaeK, YueW, au € W.

Exemplo 8.7 1. (R",+,.) € um subespaco do espago vectorial de real (C™, +,.).

2. (R™,+,.) nao é um subespaco do espago vectorial de complexo (C",+,.) (a condi¢ao
2. do Teorema 8.6 ndo se verifica).

Observagao As defini¢oes de combinagao linear, independéncia linear, conjunto gerador
e base sdo andlogas as dadas em R™. Assim como o processo de resolucao de sistemas de
equagoes lineares com coeficientes em C é analogo ao dado quando os coeficientes eram em
R.
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Exemplo 8.8 1. As matrizes

10 01 00 00
mi= Lo 2= 5] 2= [35] = [0

formam uma base do espago vectorial real Mayx2(R) (chamada base candnica de Mayx2(R)),
pois qualquer matriz de Maxa(R)

ﬁg]:a&+h@+c&+dﬁ

00
a1B1 + asFEy + agFEs 4+ au By = |:0 0:| ,

usando a igualdade de matrizes, temos que, a1 = ag = az = ayq = 0.

Entdo, dimngg(R) =4 e MQXQ(R) = <E1,E2,E3,E4>.
2. O espago vectorial real Ralx] € gerado pelos polindmios
xZ, z,1

(estes trés polinémios formam a base candnica de Ra[x]), pois qualquer polinémio de
Ro[x] € da forma
a2x2 +a1x + ao.l

(escreve-se como combinacgdo linear de z%,x,1).

Se anx? + aqz 4+ ag.1 = 0 = 022 + 0z + 0.1, entdo
ag = a1 = ap = 0.
Assim, Ro[z] = (22,2,1) e dimRy[z] = 3.
3. O espaco vectorial complexo C? € gerado pelos vectores
e1 = (1,0), e =(0,1)
pois qualquer vector de C?
(a1 + byi,ag + boi) = (a1 + b14)(1,0) + (ag + b2i)(0,1)

(€ combinagao linear de ey e e3).
Se a1(1,0) + a2(0,1) = (0,0) entao (a1, a2) = (0,0) e a1 = az = 0.
Neste caso, C* = ((1,0),(0,1)) e dimC? = 2.

4. Vejamos agora C? como espaco vectorial real.

Neste caso, C? € gerado pelos vectores
U1 = (1,0),1}2 = (’i,O),Ug = (07 1)7”4 = (07’5)
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pois
(a1 + bii, ag + bai) = ajv1 + biva + agvs + bavy.

Se aqv1 + agvs + agvs + agvg = (0,0), entao
(o1 + aai, ag + ayi) = (0,0) = (0 + 07,0 + 07).

Porque a1, as, ag, ag sdo reais, entao oy = ag = ag = ay = 0.
Donde,
Cz = ((17 0)7 (Zv 0)7 (07 1)7 (077‘» € dlm(c2 =4.

Observagao A respeito da dimensao de um espago vectorial, ter sempre presente que:

Definicao 8.9 Um espacgo vectorial EE € de dimensao finita se tem uma base com um
numero finito de vectores e é de dimensao infinita caso contrdrio.

Exemplo 8.10 O espago vectorial R[z] é de dimensao infinita. Vejamos como se demons-
tra esta afirmacdo.

Se R[x] fosse de dimensao finita, existia uma base B de R[x] com um nimero finito de
polinémios. Seja n o maior grau dos polindmios de B. Entdo, "' ¢ B e ndo se escreve
como combinagdo linear dos elementos de B. No entanto, z""' € R[z]. O

Os resultados de R™ que envolvem a sua dimensao, sao validos para espagos vectoriais
de dimensao finita. Por exemplo:

Teorema 8.11 Todas as bases de um espaco vectorial de dimensdo finita tém o mesmo

numero de vectores.

8.2 Aplicagoes Lineares

As definigoes e os resultados apresentados no capitulo 5 (Aplicagoes Lineares) podem
ser aplicados a um espago vectorial arbitrdrio. No entanto, temos que ter em atencao que
sempre que estejam presentes dois espacos vectoriais, eles tém que ser espagos vectoriais

sobre o mesmo conjunto K. Por exemplo:

Definigao 8.12 Sejam E e E' dois espagos vectoriais sobre o mesmo conjunto K e
f: E — E' uma aplicacdo. Entdo, f diz-se aplicagao linear se
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L.YaeK, Vue E, flou)=af(u);

2. Vu, o € B, f(u+d) = f(u)+ f(u).

Definicao 8.13 Sejam E e E' dois espacos vectoriais sobre o mesmo conjunto K e

f: E — E" uma aplicagio linear. Dizemos que E ¢é isomorfo a E' se f € bijectiva.

Observacao Se E ¢ isomorfo a E’, entao existe uma aplicacao f : E — E’, linear e
bijectiva. Mas atendendo a Proposigao 5.24,

f_l:E/—>E

é aplicacao linear e bijectiva. Entao, E’ é isomorfo a E. Portanto, podemos dizer simples-
mente que E e E’ sao isomorfos e denotamos este facto por F = £,

Exemplo 8.14 Seja
f . Rg[m] — Rg
asz? + ayx + ag — (az2,a1,ap).

Facilmente se prova que f € aplicagdo linear bijectiva. Entdo Roz] = R3.

Teorema 8.15 Qualquer espago vectorial real de dimensao n € isomorfo a R™.

Demonstragao Seja E um espago vectorial real de dimensao n e seja B = {v1,v2,...,v,}
uma sua base.
Porque cada vector u de F se escreve, de uma tnica forma, como combinagao linear dos

vectores de B, entao existem reais a1, as, ..., a, tais que
U= Q101 + QU2 + ...+ apUn.
Portanto, podemos construir a aplicagao

f: E — R™
u=a101 + ...+ apvy, — (aq,...,ap).

Para mostrarmos que F = R", teremos de mostrar que
1. f é linear (exercicio)
2. f é injectiva
3. f é sobrejectiva.
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Vejamos entao:

2. Sejam u = vy + ...+ ayv, e v = Bivg + ... + Bpv, dois vectores de E tais que
flu) = f(u).

Entao, (a1,...,ap) = (61,-..,0n), ou seja,

:ﬁ17"'7an:/8n
e u = u/. Portanto, f é injectiva.
3. Seja (aq,...,a,) € R™ Porque E é um espago vectorial real e B é uma base de F, o
vector
U= 1v1 + ...+ apv,
pertence a E. Por defini¢do, f(u) = (a1,...,a,). Logo, f é sobrejectiva. O

Este Teorema afirma que dado um espaco vectorial real de dimensao n, podemos pensar
nele como se fosse o espago vectorial R™ e tirar todas as conclusoes.

Exemplo 8.16 Seja
f : M2><2(R) — R4[$]

[Z Z] — (a +d)z* + (c — a)x> + ba.

Porque
Maya(R) = R4
E; — e

I

R4 [x] RE)

Tt — e5-;
(Exemplo 8.8.1) podemos pensar na aplica¢do
g: R — RS
(a,b,c,d) — (a+d,c—a,0,b,0).
Porque g € linear, entdo f € linear.

a,b,c,d) € R*: g(a,b,c,d) = (0,0,0,0,0)}

Nuce g = {(
{(a,b,c, d) cR*: (a+d,c—a,0,b,0)=(0,0,0,0,0)}
{(
{(

a,b,c,d) €ER*:a=—d, c=a, b=0}
a,0,a,—a) :a € R} =((1,0,1,-1))

entao,

Nucf=<“_01]>.

Temos também, pela Proposigao 5.19,

Img

<g(1 070’0)79(07170?0)’9(0’07170)79(070707 1)> =
((1,-1,0,0,0),(0,0,0,1,0),(0,1,0,0,0), (1,0,0,0,0))
<(070707170)7(0’]‘707070)7(]"0?07070)>
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pois (1,—1,0,0,0) = 1.(1,0,0,0,0) — 1.(0,1,0,0,0), entdo

Im f = (z,23 z%).

Observacao Como ja vimos, o espaco vectorial real (C?,+,.) tem dimensdo 4. Entdo
pelo Teorema anterior,

C2 ~ R
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Capitulo 9

APENDICE

9.1 Outra Aplicacao dos Sistemas: Analise de Redes

Rede é um conjunto de arcos ao longo dos quais “flui”alguma coisa. Por exemplo, arcos
podem ser canos onde flui agua, ruas de uma cidade onde flui o transito, fios eléctricos
onde flui corrente eléctrica,... Estes arcos, na maioria das redes, encontram-se em pontos
denominados vértices. Por exemplo, numa rede de canos de agua, os vértices ocorrem
quando se juntam trés ou mais canos, na rede de transito, ocorrem quando hé cruzamentos
e na rede eléctrica quando se juntam trés ou mais fios.

A maioria das redes tem trés propriedades bésicas:

1. O fluxo num arco nao pode mudar de sentido.
2. A taxa de fluxo que termina num vértice é igual & que sai do vértice.

3. A taxa de fluxo que sai da rede é igual a que entra na rede, sendo a taxa de fluxo de

um arco uma medida numérica.

Exemplo 9.1 Consideremos a sequinte rede de canos de dgua
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onde a medida dos arcos é em litros por minuto. Esta rede tem 3 vértices. A taxa de fluzo
que entra na rede € 204+ 5 = 25 e a que sai da rede € 25.

Exemplo 9.2 A sequinte figura representa uma rede de transito com indicag¢do de algumas
taxzas de fluro nos arcos. Vamos encontrar as outras taxas de fluxo nos arcos e o sentido

desse fluxo nos arcos.

20

10 50

20
60

Vamos escolher sentidos arbitrdrios para os arcos que nao o tém. Se nao estiver bem

escolhido o sentido, o seu valor vird negativo.

Como, nos vértices a taxa de fluxo que termina em cada um € igual a4 que comeca, temos

20 = 142 (vértice A)
r1+20 = 50+5 (vértice B)
x3+60 = 20 (vértice C)

54+xz2 = 30+ux3 (vértice D)

FEstas condicoes produzem o sistema
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T +Io = 20
X1 = 35
3 = —40

Tro —T3 = 25.

A solucdo do sistema € x1 = 35, 9 = —15, x3 = —40, ou seja, 0s sentidos de xo e x3
estao incorrectos.

9.2 Produto Interno de Vectores

Nesta seccao vamos rever alguns conceitos relacionados com o produto interno.

Definicao 9.3 Sejam u um vector de R? ou de R3. Designa-se ||u|| o comprimento do
vector u.

Definicao 9.4 Sejam u e v dois vectores nio nulos de R? ou de R3. Designa-se por angulo
formado pelos vectores u e v e denota-se por (u,v), ao menor angulo formado pelos dois
vectores.

Observagao O angulo formado por dois vectores é sempre menor ou igual a .

Definicao 9.5 O produto interno de dois vectores nio nulos de R3, u e v, do plano ou do
espago, representa-se por u|v e é dado pelo nimero real

ulv = [[ul] [Jv]] cos (u, v).

Se w ou v € o vector nulo entao ujv = 0.

Proposicao 9.6 Sejam u,v e w vectores do plano ou do espago e k € R. Tem-se entdo:
(a) ulv =v|u,
(b) (u+v)w = (ulw) + (vjw),
(¢c) (ku)lv = k(ulv) = u|(kv),

(d) ulu >0 eulu=0 seesoseu éo vector nulo.
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Sejam e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0) e e3 = (0,0,1) os vectores canénicos de R3. Pelas
propriedades do produto interno, se ¢,5 € {1,2,3} e i # j,

ei|ei =1

ei\ej =0.

Sejam u = (a1, a2,a3) e v = (b1, b2, b3) temos

u\v = (al, as, ag)‘(bl, bg, bg)

= (aie1 + azea + azes)|(bre1 + baea + bzes)
(are1]bier) + (arer|baes) + (arer|bses)
(a262’b161) (a262|b2€2) (a2€2|b363)
(a3€3’b161) <a363’b2€2) a363‘b3€3)
aibi(etler) + arba(erlea) + arbs(erles)
asbi(esler) + azba(ealea) + azbs(eales)
asbi(esle1) + asba(esle2) + asbs(esles)
a1b1 + agbs + asbs.

m+ 4+ 1+ +

O mesmo acontece se os vectores u = (a1, az) e v = (b, be) pertencerem a R2. Pelo que
temos,
u\v = a1b1 + asbs.

Daqui vem que

[lull = Vulu.

Exemplo 9.7 Sendo v = (3,4,2) e v=(0,1,—-2) entdo

ulp=04+4-4=0

loll = VIF4 = V5.

9.3 Outros Exemplos de Aplicacoes Lineares de R? em R?

No capitulo 5, vimos um exemplo de aplicacdo linear de R? em R?, aqui vamos ver outros
exemplos.

9.3.1 Reflexoes através de rectas que passam pela origem

Consideremos a aplicagao
f: R?—R?

que reflecte cada vector de R?, através de uma recta que passa pela origem e faz um angulo
de amplitude 6 com o eixo dos zx positivo.
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f(z1,22)
(x1,22)
9 X

Facilmente se prova que f é aplicacao linear. Se designarmos por Hy a matriz canénica
desta aplicacao, vem que

f(e1) = f(1,0) = (cos 26, sen 26)

fle2) = f(0,1) = (cos (g = 29) , —Sen (g — 29)) = (sen 20, —cos 20)

€2

f(e2)
pelo que
| cos 20 sen 20
0= [sen 20 —cos 29} ’

Exemplo 9.8 Se for a reflexao no eizo dos yy, entao 0 = 7,

~10
ms =[]

f: R? — R?
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(x1,22) = (—1,72)

A reflexdao no eizo dos yy da figura T

T

/I
%

T

€ a figura

A =

9.3.2 Compressoes e Expansoes Horizontais e Verticais em R?

Sendo
f: R? —R?

a aplicacao linear definida por

f(z1,22) = (k71 22)
com k € Ry \ {1}, dizemos que,
e f é uma compressao na direccao de z, de razao k, no plano zy, se 0 < k < 1.

e f é uma expansao na direccao de z, de razao k, no plano xy, se k > 1.

Estas sao as compressoes e as expansoes horizontais.

Se
f(z1,229) = (21, k22)

com k € R} \ {1}, dizemos que,
e f é uma compressao na direccao de y, de razao k, no plano xy, se 0 < k < 1.

e f ¢ uma expansao na direccao de y, de razao k, no plano zy, se k > 1.
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Estas sao as compressoes e as expansoes verticais.

A matriz canénica de f é

kO
= [o1].
se f é uma compressao ou uma expansao horizontal.
[ ]
10
M= [o3].

se f é uma compressao ou uma expansao vertical.

Observacao No caso de k = 1, teriamos a aplicacao linear

f(x1,22) = (21, 22)

10
= o]

ou seja, estamos perante uma rotacao em torno da origem com um angulo de amplitude O.

que tem como matriz candnica

Exemplo 9.9 Sendo f(x1,x2) = (2x1,x2), entdo f é uma expansdo horizontal de razdo 2

e a imagem de T

€ a figura
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9.3.3 Alongamentos

Sendo
f: R? —R?

a aplicacao linear definida por
f(x1,22) = (21 + kw2, 22)

com k € R, esta aplicagao translada um ponto (z1,z2), do plano zy, paralelamente ao eixo
dos xx, por uma quantidade kxy. Dizemos que, f é um alongamento na direcgao de z, de

razao k.

Se
f(z1,22) = (21, kx1 + 22)

com k € R, esta aplicagao translada um ponto (z1,z2), do plano zy, paralelamente ao eixo
dos yy, por uma quantidade kxi. Dizemos que, f é um alongamento na direccao de y, de

razao k.

A matriz candnica de f é

1k
My [0 1] ,
se f é um alongamento na direccao de x.
[ ]
10
= [4].

se f é um alongamento na direcgao de y.

Exemplo 9.10 Sendo f(x1,22) = (x1+ x2,x2), entao f € um alongamento na direc¢ao de

11
M=o

T €

A imagem de T
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através de f € a figura

9.4 Composicao de Aplicacoes e Matrizes Elementares

Se uma matriz é invertivel entao pode escrever-se como produto de matrizes elementares
(Teorema 2.40). Repare que as matrizes elementares de ordem 2 sao:

o]

com k > 0, k # 1, que corresponde a uma compressao ou a uma expansao horizontal.

i)

com k > 0, k # 1, que corresponde a uma compressao ou a uma expansao vertical.

0]

que corresponde a uma reflexao no eixo dos yy.

o4

que corresponde a uma reflexao no eixo dos zzx.

o]

com k < 0, kK # —1, que corresponde a [_01 ﬂ [_Ok ﬂ ,emque —k >0e —k # 1, ou

seja, uma compressao ou a uma expansao horizontal seguida de uma reflexao no eixo

1.

dos yy.
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oi]

com k < 0, k # —1, que corresponde a [(1) _01] [é _Ok], em que —k >0e —k # 1,

ou seja, uma compressao ou a uma expansao vertical seguida de uma reflexao no eixo

dos xz.
7.
01
10
que corresponde a uma reflexao através da recta y = x.
8.
1k
01
que corresponde a um alongamento na direccao de x, de razao k.
9.
10
k1
que corresponde a um alongamento na direccao de y, de razao k.
Assim:

Proposicao 9.11 Se A for uma matriz de ordem 2 invertivel, entdo a aplicacdo linear
f: R?2 — R2?, cuja matriz candnica é A, é uma composicao de alongamentos, compressoes
e expansoes nas direccoes dos eixos ordenados e reflexdes nos eiros ordenados e através da
recta Yy = x.

Exemplo 9.12 A matriz A = {_11 g] € invertivel pois det A=3+2=5#0.

Para obtermos a forma de escada reduzida de A teremos de efectuar as transformacoes
elementares

12 — 12] — [12 — 10
—13]lp—(2+h) [05]la— 3l [01] 1 — (4 —2) [01

que corresponde as matrizes elementares

10 10 1-2
Eal TRt R T

I 1 0110712
A:E11E21E31:[—11} [05H01]'
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Se f: R?> — R? for a aplicacdo linear cuja matriz candnica é A, entio

A r1| 1 2 r1| 1 + 29
xo| | —=13||2z2| | —21+ 322
isto €, f(x1,22) = (21 + 2z2, —x1 + 322).
Usando a Proposicao 9.11, f € uma composicao de aplica¢des que resulta de efectuar um
alongamento na direc¢ao de x, de razao 2, uma expansao na direccao de y, de razao 5 e um

alongamento na direccao de y, de razdo —1.
(ATENCAO: a composi¢ao de aplicagoes lé-se da direita para a esquerda.)

Ll b

19 alongamento erpansao 2° alongamento
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