
Determinantes Transformações elementares e determinantes

Proposição

Seja A ∈ Mn×n(K) e

A −−−−−−−→
(linhas)

B,

então
det A = 0 se, e só se, det B = 0.

Teorema

Seja A ∈ Mn×n(K). Tem-se

A é invert́ıvel se, e só se, det A 6= 0.
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Determinantes Determinante do produto de matrizes

3.4 Determinante do produto de matrizes

Teorema

Sejam A,B ∈ Mn×n(K). Tem-se

det(AB) = det A det B.

Mais geralmente, se t ≥ 2 e A1, . . . ,At ∈ Mn×n(K) então

det (A1 · · ·At) = det A1 · · · det At .

Proposição

Seja A ∈ Mn×n(K) uma matriz invert́ıvel ( então, det A 6= 0). Tem-se

det A−1 =
1

det A
.
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Determinantes Determinante do produto de matrizes

3.4 Determinante do produto de matrizes

Teorema

Sejam A,B ∈ Mn×n(K). Tem-se

det(AB) = det A det B.

Mais geralmente, se t ≥ 2 e A1, . . . ,At ∈ Mn×n(K) então

det (A1 · · ·At) = det A1 · · · det At .

Proposição

Seja A ∈ Mn×n(K) uma matriz invert́ıvel ( então, det A 6= 0). Tem-se

det A−1 =
1

det A
.
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Determinantes Cálculo da inversa a partir da adjunta

3.5 Cálculo da inversa a partir da adjunta

Definição

Seja A ∈ Mn×n(K), com n ≥ 2.

1 Chamamos matriz dos complementos algébricos de A à matriz dos
seus complementos algébricos e denotamo-la por Â.

2 Chamamos adjunta de A à matriz transposta da matriz Â e
denotamo-la por adj A, isto é,

(adj A) = ÂT

Exemplo

Seja A =




0 1 0
−1 2 3
−2 0 1



.

Para determinar a matriz dos complementos algébricos:
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Determinantes Cálculo da inversa a partir da adjunta

Â12 = (−1)1+2 det A(1|2) = (−1)1+2

∣∣∣∣
−1 3
−2 1

∣∣∣∣ = −(−1 + 6) = −5

Â23 = (−1)2+3 det A(2|3) = (−1)2+3

∣∣∣∣
0 1
−2 0

∣∣∣∣ = −(0 + 2) = −2

Â31 = (−1)3+1 det A(3|1) = (−1)3+1

∣∣∣∣
1 0
2 3

∣∣∣∣ = (3 − 0) = 3 ....

Então,

Â =




Â11 Â12 Â13

Â21 Â22 Â23

Â31 Â32 Â33



 =




2 −5 4
−1 0 −2
3 0 1



 .

A adjunta de A é então dada por

adj A = (Â)T =




2 −1 3
−5 0 0
4 −2 1



 .
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

 =




2 −5 4
−1 0 −2
3 0 1



 .

A adjunta de A é então dada por
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Determinantes Cálculo da inversa a partir da adjunta

Teorema

Seja A ∈ Mn×n(K). Tem-se

(a)

A adjA =





det A 0 · · · 0

0 det A
. . .

.

.

.

.

.

.
. . .

. . . 0
0 · · · 0 det A




= (det A)In.

(b) Se A é invert́ıvel então

A−1 =
1

det A
adjA.

Observação

Para estabelecer (a) temos de observar que:

1 det A
Lapl.

=
ℓi

Ai1Âi1 + Ai2Âi2 + ... + AinÂin, para i = 1, 2, ..., n;

2 Ai1Âj1 + Ai2Âj2 + ... + AinÂjn = 0, para i 6= j .
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Determinantes Cálculo da inversa a partir da adjunta

Exemplo

Se A =




0 1 0
−1 2 3
−2 0 1



 temos det A = −5 6= 0, então A é invert́ıvel. Pelo

Teorema,

A−1 =
1

det A
adj A = −

1

5




2 −1 3
−5 0 0
4 −2 1



 .
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Determinantes Regra de Cramer

3.6 Regra de Cramer

Recorde-se a definição de sistema de Cramer:

Definição

Sistema de Cramer é um sistema de equações lineares em que a matriz
simples do sistema é quadrada e invert́ıvel (det A 6= 0).

Teorema (Regra de Cramer)

Seja AX = B um sistema de n equações a n incógnitas, tal que, A é
invert́ıvel. A única solução do sistema é

x1 =
det A1

det A
, . . . , xn =

det An

det A

em que Aj é a matriz que resulta substituindo a j-ésima coluna de A por B.
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Determinantes Regra de Cramer

Exemplo

Considere o sistema






3x1 + 3x2 + x3 = 4
x1 + 2x2 − x3 = 0
2x1 + x2 + x3 = 3

.A matriz simples do sistema

é

A =




3 3 1
1 2 −1
2 1 1





e a matriz dos termos independentes é

B =




4
0
3





Como det A = −3 6= 0, então A é invert́ıvel e estamos perante um sistema
de Cramer.
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Como det A = −3 6= 0, então A é invert́ıvel e estamos perante um sistema
de Cramer.

Departamento de Matemática (FCT/UNL) Álgebra Linear e Geometria Anaĺıtica 27 / 28



Determinantes Regra de Cramer

Pela Regra de Cramer,

x1 =

∣∣∣∣∣∣

4 3 1
0 2 −1
3 1 1

∣∣∣∣∣∣

−3
= 1, x2 =

∣∣∣∣∣∣

3 4 1
1 0 −1
2 3 1

∣∣∣∣∣∣

−3
= 0, x3 =

∣∣∣∣∣∣

3 3 4
1 2 0
2 1 3

∣∣∣∣∣∣

−3
= 1.

Exerćıcios Propostos Para Trabalho do Aluno:

3.2, 3.3, 3.4(a), 3.6, 3.14, 3.15, 3.19, 3.28, 3.29, 3.32
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