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Espacos vectoriais

Espacos Vectoriais
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Disifigess, e:ames ¢ pepisks
4.1 Definicoes, exemplos e propriedades

Considere os conjuntos K e M,y n(K).

© Em M, (K) a operagio de adigdo (representada por +) tem as
seguintes propriedades:
Al. + é associativa

A2. 4+ é comutativa
A3. existe elemento neutro para a operacdo +

A4. todo o elemento de M, ,(K) tem oposto para a operacdo M ,x,(K)

© A multiplicacdo de um nidmero por uma matriz verifica:

M1. Va € K, VA, B € Mya(K), A+ B)=aA+aB
M2. Va, 8 € K, VA € Mpxn(K), (a+B)A=aA+[A

M3. Vo, 8 € K, YA € My n(K), (af)A = a(BA)

M4. VA € Mpxn(K), 1.A= A (sendo 1 o niimero real)
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Definicdes, exemplos e propriedades
Definicao
Seja E um conjunto n3o vazio e K o conjunto dos nimeros reais, R, ou o
conjunto dos nimeros complexos, C. Suponhamos definidas duas
operacoes:
e adicdo em E, que associa a cada par (u, v) de elementos de E um, e
um sé, elemento de E que é representado por u + v;

e multiplicacao externa, que a cada @ € K e a cada u € E associa
um, e um s, elemento de E que é representado por «..u ou au.
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Defiizes, eramles e papizkis
Definicao
Seja E um conjunto n3o vazio e K o conjunto dos nimeros reais, R, ou o

conjunto dos nimeros complexos, C. Suponhamos definidas duas
operacoes:

e adicdo em E, que associa a cada par (u, v) de elementos de E um, e
um sé, elemento de E que é representado por u + v;

e multiplicacao externa, que a cada @ € K e a cada u € E associa
um, e um s, elemento de E que é representado por «..u ou au.

Diz-se que E é um espaco vectorial sobre K se:

1. A adicao em E verifica
Al. a operagdo + é associativa

A2. a operagdo + é comutativa

A3. existe elemento neutro para a operacdo +

A4. todo o elemento de E tem oposto para a operagao +
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2. A multiplicacao externa verifica

M1. YVa € K, Vu,v € E, a(u+v)=au+av
M2. Vo, € K, Yu € E, (e+ B)u=au+ Pu
M3. Va, B € K, Vu € E, (af)u = aBu)

M4. Yu e E, lu=u (sendo 1 o ndmero real)
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2. A multiplicacao externa verifica

M1. YVa € K, Vu,v € E, a(u+v)=au+av

M2. Vo, € K, Vu € E, (e+ B)u=au+ Pu

M3. Yo, B € K, Yu € E, (aB)u = a(Bu)

M4. Yu e E, lu=u (sendo 1 o ndmero real)
Exemplos

@ R, com as operacbes habituais de adicdo e multiplicacdo por um
elemento, € um espaco vectorial sobre R,

@ M xn(K), com a adicdo usual de matrizes e o produto de um
elemento por uma matriz, € um espaco vectorial sobre K,

Departamento de Matemdtica (FCT/UNL) Algebra Linear e Geometria Analitica 6 /27



@ Considere n€ N e
K" ={(a1,a2,...,an) : a1,a2,...,an € K}.

Defina-se em K" a operacio de adicdo e de multiplicacdo por um
elemento de K dadas por:

(a1,a2,...,an)+ (b1, bo, ..., by) = (a1 + b1, a2 + b, ..., an + by)

a.(a1, a2, ...,ap) = (@ay, aay, ...,aa,), ack.

K" com as operacbes que acabamos de definir é um espaco vectorial
sobre K.
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@ Considere n€ N e

-1
Kalx] = {anx" + ap—1x""" + ...+ a1x+ a0 : an,an-1,...,a1, a0 € K},
o conjunto de todos os polindmios em x de grau menor ou igual a n.

K,[x], com as operagdes usuais de soma de polinémios e produto de
um elemento de K por um polinémio,

p(x) 4+ q(x) = (anx" + ap_1x""1 + .. 4+ a0) + (bpx" + by_1x" "t + ... + bg)
= (ap + bp)x" + (ap-1 + bn_l)x”’1 + ...+ (a0 + bo)

a.p(x) = a.(apx” + ap_1x" P+ ...+ ag)
(@an)x" + (ap—1)x" 1t + ... 4 (aag)

é um espaco vectorial sobre K.
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Definicao

Seja E um espago vectorial sobre K.
© Aos elementos de E chamamos vectores.
© Aos elementos de K chamamos escalares.

© Se K =R, dizemos que E é um espaco vectorial real.

@ Se K =C, dizemos que E é um espaco vectorial complexo.

Teorema
Sejam E um espaco vectorial sobre K, u,v € E e a € K. Ent3o:
1. a.0g = 0f;
2. 0.u = 0g;
3. (—a).u=a.(—u) = —(a.u),
4
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