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5. AplicagGes lineares

Aplicacées Lineares
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Aplieazass e
5.1 Aplicacoes lineares: Definicao, exemplos e propriedades

Definicao
Sejam E e E’ dois espacgos vectoriais sobre K (R ou C). Uma aplicacdo
f:E—F
diz-se uma aplicacao linear se satisfaz as duas condi¢Ges seguintes:
Q Vu,veE f(u+v)="f(u)+f(v).
Q Va e K,Vu € E, f(au) = af(u).

Observacdo

De agora em diante, sempre que nos referirmos a E, E' e E” como
espacos vectoriais, estamos a pensar que todos sdo considerados sobre o
mesmo corpo K (todos sobre R ou todos sobre C).
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LRI Aplicacdes lineares

Exemplos
@ A aplicacdo f : R — R definida por

f(x)=3x ¥xeR

€ uma aplicacdo linear. Porqué?
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LRI Aplicacdes lineares

Exemplos
@ A aplicacdo f : R — R definida por

f(x)=3x ¥xeR
€ uma aplicacdo linear. Porqué?
@ A aplicacio f : R3 — R? definida por
f(x,y,z) = (x —y,32) V(x,y,z) € R,

é uma aplicagdo linear. Porqué?
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LRI Aplicacdes lineares

Exemplos
@ A aplicacdo f : R — R definida por

f(x)=3x ¥xeR
€ uma aplicacdo linear. Porqué?
@ A aplicacio f : R3 — R? definida por
f(x,y,2) = (x —y,32z)  V¥(x,y,z) € R,
é uma aplicagdo linear. Porqué?
© A aplicacdo f : R?> — Rs3[x| definida por

f(a,b) = 3ax> 4+ bx V¥(a,b) € R?,

é uma aplicagdo linear. Porqué?
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LRI Aplicacdes lineares

Vejamos o exemplo 3. A aplicagdo f ¢ linear pois:

f(a, b) = 3ax3 + bx

1) f(u+v) = f(u) + f(v), para quaisquer u,v € R? ?
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Vejamos o exemplo 3. A aplicagdo f ¢ linear pois:

f(a, b) = 3ax3 + bx

1) f(u+v) = f(u) + f(v), para quaisquer u,v € R? ?

Ora, u = (a1, b1) e v = (az, by). Assim,
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LRI Aplicacdes lineares

Vejamos o exemplo 3. A aplicagdo f ¢ linear pois:

f(a, b) = 3ax3 + bx

1) f(u+v) = f(u) + f(v), para quaisquer u,v € R? ?

Ora, u = (a1, b1) e v = (az, by). Assim,

f(u + V) :f(al + ap, b1 + b2) = 3(31 + 82)X3 + (b1 + bg)X
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LRI Aplicacdes lineares

Vejamos o exemplo 3. A aplicagdo f ¢ linear pois:

f(a, b) = 3ax3 + bx

1) f(u+v) = f(u) + f(v), para quaisquer u,v € R? ?

Ora, u = (a1, b1) e v = (az, by). Assim,

f(u + V) :f(al + ap, b1 + b2) = 3(31 + 82)X3 + (b1 + bg)X

= (a1x® 4 b1x) + (a2x® + box) =
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LRI Aplicacdes lineares

Vejamos o exemplo 3. A aplicagdo f ¢ linear pois:

f(a, b) = 3ax3 + bx

1) f(u+v) = f(u) + f(v), para quaisquer u,v € R? ?

Ora, u = (a1, b1) e v = (az, by). Assim,

f(u + V) :f(al + ap, b1 + b2) = 3(31 + 82)X3 + (b1 + bg)X

= (alx3 + b1X) + (32X3 + b2X) = f(al, bl) + f(ag, b2)

Departamento de Matemdtica (FCT/UNL)

Algebra Linear e Geometria Analitica

6/ 42



LRI Aplicacdes lineares

Vejamos o exemplo 3. A aplicagdo f ¢ linear pois:

f(a, b) = 3ax3 + bx

1) f(u+v) = f(u) + f(v), para quaisquer u,v € R? ?

Ora, u = (a1, b1) e v = (az, by). Assim,

f(u + V) :f(al + ap, b1 + b2) = 3(31 + 82)X3 + (b1 + bg)X

= (alx3 + b1X) + (32X3 + b2X) = f(al, bl) + f(ag, b2)
= f(u)+ F(v) ¥
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LRI Aplicacdes lineares

f(a, b) = 3ax3 + bx

Vejamos o exemplo 3. A aplicagdo f ¢ linear pois:

1) f(u+v) = f(u) + f(v), para quaisquer u,v € R? ?

Ora, u = (a1, b1) e v = (az, by). Assim,

f(u+v) =Ff(ar + az, by + bp) = 3(a1 + a2)x> + (b1 + by)x
= (a1x3 + bix) + (32X3 + byx) = f(a1, b1) + f(az, b2)
= f(u)+f(v) v
2) f(au) = af(u), para qualquer u € R? e a € R?
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LRI Aplicacdes lineares

f(a, b) = 3ax3 + bx

Vejamos o exemplo 3. A aplicagdo f ¢ linear pois:

1) f(u+v) = f(u) + f(v), para quaisquer u,v € R? ?

Ora, u = (a1, b1) e v = (az, by). Assim,

f(u+v) =Ff(ar + az, by + bp) = 3(a1 + a2)x> + (b1 + by)x
= (a1x3 + bix) + (32X3 + byx) = f(a1, b1) + f(az, b2)
= f(u)+f(v) v
2) f(au) = af(u), para qualquer u € R? e a € R?

Ora, u=(a,b). Assim, para a € R,

f(au) =f(a(a, b)) =
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f(a, b) = 3ax3 + bx

Vejamos o exemplo 3. A aplicagdo f ¢ linear pois:
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LRI Aplicacdes lineares

f(a, b) = 3ax3 + bx

Vejamos o exemplo 3. A aplicagdo f ¢ linear pois:

1) f(u+v) = f(u) + f(v), para quaisquer u,v € R? ?

Ora, u = (a1, b1) e v = (az, by). Assim,

f(u+v) =Ff(ar + az, by + bp) = 3(a1 + a2)x> + (b1 + by)x
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2) f(au) = af(u), para qualquer u € R? e a € R?

Ora, u=(a,b). Assim, para a € R,

f(au) =f(a(a, b)) = f(aa, ab) = 3(aa)x® + (ab)x
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LRI Aplicacdes lineares
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LRI Aplicacdes lineares

f(a, b) = 3ax3 + bx

Vejamos o exemplo 3. A aplicagdo f ¢ linear pois:

1) f(u+v) = f(u) + f(v), para quaisquer u,v € R? ?

Ora, u = (a1, b1) e v = (az, by). Assim,

f(u+v) =Ff(ar + az, by + bp) = 3(a1 + a2)x> + (b1 + by)x
= (a1x3 + bix) + (32X3 + byx) = f(a1, b1) + f(az, b2)
= f(u)+f(v) v
2) f(au) = af(u), para qualquer u € R? e a € R?

Ora, u=(a,b). Assim, para a € R,

f(au) =f(a(a, b)) = f(aa, ab) = 3(aa)x® + (ab)x
= a(3ax3 + bx) = af(a, b) = af(u) v
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LRI Aplicacdes lineares

Exemplo
Seja E um espaco linear sobre K.

© A aplicacdo g : E — E definida por
g(u) =0g, Yu€eeE,
é uma aplicacdo linear. Chama-se a esta aplicacdo a aplicacdo nula.
Q A aplicacdo f : E — E definida por
f(uy=u, Yu€eeE,

é uma aplicacdo linear que se designa por aplicacao identidade de
E e que se representa por idg.
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5.3 Imagem e nicleo

Proposicao

Seja f : E — E’ uma aplicagio linear. Tem-se:

© f(0g) = 0g'.
Q VuecE, f(—u)=—f(u).
Exemplo
A aplicacdo
f: R2——R3
(x,y) = (v.x2)
¢ aplicacdo linear? ,
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s & iies 6 i el (ner
7
5.3 Imagem e nicleo

Proposicao

Seja f : E — E’ uma aplicagio linear. Tem-se:

Q f(0g) = Og.
Q VuecE, f(—u)=—f(u).
Exemplo
A aplicacdo
f: R2——R3
(x,y) = (¥:x.2)
é aplicagdo linear? Nio, porque f(0,0) = (0,0,2) # (0,0,0).
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ERWAVIIEISISMINEEICSI  Imagem e nidcleo de uma aplicagdo linear

Revisdo:
Sejam X e Y dois conjuntos e f : X — Y uma fun¢do (aplicagdo).

conjunto de chegada

Iimagem
ou contradominio

conjunto de partida
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ERWAVIIEISISMINEEICSI  Imagem e nidcleo de uma aplicagdo linear

Revisdo:

Sejam X e Y dois conjuntos e f : X — Y uma fun¢do (aplicagdo).

conjunto de chegada

imagem
ou contradominio

conjunto de partida
Definicao
Chama-se contradominio ou imagem de f ao conjunto

Imf = {f(x): x € X}.
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ERWAVIIEISISMINEEICSI  Imagem e nidcleo de uma aplicagdo linear

Tipos de funcoes:

X

T o

[—

g

(<]

o

X
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ERWAVIIEISISMINEEICSI  Imagem e nidcleo de uma aplicagdo linear

Tipos de funcoes:

X

L
_4‘

V.

X
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ERWAVIIEISISMINEEICSI  Imagem e nidcleo de uma aplicagdo linear

Tipos de funcoes:

=<

T o

\ 1=
Ll

X

Funcdo Injectiva
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ERWAVIIEISISMINEEICSI  Imagem e nidcleo de uma aplicagdo linear

Y

X
a
[ —b
[
_4‘ d
e

Tipos de funcoes:
N3o é funcdo

y [/
3E) &

Funcdo Injectiva Funcdo sobrejectiva
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ERWAVIIEISISMINEEICSI  Imagem e nidcleo de uma aplicagdo linear

Y

X
a
[ —b
[
_4‘ d
e

Tipos de funcoes:
N3o é funcdo

y [/
3E) &

Funcdo Injectiva Funcdo sobrejectiva
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[mzremieiycloleeimaloplicacanllinezy
Definicao
Sejam X e Y conjuntos e f : X — Y uma aplicac3o.

o f é sobrejectiva se
VyeY dIxeX f(x)=y,

ouseja,se Imf=Y.
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ERWAVIIEISISMINEEICSI  Imagem e nidcleo de uma aplicagdo linear

Definicao

Sejam X e Y conjuntos e f : X — Y uma aplicac3o.

o f é sobrejectiva se
VyeY IxeX f(x)=y,

ouseja,se Imf=Y.

o f é injectiva se

Vx,x' € X  x#x = f(x) # f(X).
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ERWAVIIEISISMINEEICSI  Imagem e nidcleo de uma aplicagdo linear

Definicao

Sejam X e Y conjuntos e f : X — Y uma aplicac3o.

o f é sobrejectiva se
VyeY IxeX f(x)=y,

ouseja,se Imf=Y.

o f é injectiva se

Vx,x' € X  x#x = f(x) # f(X).

o f é bijectiva se f é sobrejectiva e injectiva.
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[mzremieiycloleeimaloplicacanllinezy
Definicao
Seja f : E — E’ uma aplicacio linear. Define-se niicleo de f, e
representa-se por Nuc f ou Ker f, o conjunto

Nucf ={ueE: f(uy=0g} CE.
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[mzremieiycloleeimaloplicacanllinezy
Definicao
Seja f : E — E’ uma aplicacio linear. Define-se niicleo de f, e
representa-se por Nuc f ou Ker f, o conjunto

Nucf ={ueE: f(uy=0g} CE.

Observacdo
Nucf C E
Imf={f(u):ueE} CFE
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Imagem e nicleo de uma aplicaco linear
Proposicao
Se f: E — E' é uma aplicac3o linear entdo

@ Nuc f é um subespago de E.
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Imagem e nicleo de uma aplicaco linear
Proposicao
Se f: E — E' é uma aplicac3o linear entdo

@ Nuc f é um subespago de E.

©Q Imf € um subespaco de E’.

Exercicio

Considere a aplicac3o linear f : R3 — R? de
f: R*—R?

(x,y,2) = (x+y,2z).

@ Determine uma base de Nuc f e a sua dimensdo;
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©Q Imf € um subespaco de E’.

Exercicio

Considere a aplicac3o linear f : R3 — R? de
f: R*—R?
(x,y,2) = (x+y,22).
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Imagem e nicleo de uma aplicaco linear
Proposicao
Se f: E — E' é uma aplicac3o linear entdo

@ Nuc f é um subespago de E.

©Q Imf € um subespaco de E’.

Exercicio

Considere a aplicac3o linear f : R3 — R? de
f: R® —R?
(x,y,2) = (x+y,2z).
@ Determine uma base de Nuc f e a sua dimensdo;
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© f € sobrejectiva? E injectiva?
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ERWAVIIEISISMINEEICSI  Imagem e nidcleo de uma aplicagdo linear

Observacdo
Seja f : E — E' € aplicag3o linear.

© Conhecendo Im f sabemos se f € sobrejectiva. Como?
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ERWAVIIEISISMINEEICSI  Imagem e nidcleo de uma aplicagdo linear

Observacdo
Seja f : E — E' € aplicag3o linear.
© Conhecendo Im f sabemos se f € sobrejectiva. Como?
(f é sobrejectiva sse Imf = E’)

© Conhecendo Nuc f sabemos se f € injectiva. Como?
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ERWAVIIEISISMINEEICSI  Imagem e nidcleo de uma aplicagdo linear

Observacdo
Seja f : E — E' € aplicag3o linear.
© Conhecendo Im f sabemos se f € sobrejectiva. Como?
(f é sobrejectiva sse Imf = E’)

© Conhecendo Nuc f sabemos se f € injectiva. Como?

4

Proposicao

Seja f : E — E' uma aplicagdo linear. Tem-se

f € injectiva sse Nuc f = {0g}.
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ERWAVIIEISISMINEEICSI  Imagem e nidcleo de uma aplicagdo linear

Teorema da Extens3o Linear

Exercicio
Considere a aplicacdo linear

f:R®— R
definida nos vectores da base B = ((1,1,1),(0,1,0),(0,0,1)) de R3, por

f(1,1,1) = (1,2), £(0,1,0)=(-1,3) e £(0,0,1) = (1,0).
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ERWAVIIEISISMINEEICSI  Imagem e nidcleo de uma aplicagdo linear

Teorema da Extens3o Linear

Exercicio
Considere a aplicacdo linear

f:R®— R
definida nos vectores da base B = ((1,1,1),(0,1,0),(0,0,1)) de R3, por

f(1,1,1) = (1,2), £(0,1,0)=(-1,3) e £(0,0,1) = (1,0).

@ Considere um elemento genérico (x,y,z) de R3 e escreva-o como
combinagdo linear dos vectores da base B;
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ERWAVIIEISISMINEEICSI  Imagem e nidcleo de uma aplicagdo linear

Teorema da Extens3o Linear

Exercicio
Considere a aplicacdo linear

f:R®— R
definida nos vectores da base B = ((1,1,1),(0,1,0),(0,0,1)) de R3, por

f(1,1,1) = (1,2), £(0,1,0)=(-1,3) e £(0,0,1) = (1,0).

@ Considere um elemento genérico (x,y,z) de R3 e escreva-o como
combinagdo linear dos vectores da base B;

@ Determine f(x,y, z).

Observacdo

Para conhecer uma aplicacio linear basta saber os valores que a mesma
toma nos vectores de uma base do espaco vectorial de partida.
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ERWAVIIEISISMINEEICSI  Imagem e nidcleo de uma aplicagdo linear

Teorema
Seja f : E — E’ uma aplicagio linear. Tem-se:
Q Se E=(v,...,vs) entdo

Imf = (f(v1),...,f(vs)).

(Diz-se que f transforma geradores de E em geradores de Im f).
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Teorema
Seja f : E — E’ uma aplicagio linear. Tem-se:
Q Se E=(v,...,vs) entdo

Imf = (f(v1),...,f(vs)).

(Diz-se que f transforma geradores de E em geradores de Im f).

Q Seui,...,u€ E sdo linearmente independentes e f € injectiva entdo

(Diz-se que se f € injectiva entdo f transforma vectores I.i (de E) em
vectores I.i. de Imf C E’)
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