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ERWAVIIEISISMINEEICSI  Imagem e nidcleo de uma aplicagdo linear

Teorema da Dimensao

/—\‘
Teorema (Teorema da Dimens3o)

Se f: E — E' é uma aplicacdo linear, com E de dimens3o finita, entdo
Nuc f e Im f também tém dimens3o finita e

dim E = dim Nucf +dimImf.
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ERWAVIIEISISMINEEICSI  Imagem e nidcleo de uma aplicagdo linear
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Teorema (Teorema da Dimens3o)

Se f: E — E' é uma aplicacdo linear, com E de dimens3o finita, entdo
Nuc f e Im f também tém dimens3o finita e

dim E = dim Nucf +dimImf.
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ERWAVIIEISISMINEEICSI  Imagem e nidcleo de uma aplicagdo linear

Teorema da Dimensao

Teorema (Teorema da Dimens3o)

Se f: E — E’ é uma aplicacdo linear, com E de dimens3o finita, entdo
Nuc f e Im f também tém dimensio finita e

dim E = dim Nucf +dimImf.
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ERWAVIIEISISMINEEICSI  Imagem e nidcleo de uma aplicagdo linear

Exercicio
@ Considere uma aplicacdo linear da forma

f:R3 - R

Utilizando o teorema da dimens3o justifique que f ndo pode ser
sobrejectiva.

@ Considere uma aplicacdo linear da forma
f:R®—R2

Utilizando o teorema da dimens3o justifique que f ndo pode ser
injectiva.

© Considere uma aplicacdo linear da forma
f:R"— R".

Justifique que € injectiva se e s6 se € sobrejectiva.
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ERWAVIIEISISMINEEICSI  Imagem e nidcleo de uma aplicagdo linear

Exercicios Propostos Para Trabalho do Aluno:

5.6, 5.7, 5.10, 5.14, 5.24, 5.24, 5.26
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5.5 Matriz de uma aplicacao linear

Definicao

Sejam f : E — E’ uma aplica¢do linear, B = (ey,...,e,) uma base de E
e B'=(e],...,€e,) uma base de E’.

Designa-se por matriz de f em relacdo as bases 3 e 5’ (por esta
ordem), e representa-se por

M(f; B, B),

a matriz A = [ajj] € Mmxn(K) cuja coluna j, j =1,...,n, é a sequéncia
das coordenadas de f(ej) na base B’. Assim

f(e)) = arjel + -+ amjeh, J=1,...,n.
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PRI INIEICI  Matriz de uma aplicacdo linear

Exemplo

1. Considere a aplicacdo linear
f: R®—R?
(x,y,2) = (x+y,22),
e fixe-se em R3 a base

By =((1,1,1),(1,1,0),(0,1,1)),

e em R? a base

By =((1,1),(0,1)).
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PRI INIEICI  Matriz de uma aplicacdo linear

Exemplo

1. Considere a aplicagdo linear
f: R®—R?
(x,y,2) = (x+y,22),
e fixe-se em R3 a base
By =((1,1,1),(1,1,0),(0,1,1)),

e em R? a base
By =((1,1),(0,1)).

Pretende-se determinar

M(f; By, B}) = 7.

matriz de f em relagdo as bases B3; e 5]
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PRI INIEICI  Matriz de uma aplicacdo linear

© Comegar por calcular as imagens por f dos vectores de B;:
f(1,1,1) =(2,2), f(1,1,0) =(2,0), f(0,1,1) =(1,2).

© Agora consideram-se os elementos obtidos e encontram-se as suas
coordenadas em relagdo a base B:

f(1,1,1) = (2,2) =2(1,1) + 0(0,1)
f(1,1,0) = (2,0) = 2(1,1) + —2(0,1)
f(0,1,1) =(1,2) = 1(1,1) + 1(0,1).

© Finalmente pegam-se nas corrdenadas obtidas e colocam-se em

colunas na matriz (pela ordem dos elementos de Bj):

1

M(FBLB) = 5 1]
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PRI INIEICI  Matriz de uma aplicacdo linear

Exemplo

2. Considere a mesma aplicacdo linear
f: R? — R?

(xy,2) = (x+y,22).

Fixe-se em R3 a base canédnica de R3 (b.c.ps)
B =((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)),

e em R? a base candnica de R? (b.c.p2)

B = ((1,0),(0,1)).
Pretende-se determinar

M(f;B,B)="7.

matriz de f em relacdo as bases B e B’
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Matriz de uma aplicago linear
© Comegam-se por calcular as imagens por f dos elementos de B:
f(1,0,0) = (14+0,2x0) = (1,0), £(0,1,0) = (0+1,2x0) = (1,0)

£(0,0,1) = (04 0,2 x 1) = (0,2).

© Agora consideram-se os elementos obtidos e encontram-se as suas
coordenadas em relacio a base B':

f(1,0,0) = (1,0) = 1(1,0) + 0(0, 1)
f(0,1,0) = (1,0) = 1(1,0) + 0(0, 1)
f(0,0,1) = (0,2) = 0(1,0) + 2(0,1).
© Finalmente pegam-se nas coordenadas obtidas e colocam-se em

colunas na matriz (pela ordem dos elementos de B):

M(EBB)=] 5 5 3|
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PRI INIEICI  Matriz de uma aplicacdo linear

Qual a importancia da matriz de uma aplicacao linear?

Exemplo

Considere a aplicagdo linear
f: R® — R?

(x,y,2) — (x+y,22).
cuja matriz relativamente as bases
By =((1,1,1),(1,1,0),(0,1,1)) em R?

B =((1,1),(0,1)) em R?

(0N

M(f:B,B) = { 221 ]

Calculemos £(5, 4, 3). ‘
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PRI INIEICI  Matriz de uma aplicacdo linear

Qual a importancia da matriz de uma aplicacao linear?

Exemplo

Considere a aplicagdo linear
f: R® — R?

(x,y,2) = (x+y,2z).

cuja matriz relativamente as bases
By =((1,1,1),(1,1,0),(0,1,1)) em R?

B =((1,1),(0,1)) em R?

M(f:B,B) = { 221 }

Calculemos £(5, 4, 3). ‘

1° Usando a definicdo de f :  Ora, 7(5,4,3) = (5+ 4,2 x 3) = (9,6).
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)42 6t 7B EpliEes vy
2° Usando a matriz M(f; By, B})

@ Encontrem-se as coordenadas de (5,4, 3) na base B,

(5,4,3) =
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)42 6t 7B EpliEes vy
2° Usando a matriz M(f; By, B})

@ Encontrem-se as coordenadas de (5,4, 3) na base B,

(5,4,3) = 4(1,1,1) + 1(1,1,0) + (~1)(0, 1, 1).
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)42 6t 7B EpliEes vy
2° Usando a matriz M(f; By, B})

@ Encontrem-se as coordenadas de (5,4, 3) na base B,

(5,4,3) = 4(1,1,1) + 1(1,1,0) + (~1)(0, 1, 1).

© Considera-se o vector das coordenas obtidas, (4,1, —1), e
multiplica-se a direita da matriz

M(f; B, B)) 11: =[2 21 il :{9].
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)42 6t 7B EpliEes vy
2° Usando a matriz M(f; By, B})

@ Encontrem-se as coordenadas de (5,4, 3) na base B,

(5,4,3) = 4(1,1,1) + 1(1,1,0) + (~1)(0, 1, 1).

© Considera-se o vector das coordenas obtidas, (4,1, —1), e
multiplica-se a direita da matriz

M(f; B, B)) 11: =[2 21 il :{9].

Pegam-se nas coordenadas obtidas e distribuem-se pela base 5/,

9(1,1) + —3(0,1) = (9,6) = £(5,4,3).
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PRI INIEICI  Matriz de uma aplicacdo linear

2° Usando a matriz M(f; B1,B})

@ Encontrem-se as coordenadas de (5,4, 3) na base B,
(5,4,3) =4(1,1,1) + 1(1,1,0) + (—1)(0,1,1).

@ Considera-se o vector das coordenas obtidas, (4,1, —1), e
multiplica-se a direita da matriz

4 4 9
. (2 2 1 _
mEB By 1 =5 5 1]t _[_3].
-1 1 N ,
Coordenadas de u na base B Coordenadas de f(u) na base B’

Pegam-se nas coordenadas obtidas e distribuem-se pela base 5/,

9(1,1) + —3(0,1) = (9,6) = £(5,4,3).
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PRI INIEICI  Matriz de uma aplicacdo linear

Exemplo

Sejam
B=((1,1,2),(0,2,6),(0,0,—4))  uma base de R®
B' =((1,0),(0,2)) uma base de R>.

Considere a aplicacdo linear f : R — R? tal que

A= M(f;B,B) = { 32 g}.

Determinemos f(1,—3, —6).
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PRI INIEICI  Matriz de uma aplicacdo linear

Exemplo

Sejam
B=((1,1,2),(0,2,6),(0,0,—4))  uma base de R®
B' =((1,0),(0,2)) uma base de R>.

Considere a aplicacdo linear f : R — R? tal que
_ . n_[ 3 20
A= M(f;B,B) = { 32 ]
Determinemos f(1,—3, —6).
Comecemos por determinar a sequéncia das coordenadas do vector
u=(1,—-3,—6) na base B,

(1,-3,-6) = a1(1,1,2) + a2(0,2,6) + «3(0,0, —4).
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PRI INIEICI  Matriz de uma aplicacdo linear

Assim,

a;=1 a; =1
a1 + 2ap = =3 = ap = —2 .

201 + 60y — baz = —6 (resolvendo) a3 = —1

Tem-se entao,
(1,-3,-6) =1(1,1,2) + (—2)(0,2,6) + (—1)(0,0, —4).

Agora considera-se a sequéncia de coordenadas (1, —2, —1) e multiplica-se
a direita pela matriz M(f; B, B),

M(f;B,B’)[_ﬂz[i 3 3}[2}:{_”

A sequéncia (—1,3) n3o é diretamente f(u), mas é a sequéncia das
coordenadas de f(u) na base B/ = ((1,0),(0,2)) . Tem-se entdo
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PRI INIEICI  Matriz de uma aplicacdo linear

Assim,

a;=1 a; =1
a1 + 2ap = =3 = ap = —2 .

201 + 60y — baz = —6 (resolvendo) a3 = —1

Tem-se entao,
(1,-3,-6) =1(1,1,2) + (—2)(0,2,6) + (—1)(0,0, —4).

Agora considera-se a sequéncia de coordenadas (1, —2, —1) e multiplica-se
a direita pela matriz M(f; B, B),

M(f;B,B’)[_ﬂz[i 3 3}[2}:{_”

A sequéncia (—1,3) n3o é diretamente f(u), mas é a sequéncia das
coordenadas de f(u) na base B/ = ((1,0),(0,2)) . Tem-se entdo

f(u) = —1(1,0) + 3(0,2)
= (~1,6).
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PRI INIEICI  Matriz de uma aplicacdo linear

Proposicao

Seja f : E — E' uma aplicacio linear. Sejam B = (ey,...,e,) uma base
de E, B' = (e,...,e,) uma base de E' e A= M(f;B,B’).
Se (a1, ...,an) € a sequéncia das coordenadas de um vector u € E na

base B entdo a sequéncia das coordenadas de f(u) na base B’ é
(617 ce 7ﬁm) tal que

o B1
A

Qi Bm
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Matriz de uma aplicago linear
Matriz Mudanca de Base

Exemplo

Consideremos a aplicacdo linear
idg2 : R2 — R2

(x,y) — (x,y).
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Matriz de uma aplicago linear
Matriz Mudanca de Base

Exemplo

Consideremos a aplicacdo linear
idg2 : R? — R2
(x,y) = (xy)
Considerem-se as bases B = ((2,1),(0,1)) e By = ((1,0),(0,1)). Entdo,

M(idR2; B, Bl) =
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Matriz de uma aplicago linear
Matriz Mudanca de Base

Exemplo

Consideremos a aplicacdo linear
idg2 : R? — R2
(x,y) = (xy)
Considerem-se as bases B = ((2,1),(0,1)) e By = ((1,0),(0,1)). Entdo,

M(idR2;B,Bl) = |: i 2 :|

pois Matriz mudanca de base de B para B;

idg2(2,1) = (2,1) = 2(1,0) + 1(0,1)
idg2(0,1) = (0,1) = 0(1,0) + 1(0, 1),
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MWAVITEICIRIEEIC  Matriz de uma aplicagdo linear

e
M(idR2; Bl, B) =
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PRI INIEICI  Matriz de uma aplicacdo linear

e -
M(idR2;Bl,B) = |: 21 :|
-1
pois Matriz mudanca de base de By para B

idea(1,0) = (1,0) = 2(2,1) + (~3)(0.1)

idg2(0,1) = (0,1) = 0(2,1) + 1(0,1).
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PRI INIEICI  Matriz de uma aplicacdo linear

e -
M(idR2;Bl,B) = |: 21 :|
-1
pois Matriz mudanca de base de By para B

1 1
idez(1,0) = (1,0) = 5(2.1) + (-3)(0,1)
idp2(0,1) = (0,1) = 0(2,1) 4+ 1(0, 1).
Observacdo: Confirmar que:
@ Se A = M(idge; B, B1) entdo A~! = M(idgz; By, B).
Q M(idg2; B, B) = M(idg2; B1,B1) = b.

Definicao

Se B e B’ sdo bases de E designamos por matriz mudanca de base de B
para B’ a matriz

M(idg; B, B).
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PRI INIEICI  Matriz de uma aplicacdo linear

Qual a importancia da matriz mudanca de base?

Exemplo

Considere em R? as bases B1 = ((1,1),(0,1)) e B> = ((2,0),(0,1)).

Departamento de Matematica (FCT/UNL) Algebra Linear e Geometria Analitica
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PRI INIEICI  Matriz de uma aplicacdo linear

Qual a importancia da matriz mudanca de base?
Exemplo

Considere em R? as bases B1 = ((1,1),(0,1)) e B> = ((2,0),(0,1)).
A matriz mudanca de base By para By €

M(idR2; 81,82) = |:

= Nl
= O
| IS
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PRI INIEICI  Matriz de uma aplicacdo linear

Qual a importancia da matriz mudanca de base?

Exemplo

Considere em R? as bases B1 = ((1,1),(0,1)) e B> = ((2,0),(0,1)).
A matriz mudanca de base By para By €

M(idR2; 81,82) = |:

= Nl
= O
| IS

Considere o vector v = (3,2)
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PRI INIEICI  Matriz de uma aplicacdo linear

Qual a importancia da matriz mudanca de base?

Exemplo

Considere em R? as bases B1 = ((1,1),(0,1)) e B> = ((2,0),(0,1)).
A matriz mudanca de base By para By €

10
M(idR2;Bl,BQ) = |: ]2- 1 ] .

Considere o vector v = (3,2) cujas coordenadas relativamente a base B;
sdo (3,—1) pois

(3.2) = 3(1,1) + (- 1)(0,1),
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PRI INIEICI  Matriz de uma aplicacdo linear

Qual a importancia da matriz mudanca de base?

Exemplo

Considere em R? as bases B1 = ((1,1),(0,1)) e B> = ((2,0),(0,1)).
A matriz mudanca de base By para By €

0

e

Considere o vector v = (3,2) cujas coordenadas relativamente a base B;
sdo (3,—1) pois

= N[

M(idR2; 81,82) = |:

(3.2) = 3(1,1) + (- 1)(0,1),

e as coordenadas relativamente a base B,
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PRI INIEICI  Matriz de uma aplicacdo linear

Qual a importancia da matriz mudanca de base?

Exemplo

Considere em R? as bases B1 = ((1,1),(0,1)) e B> = ((2,0),(0,1)).
A matriz mudanca de base By para By €

30
M(idRz;Bl,Bg) = |: ]2- ] .
Considere o vector v = (3,2) cujas coordenadas relativamente a base B;

sdo (3,—1) pois
(3,2) = 3(1,1) + (=1)(0, 1),

e as coordenadas relativamente a base By sao (%, 2) pois

(3,2) = 2(2,0) +2(0,1).
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PRI INIEICI  Matriz de uma aplicacdo linear

Repare-se que

M(idRz;Bl,Bz) _3 =
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Repare-se que

/\/](idRz;Bl,B2)|: _31 ] = [ % (1) ] [ _31 ] -
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Repare-se que

I\/I(idRz;BlaB2)[ > ] = [ % (1)] [ 5 ] B [

N NIw
| I
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PRI INIEICI  Matriz de uma aplicacdo linear

Repare-se que
20 3 ]_
11 -1

Coor. de v na base B T Coord. de v na base B> 1

M(idR2;61,B2)|: _31 ] - [

N NIw
| I
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PRI INIEICI  Matriz de uma aplicacdo linear

Repare-se que
20 3 ]_
11 -1

Coor. de v na base B T Coord. de v na base B> 1
Conclusdo : A matriz de mudanca de base de (31 para B;) permite-nos
relacionar as coordenadas de um vector, na base 31, com as suas
coordenadas, na base B5.

N NIw
| I

M(idR2;61,B2)|: _31 ] - [
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PRI INIEICI  Matriz de uma aplicacdo linear

Repare-se que

I\/I(idRz;BlaB2)[ 2 ] = [% (1)] [ 5 ] B [ % }

Coor. de v na base B T Coord. de v na base B> 1
Conclusdo : A matriz de mudanca de base de (31 para B;) permite-nos
relacionar as coordenadas de um vector, na base 31, com as suas
coordenadas, na base B5.

Proposicao

Sejam By e B, bases de E e sejav € E. Se (a1,...,ap) € a sequéncia das
coordenadas de v na base By entio a sequéncia das coordenadas de v na
base By é ((1,...,0n) com

fe%] B
M(idg; B, Ba)| - | =]
Qn ﬁn
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Matriz de uma aplicaco linear
Composicdo de aplicacGes lineares
Sejam E, E' e E" e.v.,
f: E—E, g: EE—FE

duas aplicagGes lineares. Considere-se a composicao de g apds f, que se
designa por g o f, e é a aplicagdo

gof: E— E"

x = gof(x)=g(f(x))

Diagrama:
Ef\?} E”
gof
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Matriz de uma aplicaco linear
Composicdo de aplicacGes lineares
Sejam E, E' e E" e.v.,
f: E—E, g: EE—FE

duas aplicagGes lineares. Considere-se a composicao de g apds f, que se
designa por g o f, e é a aplicagdo

gof: E— E"

x = gof(x)=g(f(x))

Diagrama:
B g9 g
gof Entdo g o f ¢ linear.
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PRI INIEICI  Matriz de uma aplicacdo linear

Coloque-se uma base em cada espaco.

E1 f . A/ g . aff

B B B

S K

gof
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PRI INIEICI  Matriz de uma aplicacdo linear

Coloque-se uma base em cada espaco.

E1 f . A/ g . aff

B B B

gof

Temos agora 3 matrizes associadas a este diagrama:

f «—— M(f;B,B)
g «—— M(g: B, B")
gof «— M(gof;B,B")

Qual a relacdo entre elas?
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PRI INIEICI  Matriz de uma aplicacdo linear

Coloque-se uma base em cada espaco.

E1 f . A/ g . aff

B B B

gof

Temos agora 3 matrizes associadas a este diagrama:

f «—— M(f;B,B)
g «—— M(g: B, B")
gof «— M(gof;B,B")

Qual a relacdo entre elas?

M(gof;B,B")= M(g;B,B"\M(f;B,B)
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PRI INIEICI  Matriz de uma aplicacdo linear

Teorema

Sejam f : E — E' e g : E' — E" aplica¢es lineares. Sejam BB, B’ e B”
bases, respectivamente, de E, E' e E". Se M(f;B,B') e M(g;B’,B")
ent3o

M(gof;B,B") = M(g; B, B")M(f;B,B).
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PRI INIEICI  Matriz de uma aplicacdo linear

Exercicio: Considere as aplicacdes lineares
f:R?—R3 e g R} R*
(x,y) = (x,y,x+y) (a;b,c) = (a,b,c,at+b+c).

Considere em R?, R3 e R* as respectivas bases canénicas.
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PRI INIEICI  Matriz de uma aplicacdo linear

Exercicio: Considere as aplicacdes lineares
f:R?—R3 e g R} R*
(x,y) = (x,y,x+y) (a;b,c) = (a,b,c,at+b+c).

Considere em R?, R3 e R* as respectivas bases canénicas.
1. Determine a expressio analitica de g o f : R? — R*.
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PRI INIEICI  Matriz de uma aplicacdo linear

Exercicio: Considere as aplicacdes lineares
f:R?—R3 e g R} R*
(x,y) = (x,y,x+y) (a;b,c) = (a,b,c,at+b+c).

Considere em R?, R3 e R* as respectivas bases canénicas.
1. Determine a expressio analitica de g o f : R? — R*.

y ,x+y)
=Xy, x+y,x+y+x+y)=(xy,x+y,2x+2y).

2. Determine M(f; b.c.2, b.c.p3) e M(g; b.c.g3, b.c.gs).

(gof)(xy) = g(f(x,y)) = g(x_,
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Matriz de uma aplicago linear
Exercicio: Considere as aplicacdes lineares

f:R*—R> e g: R R

(x,y) = (x,y,x+y) (a;b,c) = (a,b,c,at+b+c).
Considere em R?, R3 e R* as respectivas bases canénicas.
1. Determine a expressio analitica de g o f : R? — R*.

y ,x+y)
=Xy, x+y,x+y+x+y)=(xy,x+y,2x+2y).

2. Betermine M(f; b.c.g2, b.c.g3) e M(g; b.c.ps, b.Cc.pa).
ra,

(gof)(xy) = g(f(x,y)) = g(x_,

10
M(f;b.cge,bcrs)=| 0 1 | eM(g;b.cgs,b.cps) =
11

= O O =
= O R O
H R OO
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PRI INIEICI  Matriz de uma aplicacdo linear

3. Determine M(g o f; b.c.p2, b.c.ps).
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PRI INIEICI  Matriz de uma aplicacdo linear

3. Determine M(g o f; b.c.p2, b.c.ps).
Tem-se que

M(gof;b.cpe,b.cps) =

N kR O
N R = O

© Confirme que
M(gof;b.cpe,b.cpa) =M(g;b.cps, b.c.ga)M(f; b.c.p2, b.c.p3).

Departamento de Matematica (FCT/UNL) Algebra Linear e Geometria Analitica 41 / 42
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3. Determine M(g o f; b.c.p2, b.c.ps).
Tem-se que

M(gof;b.cpe,b.cps) =

N kR O
N R = O

© Confirme que
M(gof;b.cpe,b.cpa) =M(g;b.cps, b.c.ga)M(f; b.c.p2, b.c.p3).
Efectivamente tem-se
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PRI INIEICI  Matriz de uma aplicacdo linear

Algumas informacdes obtidas da matriz de uma aplicacdo linear f : E — E’:

© Permite-nos obter a expressdo da aplicagdo ou seja, determinar f(u);
@ Permite-nos conhecer dimimf:
Efectivamente se
A= M(f;B,B) entio r(A)=dimimf. (Teorema).
© Permite-nos saber se f é bijectiva ou n3o.

Efectivamente,

f é bijectiva & A= M(f;B,B’) ¢ invertivel (Teor%na)
D

Exercicios Propostos Para Trabalho do Aluno:

5.36, 5.39, 5.40, 5.41, 5.42, 5.43, 5.44(c)
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