1. Matrizes Operagdes com mattrizes

1.2 Operagbes com matrizes (Multiplicagdo de matrizes)
Definicdo

Sejam A € M xn(K) e B € Mpyp(K). Define-se produto da matriz A
pela matriz B, e representa-se por AB, a matriz de M,y p(K) tal que

(AB)U:AilBlj+"'+Aianj, i=1....m j=1....p.
Assim,

(AB); ZA,kBkJ.
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Exemplo
9 8 7
01 2
-8 -2 6 | =
3 05
—— -1 0 14
A N———
B
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1. Matrizes Operagdes com mattrizes

Exemplo
9 8 7
01 2
-8 -2 6 | =
3 05
—— -1 0 14
A N———
B

0x9+1x (—8)+2x(-1)
3x9+0x (—8)+5x (—1)
-10 -2 14

22 24 41

0x8+1 X (—2)+2x0 O0x7+1x6+2x4

3x840 X (—=2)+5%x0 3X7+0x6-+5x4
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1. Matrizes Operagdes com mattrizes

Exemplo
9 8 7
01 2
-8 -2 6 | =
3 05
—— -1 0 14
A N———
B

0x9+1x(—=8)+2x(—-1) O0x8+4+1x(—2)+2x0 O0x7+41x6+2x4
3x9+0x (—=8)+5x(—1) 3x8+4+0x(—2)+5%x0 3x7+4+0x6+5x4
-10 -2 14

22 24 41

Pode-se sempre efectuar o produto de duas matrizes?

Departamento de Matematica (FCT/UNL) Algebra Linear e Geometria Analitica

21/ 62



1. Matrizes Operagdes com mattrizes
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0x8+1 X (—2)+2x0 O0x7+1x6+2x4

3x840 X (—=2)+5%x0 3X7+0x6-+5x4

Pode-se sempre efectuar o produto de duas matrizes?
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Exemplo
9 8 7
01 2
-8 -2 6 | =
3 05
—— -1 0 14
A N———
B

0x9+1x(—=8)+2x(—-1) O0x8+4+1x(—2)+2x0 O0x7+41x6+2x4
3x9+0x (—=8)+5x(—1) 3x8+4+0x(—2)+5%x0 3x7+4+0x6+5x4
-10 -2 14

22 24 41

Pode-se sempre efectuar o produto de duas matrizes? NAO!!!!

Da definicdo resulta que para se conseguir efectuar o produto temos de ter
o numero de colunas de A igual ao nimero de linhas de B.
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Exemplo

2 0
SefamA=| 0 1 1 1| eB=
-1 -1 11

N
O O NN

Podemos efectuar o produto AB?
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Exemplo

2 0
SefamA=| 0 1 1 1| eB=
-1 -1 11

N
O O NN

Podemos efectuar o produto AB?

Sim, Aédotipo 3x4 e B édotipo 4x2.
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Exemplo

2 0

Sejam A = 0 1 1 1|eB=
-1 -1 11

Podemos efectuar o produto AB?

Sim, Aédotipo 3x4 e B édotipo 4x2.

Assim a matriz AB serd uma matriz do tipo 3 x 2.
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Exemplo

N
O O NN

2 0

Sejam A = 0 1 1 1|eB=
-1 -1 11

Podemos efectuar o produto AB?

Sim, Aédotipo 3x4 e B édotipo 4x2.

Assim a matriz AB serd uma matriz do tipo 3 x 2.

Efetuando o produto,

N
OO NN
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Operagdes com matrizes
Nota: (Geral...)

Se A=[Aj] € Mmxn(K) e B=[Bjj] € Mpxp(K) entio:

Departamento de Matemdtica (FCT/UNL) Algebra Linear e Geometria Analitica 23 / 62




Operagdes com matrizes
Nota: (Geral...)

Se A=[Aj] € Mmxn(K) e B=[Bjj] € Mpxp(K) entio:

o AB = [(AB);j] € Mumx,(K);
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Operagdes com matrizes
Nota: (Geral...)

Se A=[Aj] € Mmxn(K) e B=[Bjj] € Muxp(K) entdo:
o AB = [(AB);j] € Mumx,(K);

@ O elemento (i, /) da matriz produto AB é
(AB)U = AilBlj + A,‘2B2J‘ —+ -+ A,‘anj
By -
A A o Ap . . .=

B
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Operagdes com matrizes
Nota: (Geral...)

Se A=[Aj] € Mmxn(K) e B=[Bjj] € Muxp(K) entdo:
o AB = [(AB);j] € Mumx,(K);

@ O elemento (i, /) da matriz produto AB é

(AB)jj = Ai1Bij + AinBoj + - - - + AinBpj

[Au A oo Ain:| . . . :|: AirBij + AppBoj + -+ - + Ajn By

Conclusdo:(AB);; é o produto da i-ésima matriz linha de A pela j-ésima
matriz coluna de B.
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Atencao que o produto de matrizes nao é comutativo...
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1. Matrizes Operagdes com mattrizes

Atencao que o produto de matrizes nao é comutativo...

Exemplo

. 1 -1 1 -1
SejamA—[O 2]68_[0 1].
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1. Matrizes Operagdes com mattrizes

Atencao que o produto de matrizes nao é comutativo...

Exemplo
. 1 -1 1 -1
SejamA—[O 5 ]eB_[O 1 ]
Tem-se que
1 -1 1 -1 1 -2
=105 [0 7=10 7
mas
1 -1 1 -1 1 -3
s 70 2 =10 %)
Donde,
AB # BA.
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(OppaEFEes R GRiEes
Proposicao
Seja A € Mpmxn(K) e sejam B, C matrizes do tipo adequado de forma a
que as operagdes indicadas estejam definidas. Tem-se

Q (AB)C = A(BC) (associativa);
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1. Matrizes Operagdes com mattrizes

Proposicao

Seja A € Mpmxn(K) e sejam B, C matrizes do tipo adequado de forma a

que as operagdes indicadas estejam definidas. Tem-se
Q (AB)C = A(BC) (associativa);

Q@ A(B+ C)=AB+ AC (distributiva, a esquerda),
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(OppaEFEes R GRiEes
Proposicao
Seja A € Mpmxn(K) e sejam B, C matrizes do tipo adequado de forma a
que as operagdes indicadas estejam definidas. Tem-se

Q (AB)C = A(BC) (associativa);

Q@ A(B+ C)=AB+ AC (distributiva, a esquerda),
(B4 C)A = BA+ CA (distributiva, a direita);
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(OppaEFEes R GRiEes
Proposicao
Seja A € Mpmxn(K) e sejam B, C matrizes do tipo adequado de forma a
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Q (AB)C = A(BC) (associativa);

Q@ A(B+ C)=AB+ AC (distributiva, a esquerda),
(B4 C)A = BA+ CA (distributiva, a direita);

Q «(AB) = (aA)B = A(aB), Ya € K.
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(OppaEFEes R GRiEes
Proposicao
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Q (AB)C = A(BC) (associativa);
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(OppaEFEes R GRiEes
Proposicao
Seja A € Mpmxn(K) e sejam B, C matrizes do tipo adequado de forma a
que as operagdes indicadas estejam definidas. Tem-se

Q (AB)C = A(BC) (associativa);

Q@ A(B+ C)=AB+ AC (distributiva, a esquerda),
(B4 C)A = BA+ CA (distributiva, a direita);

Q «(AB) = (aA)B = A(aB), Ya € K.

Q Al =I,A=A

Nota: Repare-se que as anteriores propriedades s3o usadas sempre que
efectuam ciculos em K.
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H3 no entanto algumas das propriedades da multiplicacdo em K que n3o
sdo verificadas pela multiplicacdo de matrizes:

©Q A multiplicagdo de matrizes ndo é comutativa (j& visto no exemplo
anterior);
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H3 no entanto algumas das propriedades da multiplicacdo em K que n3o
sdo verificadas pela multiplicacdo de matrizes:

©Q A multiplicagdo de matrizes ndo é comutativa (j& visto no exemplo
anterior);

Q@ AB=04A(A=0 ou B=0),
isto é, pode ter-se AB=0com A#0e B#0.
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H3 no entanto algumas das propriedades da multiplicacdo em K que n3o
sdo verificadas pela multiplicacdo de matrizes:

©Q A multiplicagdo de matrizes ndo é comutativa (j& visto no exemplo
anterior);

Q@ AB=04A(A=0 ou B=0),
isto é, pode ter-se AB=0com A#0e B#0.

Q@ (AB=AC e A#0)4 B=C,
(BA=CA e A#0)% B=C.
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H3 no entanto algumas das propriedades da multiplicacdo em K que n3o
sdo verificadas pela multiplicacdo de matrizes:

©Q A multiplicagdo de matrizes ndo é comutativa (j& visto no exemplo
anterior);

Q@ AB=04A(A=0 ou B=0),
isto é, pode ter-se AB=0com A#0e B#0.

Q@ (AB=AC e A#0)4 B=C,
(BA=CA e A#0)% B=C.

Nota: Quando n3o for importante especificar a ordem da matriz nula, em
vez da notacdo 0,xm, usa-se simplesmente a notacdo 0.
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Definicao
Seja A € M,»n(K). Chama-se poténcia de expoente k de A (k € Np)
3 matriz de M« ,(K), que representa-se por A, definida, por recorréncia,

do seguinte modo:

ak In, se k=20
| A“1A sekeN

Departamento de Matemdtica (FCT/UNL) Algebra Linear e Geometria Analitica 27 / 62




Definicao

Seja A € M,»n(K). Chama-se poténcia de expoente k de A (k € Np)
3 matriz de M« ,(K), que representa-se por A, definida, por recorréncia,
do seguinte modo:

Ak

_ l,, sek=20
| A“1A sekeN

Exemplo Seja A = [ 12 } . Tem-se que,

-1 2

A0 =
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Definicao

Seja A € M,»n(K). Chama-se poténcia de expoente k de A (k € Np)
3 matriz de M« ,(K), que representa-se por A, definida, por recorréncia,
do seguinte modo:

ak In, se k=20
| A“1A sekeN

Exemplo Seja A = [ 1 9

1 2
} . Tem-se que,

AO = 127
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Definicao

Seja A € M,»n(K). Chama-se poténcia de expoente k de A (k € Np)
3 matriz de M« ,(K), que representa-se por A, definida, por recorréncia,
do seguinte modo:

ak In, se k=20
| A“1A sekeN

Exemplo Seja A = [ —11 g } . Tem-se que,
A% =y,
A% = AA =
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Definicao

Seja A € M,»n(K). Chama-se poténcia de expoente k de A (k € Np)
3 matriz de M« ,(K), que representa-se por A, definida, por recorréncia,
do seguinte modo:

ak In, se k=20
| A“1A sekeN

1 2

Exemplo Seja A = [ 1 9

} . Tem-se que,
AO = I27

S IR IR
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Definicao

Seja A € M,»n(K). Chama-se poténcia de expoente k de A (k € Np)
3 matriz de M« ,(K), que representa-se por A, definida, por recorréncia,
do seguinte modo:

ak In, se k=20
| A“1A sekeN

Exemplo SejaA:[l1 g]Tem—se que,
AO:I27

1 2 1 2 -1 6
2 _ _ _
SR IS | R e
A3 =
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Definicao

Seja A € M,»n(K). Chama-se poténcia de expoente k de A (k € Np)
3 matriz de M« ,(K), que representa-se por A, definida, por recorréncia,
do seguinte modo:

ak In, se k=20
| A“1A sekeN

Exemplo SejaA:[l1 g]Tem—se que,
AO:I27

1 2 1 2 -1 6
2 _ _ _
SR IS | R e
A3 = A%A =
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Definicao

Seja A € M,»n(K). Chama-se poténcia de expoente k de A (k € Np)
3 matriz de M« ,(K), que representa-se por A, definida, por recorréncia,
do seguinte modo:

ak In, se k=20
| A“1A sekeN

1 2

Exemplo Seja A = [ 1 9

} . Tem-se que,

AO = I27

S IR IR

eeen 24123

-1 2
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Definicao

Seja A € M,»n(K). Chama-se poténcia de expoente k de A (k € Np)
3 matriz de M« ,(K), que representa-se por A, definida, por recorréncia,
do seguinte modo:

ak In, se k=20
| A“1A sekeN

1 2

Exemplo Seja A = [ 1 9

} . Tem-se que,
AO = I27

wemnm[ 4 2[4 2] 8]
wewas [ 28] 4 2] [T 1]
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(OppaEFEes R GRiEes
Proposicao

Quaisquer que sejam k,| € Ng, tem-se

Q AKAl =
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(OppaEFEes R GRiEes
Proposicao

Quaisquer que sejam k,| € Ng, tem-se

0 AkAI — AkJrl_
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(OppaEFEes R GRiEes
Proposicao

Quaisquer que sejam k,| € Ng, tem-se

0 AkAI — AkJrl_

g (Ak)I :Akl.
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(OppaEFEes R GRiEes
Proposicao

Quaisquer que sejam k,| € Ng, tem-se

o AkAI — AkJrl_
@ (AK) = A¥,
Observacao

Em geral, se A, B € M,»xn(K) e k € N, entdo

(AB)* # AKBX.  Porqué?
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(OppaEFEes R GRiEes
Proposicao

Quaisquer que sejam k,| € Ng, tem-se

o AkAI — AkJrl_
g (Ak)I — Akl.
Observacao

Em geral, se A, B € M,»xn(K) e k € N, entdo

(AB)* # AKBX.  Porqué?

Exercicios Propostos Para Trabalho do Aluno:

1.70, 1.71, 1.72, 1.73, 1.75, 1.76, 1.77, 1.78, 1.79, 1.83, 1.87, 1.89
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