
. . . . . .

.

......

Álgebra Linear e Geometria Anaĺıtica E
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6. Valores e Vectores Próprios 6.1 Definição

Valores e vectores próprios de uma matriz (quadrada)

.
Exemplo
..

......

Para a matriz A =

[
1 −1
0 2

]
, temos que

[
1 −1
0 2

] [
4
−4

]
=

[
8
−8

]
= 2

[
4
−4

]
.

︸ ︷︷ ︸
X

︸︷︷︸
α

︸ ︷︷ ︸
X

Diz-se neste caso que:

...1 α = 2 é valor próprio da matriz A;

...2 X =

[
4
−4

]
∈ M2×1(K) é vector próprio de A associado ao valor

próprio α = 2.
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Valores e vectores próprios de uma matriz (quadrada)

.
Exemplo
..

......

Para a matriz A =

[
1 −1
0 2

]
, temos que

[
1 −1
0 2

] [
4
−4

]
=

[
8
−8

]
= 2

[
4
−4

]
.

︸ ︷︷ ︸
X

︸︷︷︸
α

︸ ︷︷ ︸
X

Diz-se neste caso que:
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Valores e vectores próprios de uma matriz (quadrada)

.
Exemplo
..

......

Para a matriz A =

[
1 −1
0 2

]
, temos que

[
1 −1
0 2

] [
4
−4

]
=

[
8
−8

]
= 2

[
4
−4

]
.

︸ ︷︷ ︸
X

︸︷︷︸
α

︸ ︷︷ ︸
X

Diz-se neste caso que:
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∈ M2×1(K) é vector próprio de A associado ao valor
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6. Valores e Vectores Próprios 6.1 Definição

.
Definição
..

......

Seja A ∈ Mn×n(K).
Se X ∈ Mn×1(K) \ 0n×1 e α ∈ K tais que

AX = αX

então diz-se que:

...1 α é valor próprio da matriz A;

...2 X é vector próprio de A associado ao valor próprio α.

.
Observação
..

......

O vector X =

 0
...
0

 = 0n×1 não é considerado um vector próprio de A.
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6. Valores e Vectores Próprios 6.1 Definição

Como determinar os valores próprio de A ∈ Mn×n(K)?

A equação
AX = αX

é equivalente a

(A− αIn)X = 0 (sistema homogéneo).

Para que o sistema homogéneo seja posśıvel e indeterminado (para ter
soluções diferentes da solução nula), a matriz A− αIn não pode ser
invert́ıvel. Isto significa que

det(A− αIn) = 0.︸ ︷︷ ︸
PA(α)

.
Definição
..

......

Ao polinómio
PA(α) = |A− αIn|

chama-se polinómio caracteŕıstico de A.
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6. Valores e Vectores Próprios 6.1 Definição

.
Teorema
..

......

Seja A ∈ Mn×n(K) então,

α é valor próprio de A sse |A− αIn|︸ ︷︷ ︸
PA(α)

= 0.

.
Exerćıcio
..

......

Considere

A =

 −1 0 0
0 −1 1
0 −1 1

 ∈ M3×3(R).

1. Determine os valores próprios da matriz A;
• Obter o polinómio caracteŕıstico de A:

pA(α) = |A− αI3| =

∣∣∣∣∣∣
 −1 0 0

0 −1 1
0 −1 1

− α

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = ...
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pA(α) = |A− αI3| =

∣∣∣∣∣∣
 −1 0 0

0 −1 1
0 −1 1

− α

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = ...
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. . . . . .

6. Valores e Vectores Próprios 6.1 Definição
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α é valor próprio de A sse |A− αIn|︸ ︷︷ ︸
PA(α)

= 0.

.
Exerćıcio
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6. Valores e Vectores Próprios 6.1 Definição

=

∣∣∣∣∣∣
 −1 0 0

0 −1 1
0 −1 1

− α

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
−1− α 0 0

0 −1− α 1
0 −1 1− α

∣∣∣∣∣∣
= (−1− α)(−1− α)(1− α) + (−1− α)

= (−1− α)
[
(−1− α)(1− α) + 1

]
= −(α+ 1)α2︸ ︷︷ ︸

(Polinómio grau 3 pois A é matriz 3× 3 )

• Obter as ráızes (zeros) do polinómio caracteŕıstico:

pA(α) = 0 ⇔ −(α+ 1)α2 = 0

⇔ α+ 1 = 0 ∨ α2 = 0

⇔ α = −1 ∨ α = 0

Conclusão: α = −1 e α = 0 são os valores próprios de A
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=

∣∣∣∣∣∣
 −1 0 0

0 −1 1
0 −1 1

− α

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
−1− α 0 0

0 −1− α 1
0 −1 1− α

∣∣∣∣∣∣
= (−1− α)(−1− α)(1− α) + (−1− α)

= (−1− α)
[
(−1− α)(1− α) + 1

]
= −(α+ 1)α2︸ ︷︷ ︸
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0 −1− α 1
0 −1 1− α

∣∣∣∣∣∣
= (−1− α)(−1− α)(1− α) + (−1− α)

= (−1− α)
[
(−1− α)(1− α) + 1

]
= −(α+ 1)α2︸ ︷︷ ︸

(Polinómio grau 3 pois A é matriz 3× 3 )

• Obter as ráızes (zeros) do polinómio caracteŕıstico:

pA(α) = 0 ⇔ −(α+ 1)α2 = 0

⇔ α+ 1 = 0 ∨ α2 = 0

⇔ α = −1 ∨ α = 0

Conclusão: α = −1 e α = 0 são os valores próprios de A
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=

∣∣∣∣∣∣
 −1 0 0

0 −1 1
0 −1 1

− α

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
−1− α 0 0

0 −1− α 1
0 −1 1− α

∣∣∣∣∣∣
= (−1− α)(−1− α)(1− α) + (−1− α)

= (−1− α)
[
(−1− α)(1− α) + 1

]
= −(α+ 1)α2︸ ︷︷ ︸
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. . . . . .

6. Valores e Vectores Próprios 6.1 Definição

.
Observação
..

......

α = −1 ∨ α2 = 0 ⇔ α = −1︸ ︷︷ ︸ ∨ α = 0︸ ︷︷ ︸
Ráız de multiplicidade 1 Ráız de multiplicidade 2

⇓ ⇓

ma(−1) = 1 ma(0) = 2

.
Definição
..

......

A ∈ Mn×n(K) e α é um valor próprio de A. Designa-se por
multiplicidade algébrica do valor próprio α, e representa-se por

ma(α),

a multiplicidade de α como zero do polinómio caracteŕıstico de A.
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Departamento de Matemática (FCT/UNL) Álgebra Linear e Geometria Anaĺıtica 10 / 17
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. . . . . .

6. Valores e Vectores Próprios 6.1 Definição

Como determinar os vectores próprios de A ∈ Mn×n(K)?

Dado um valor próprio α ∈ K, queremos X ∈ Mn×1(K) que sejam solução
do sistema

AX = αX ⇔ (A− αIn)X = 0. (Posśıvel e Indetermindo.)

O conjunto de todas as soluções do sistema anterior vamos representar por
Mα. Assim,

Mα = {X ∈ Mn×1(K) : AX = αX}
= {X ∈ Mn×1(K) : (A− αIn)X = 0}

Este conjunto é um subespaço de Mn×1(K) a que se chama subespaço
próprio de A associado ao valor próprio α.
.
Definição
..

......

Chama-se multiplicidade geométrica do valor próprio α, à dimensão do
subespaço Mα e representa-se por

mg(α) = dim Mα.
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Como determinar os vectores próprios de A ∈ Mn×n(K)?
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. . . . . .

6. Valores e Vectores Próprios 6.1 Definição

.
Exerćıcio
..

......

Considere

A =

 −1 0 0
0 −1 1
0 −1 1

 ∈ M3×3(R).

2. Determine os subespaços próprios de A. Indique uma base para cada
um dos subespaços e a multiplicidade geométrica de cada valor
próprio.

Os valores próprios (determinados em 1.) são α = −1 e α = 0.
Pretende-se então determinar os subespaços M−1 e M0, onde

M−1 = {X ∈ M3×1(R) : (A− (−1)I3)X = 0}

M0 = {X ∈ M3×1(R) : (A− (0)I3)X = 0}.
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.
Exerćıcio
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. . . . . .

6. Valores e Vectores Próprios 6.1 Definição

M−1 = {X ∈ M3×1(K) : (A− (−1)I3)X = 0} = ?

(A− (−1)I3)X = 0 ⇔

 −1− (−1) 0 0
0 −1− (−1) 1
0 −1 1− (−1)

X =

 0
0
0


⇔

 0 0 0
0 0 1
0 −1 2

 x
y
z

 =

 0
0
0


Resolvendo o sistema, 0 0 0

0 0 1
0 −1 2

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

 −−−−−→
ℓ3 ↔ ℓ1

 0 −1 2
0 0 1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

−−−−→
(−1)ℓ1

 0 1 −2
0 0 1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
0
0
0


−−−−−−→
ℓ1 + (2)ℓ2

 0 1 0
0 0 1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

 . Assim,

{
y = 0
z = 0, x ∈ R
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M−1 = {X ∈ M3×1(K) : (A− (−1)I3)X = 0} = ?

(A− (−1)I3)X = 0 ⇔

 −1− (−1) 0 0
0 −1− (−1) 1
0 −1 1− (−1)

X =

 0
0
0


⇔

 0 0 0
0 0 1
0 −1 2

 x
y
z

 =

 0
0
0


Resolvendo o sistema, 0 0 0

0 0 1
0 −1 2

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

 −−−−−→
ℓ3 ↔ ℓ1

 0 −1 2
0 0 1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

−−−−→
(−1)ℓ1

 0 1 −2
0 0 1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
0
0
0


−−−−−−→
ℓ1 + (2)ℓ2

 0 1 0
0 0 1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

 . Assim,

{
y = 0
z = 0, x ∈ R
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6. Valores e Vectores Próprios 6.1 Definição

e o subespaço M−1 é dado por

M−1 =


 x

y
z

 ∈ M3×1(K) : x ∈ R, y = 0, z = 0


=


 x

0
0

 ∈ M3×1(K) : x ∈ R

 ≃
{
(x , 0, 0) ∈ R3 : x ∈ R

}
.

Ora,
(x , 0, 0) = x1(1, 0, 0)

pelo que

M−1 = ⟨

 1
0
0

⟩ ≃ ⟨(1, 0, 0)⟩.

Como a sequência ((1, 0, 0)) gera M−1 e é l.i., então é uma báse de M−1.
Tem-se que

mg(−1) = dim M−1 = 1.
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. . . . . .

6. Valores e Vectores Próprios 6.1 Definição

M0 = {X ∈ M3×1(K) : (A− (0)I3)X = 0} = ?

(A− (0)I3)X = 0 ⇔

 −1 0 0
0 −1 1
0 −1 1

X = 0

Resolvendo o sistema, −1 0 0
0 −1 1
0 −1 1

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

−−−−−−−−→
ℓ3 + (−1)ℓ2

 −1 0 0
0 −1 1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

−−−−→
(−1)ℓ1
(−1)ℓ2

 1 0 0
0 1 −1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
0
0
0


Assim, {

x = 0
y − z = 0

⇔
{

x = 0
y = z , z ∈ R
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. . . . . .

6. Valores e Vectores Próprios 6.1 Definição

e o subespaço M0 é dado por

M0 =


 x

y
z

 ∈ M3×1(K) : x = 0, y = z , z ∈ R


=


 0

z
z

 ∈ M3×1(K) : z ∈ R

 ≃
{
(0, z , z) ∈ R3 : z ∈ R

}
.

Ora,
(0, z , z) = z(0, 1, 1)

pelo que
M0 = ⟨(0, 1, 1)⟩.

Como a sequência ((0, 1, 1)) gera M0 e é l.i., então é uma báse de M0.
Tem-se que

mg(0) = dim M0 = 1.
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. . . . . .

6. Valores e Vectores Próprios 6.1 Definição
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e o subespaço M0 é dado por

M0 =


 x

y
z

 ∈ M3×1(K) : x = 0, y = z , z ∈ R


=


 0

z
z

 ∈ M3×1(K) : z ∈ R

 ≃
{
(0, z , z) ∈ R3 : z ∈ R

}
.
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.
Proposição
..

......

Seja A ∈ Mn×n(K). Sejam α1, α2, ..., αk ∈ K os valores próprios de A.

...1 O polinómio caracteŕıstico tem grau n, isto é, é da forma

PA(x) = |A− xIn| = anx
n + an−1x

n−1 + ...a1x + a0;

...2 PA(αi ) = |A− αi In| = 0;

...3 PA(0) = |A− 0In| = |A| = a0;

...4 k ≤ n;

...5 1 ≤ mg(αi ) ≤ ma(αi ), i = 1, ..., k.
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