6. Valores e Vectores Préprios

Exercicio
Considere

0
2 1 S M3><3(R).
0

1. Determine os valores préprios da matriz A,
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6. Valores e Vectores Préprios

Exercicio
Considere

0
2 1 S M3><3(R).
0

1. Determine os valores préprios da matriz A,
e Obter o polinémio caracteristico de A:

pa(a) =|A—ak| =
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6. Valores e Vectores Préprios

Exercicio
Considere

0 0
A= 1 2 1 S M3><3(R).
1 0

1. Determine os valores préprios da matriz A,
e Obter o polinémio caracteristico de A:

0 0 -2 100
pA(a) = |A—O¢/3| = 1 2 1 — 0 10
1 0 3 0 01
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6. Valores e Vectores Préprios

PA(a):|A—a/3|: 1 2—a 1 =
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6. Valores e Vectores Préprios

PA(a):|A—a/3|: 1 2—a 1 =

=—aR-a)3-a)+22—-a)=
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6. Valores e Vectores Préprios

-« 0 2
PA(a) = |A—Oz/3| = 1 2—a 1 =
1 0 3—«

=—al2-a)3—-a)+2(2—-a)=(2-a)(a®—-3a+2).
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-« 0 2
PA(a) = |A—Oz/3| = 1 2—a 1 =
1 0 3—«

=—al2-a)3—-a)+2(2—-a)=(2-a)(a®—-3a+2).

(Polinémio grau 3 pois A é matriz 3x 3 )
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PA(a):|A—a/3|: 1 2—a 1 =
=—al2-a)3—-a)+2(2—-a)=(2-a)(a®—-3a+2).

(Polinémio grau 3 pois A é matriz 3x 3 )

e Obter as raizes (zeros) do polinédmio caracteristico:
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6. Valores e Vectores Préprios
—o 0 2

PA(a): |A—Oz/3|= 1 2—a 1 =
1 0 3—«

=—al2-a)3—-a)+2(2—-a)=(2-a)(a®—-3a+2).

(Polinémio grau 3 pois A é matriz 3x 3 )

e Obter as raizes (zeros) do polinédmio caracteristico:

pa(a) =0& (2—a)(a® —3a+2)=0
3+£/9-4x2

Sa—-2=0Va=
[0 « 2

Sa=2 V a=2 V a=1
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6. Valores e Vectores Préprios
—o 0 2

PA(a): |A—Oz/3|= 1 2—a 1 =
1 0 3—«

=—al2-a)3—-a)+2(2—-a)=(2-a)(a®—-3a+2).

(Polinémio grau 3 pois A é matriz 3x 3 )

e Obter as raizes (zeros) do polinédmio caracteristico:

pa(a) =0& (2—a)(a® —3a+2)=0
3+£/9-4x2

Sa—-2=0Va= 5
Sa=2 V a=2 V a=1

Conclusdo: a@ =2 e a =1 s3o os valores préprios de A com
multiplicidades algébricas

ma(2) =2, ma(l)=1.
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6. Valores e Vectores Préprios

Exercicio

-2
S M3><3(R).

o o
—_

2. Determine os subespacos préprios de A. Indique uma base para cada
um dos subespacos e a multiplicidade geométrica de cada valor
proprio.
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6. Valores e Vectores Préprios

Exercicio

-2
S M3><3(R).

o o
—_

2. Determine os subespacos préprios de A. Indique uma base para cada
um dos subespacos e a multiplicidade geométrica de cada valor
proprio.

Pretende-se entdo determinar os subespacos M, e My, onde
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6. Valores e Vectores Préprios
;.
Exercicio

00
A=|1 2 1 | e€MssR).
10

2. Determine os subespacos préprios de A. Indique uma base para cada
um dos subespacos e a multiplicidade geométrica de cada valor
proprio.

Pretende-se entdo determinar os subespacos M, e My, onde

My = {X € Ms,1(R) : (A—(2)5)X =0}
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6. Valores e Vectores Préprios
;.
Exercicio

00
A=|1 2 1 | e€MssR).
10

2. Determine os subespacos préprios de A. Indique uma base para cada
um dos subespacos e a multiplicidade geométrica de cada valor
proprio.

Pretende-se entdo determinar os subespacos M, e My, onde

My = {X € Ms,1(R) : (A—(2)5)X =0}

My = {X € Max1(R): (A—(1))X =0}
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6. Valores e Vectores Préprios

X X
My, =< X = y S M3><1(K) : (A — 2/3) y = 0
z z 0
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6. Valores e Vectores Préprios

X X 0
My=dX=1|y | eEMza(K):(A-2hB)| y | =|0
z z 0
Resolvendo o' sistema, ~
-2 0 =210
1 0 1 0
1 0 1 0
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6. Valores e Vectores Préprios

X X 0
My, =< X = y S M3><1(K) : (A — 2/3) y = 0
z | Z 0

Resolvendo o' sistema, ~

-2 0 -2 1|0 -2 0 -2 ]0]
1 0 1 0 |&+in 0 0 O 0
1 0 1 0 | &+ 0 0 0 |O
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6. Valores e Vectores Préprios

X [ x 0

My, =< X = y S M3><1(K) : (A — 2/3) y = 0

z | Z 0

Resolvendo o' sistema, ~
-2 0 -2 1|0 -2 0 =2 |07 N 1 0110
1 0 1 0 |+in 0 0 O 0 | -ia 0 00O
1 0 1 0 t3+30 0 0 O 0 0 00O
4/16
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6. Valores e Vectores Préprios

X [ x 0
My=dX=1y |eEMza(K):(A-2k) |y | =0
z | Z 0
Resolvendo o' sistema, ~
-2 0 -2 1|0 -2 0 =2 |07 N 1 0110
1 0 1 0 |+in 0 0 O 0 | -ia 0 00O
1 0 1 0 t3+30 0 0 O 0 0 00O
Assim,
X=—z
y,z€eR
4/16
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6. Valores e Vectores Préprios

X [ x 0
My, =< X = y EM3X1(K):(A—2/3) y = 0
z | Z 0
Resolvendo o' sistema, ~
-2 0 -2 1|0 —20—20__.%1010
1 0 1 0 |+in 0 0 O 0 | -ia 0 00O
1 0 1 |0 &+tna 0 0 O 0 0 00O
Assim,
X=—z .
v, z€eR
—z
M, = y |:vy,zeR
z
4/16
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6. Valores e Vectores Préprios

X [ x 0
My=dX=1y |eEMza(K):(A-2k) |y | =0
z | Z 0
Resolvendo o' sistema, ~
-2 0 -2 1|0 —20—20__.%1010
1 0 1 0 |+in 0 0 O 0 | -ia 0 00O
1 0 1 |0 &+tna 0 0 O 0 0 00O
Assim,
X=—z
v, z€eR
—z
MZZ y :yaZGR 2{(_27y72):yaZ€R}
z
4/16
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6. Valores e Vectores Préprios

X [ x 0
My=dX=1y |eEMza(K):(A-2k) |y | =0
z | Z 0
Resolvendo o' sistema, ~
-2 0 -2 1|0 —20—20-_—%1010
1 0 1 0 |+in 0 0 O 0 | -ia 0 00O
1 0 1 |0 &+tna 0 0 O 0 0 00O
Assim,
X=—z .
y,z€eR
—z
M, = y cy,zeR Q{(—Z,y,Z)Zy,ZGR}
z
=((0,1,0),(-1,0,1)).
4/16
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6. Valores e Vectores Préprios

X [ x 0
M2 =<{{ X = y S M3><1(K) : (A— 2/3) y = 0
z | Z 0
Resolvendo o' sistema, ~
-2 0 =210 —20—20-_.%1010
1 0 1 0 | +ia 0 0 O 0 | -ia 0 00O
1 0 1 |0 &+tna 0 0 O 0 0 0010
Assim,
X=—z .
v, z€eR
—z
MZZ y :yaZGR 2{(_27y72):yaZ€R}
z
=((0,1,0),(—1,0,1)). Como os vectores geradores de M, s3o l.i.
4/16
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6. Valores e Vectores Préprios

X [ x 0
My, =< X = y S M3><1(K) : (A— 2/3) y = 0
z | Z 0

Resolvendo o' sistema,
-2 0 -2 1|0 -2 0 -2 1|0 10
1 0 1 0 |+in 0 0 O 0 | -ia 0 0
1 0 1 0 t3+30 0 0 O 0 00

Assim,
X=—z .
y,z€eR
-z
MZZ y :yaZGR 2{(_27y72):yaZ€R}
z

=((0,1,0),(—1,0,1)). Como os vectores geradores de M, s3o l.i.

entdo dimM, = 2
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6. Valores e Vectores Préprios

X X 0
My=dX=1y |eEMza(K):(A-2k) |y | =0
z | Z 0
Resolvendo o' sistema, ~
-2 0 -2 1|0 -2 0 -2 0__‘% 1 0110
1 0 1 0 |+in 0 0 O 0 | -ia 0 00O
1 0 1 0 t3+30 0 0 O 0 0 00O
Assim,
X=—z .
v, z€eR
—z
MZZ y . yaZGR 2{(_27)/72): yaZGR}
z

((0,1,0),(—1,0,1)). Como os vectores geradores de M, so |.i.
entdo dim M, = 2 ou seja mg(2) = 2.
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6. Valores e Vectores Préprios

X X
M =< X = y S M3><1(K) : (A— 1/3) y = 0
z z 0
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6. Valores e Vectores Préprios

X X 0
Mi=dX=]y |eEMza(K):(A-1k) |y | =] 0
z z 0
Resolvendo o sistema, e
-1 0 -2 |0
1 1 1 0
1 0 2 0
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6. Valores e Vectores Préprios

X X 0
M =< X = y S M3><1(K) : (A — 1/3) y = 0
z z 0
Resolvendo o sistema, e
-1 0 -2 |0
1 1 1 0 lo + 41
1 0 2 |o]| "™

Departamento de Matematica (FCT/UNL) Algebra Linear e Geometria Analitica 5/ 16



6. Valores e Vectores Préprios

X X 0
M =< X = y S M3><1(K) : (A— 1/3) y = 0
z z 0

10 -2 10 10 -21]o0
1 0 2 |o]|"®™ 0 0 0 |0
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6. Valores e Vectores Préprios

X X 0

Mi=dX=]y |eEMza(K):(A-1k) |y | =] 0

z z 0

Resolvendo o sistema, e

-1 0 -2 10 -1 0 -2 10 10 2 0°
1 1 1 0 | 40 0 1 =1 1|0 | (-1 01 -1 1|0
1 0 2 |o]| "™ 0 0 0 |0 00 0 [0
5/16
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6. Valores e Vectores Préprios

X X 0
Mi=qX=]y|eMza(K):(A-1h) | y 0
z z 0
Resolvendo o sistema, e
-1 0 -2 1|0 -1 0 -2 1|0 1 0 2 0°
1 1 1 0 | 40 0 1 =1 1|0 | (-1 01 -1 1|0
1 0 2 (o™ | o o o0 |oO 00 0 |0
Assim,
X = —2z
y=z
zeR
5/16
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6. Valores e Vectores Préprios

X X 0
Mi=<{X=]y E~/\/l3><1(K):(A_1/3) y | =10
z z 0
Resolvendo o sistema, e
-1 0 -2 1|0 -1 0 -2 1|0 1 0 2 0°
1 1 1 0 | 40 0 1 =1 1|0 | (-1 01 -1 1|0
1 0 2 (o] [ 0o o0 o0 |O 00 0 |0
Assim,
-2z
x= -2z My = z ze€R
y=2z e 5
zeR
5/16
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6. Valores e Vectores Préprios

X X 0
M =< X = y EM3X1(K):(A—1/3) y = 0
z z 0
Resolvendo o sistema, e
-1 0 -2 1|0 -1 0 -2 1|0 1 0 2 0°
1 1 1 0 | 40 0 1 =1 1|0 | (-1 01 -1 1|0
1 0 2 (o] [ 0o o0 o0 |O 00 0 |0
Assim,
-2z
x= -2z My = z ze€R
y=2z e 5
zeR
~ {(-2z,z,z) 1 ze R}
5/16
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6. Valores e Vectores Préprios

X X 0
Mi=dX=]y |eEMza(K):(A-1k) |y | =] 0
z z 0
Resolvendo o sistema M
-1 0 -2 1|0 -1 -2 10 1 0 2 0
1 1 1 0 | 40 0 -1 |0 | (-1 01 -1 1|0
1 0 2 |o| "™ | o 0 |0 00 0 |0
Assim
-2z
X=-2z zeR
y=2z
zeR
~ {(-2z,z, z) ze R} =((-2,1,1))
5/16
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6. Valores e Vectores Préprios

X X 0
M =< X = y S M3><1(K) : (A— 1/3) y = 0
z z 0

10 210 10 -2 10 10 2 ]o
1 1 1 0 | 40 0 1 =1 1|0 | (-1 01 -1 1|0
1 0 2 |o]|"®™ 0 0 0 |0 00 0 |0
Assim,
-2z
x=-2z My = z . zeR
_)/:Z e z

zeR
~{(-2z,z,z) : ze R} = ((—2,1,1))

Como os vectores geradores de My sdo l.i. entdo mg(1)=1.
5/16
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Proposicao

Seja A € Mpxn(K). Sejam aq, a, ..., ax € K os valores proprios de A.

@ O polinémio caracteristico tem grau
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Proposicao

Seja A € Mpxn(K). Sejam aq, a, ..., ax € K os valores proprios de A.
@ O polinémio caracteristico tem grau n, isto €, € da forma

Pa(x) = |A— xl,| = apx" + ap_1x" 1 4 .a1x + ag;
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Proposicao

Seja A € Mpxn(K). Sejam aq, a, ..., ax € K os valores proprios de A.
@ O polinémio caracteristico tem grau n, isto €, € da forma
Pa(x) = |A— xl,| = apx" + ap_1x" 1 4 .a1x + ag;

Q Pa(wi) =|A— il
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Proposicao

Seja A € Mpxn(K). Sejam aq, a, ..., ax € K os valores proprios de A.
@ O polinémio caracteristico tem grau n, isto €, € da forma
Pa(x) = |A— xl,| = apx" + ap_1x" 1 4 .a1x + ag;

Q Pa(ai) =|A—aijls| =0;
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Proposicao

Seja A € Mpyn(K). Sejam aq,az, ..., € K os valores préprios de A.
@ O polinémio caracteristico tem grau n, isto €, € da forma
Pa(x) = |A— xl,| = apx" + ap_1x" 1 4 .a1x + ag;
Q Pa(ai) =|A—ail,| =0;
Q Pa(0) =
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Proposicao

Seja A € Mpyn(K). Sejam aq,az, ..., € K os valores préprios de A.
@ O polinémio caracteristico tem grau n, isto €, € da forma
Pa(x) = |A— xl,| = apx" + ap_1x" 1 4 .a1x + ag;
Q Pa(ai) =|A—ail,| =0;
© Pa(0) =[A—0l| = A = a;
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6. Valores e Vectores Préprios

Proposicao

Seja A € Mpxn(K). Sejam aq, a, ..., ax € K os valores proprios de A.
@ O polinémio caracteristico tem grau n, isto €, € da forma

Pa(x) = |A— xl,| = apx" + ap_1x" 1 4 .a1x + ag;

Q Pa(ej) =|A—ajly| =0;
© Pa(0) =|A—0/y| = |A| = ao;
Q 1< mg(ei) <ma(ej), i=1,....k.

Departamento de Matemética (FCT/UNL) Algebra Linear e Geometria Analitica
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Proposicao
Seja A € Mpxn(K). Sejam aq, a, ..., ax € K os valores proprios de A.

@ O polinémio caracteristico tem grau n, isto €, € da forma
Pa(x) = |A— xl,| = apx" + ap_1x" 1 4 .a1x + ag;

@ Pa(ai) =|A—ail| =0;
© Pa(0) = |A— 0] = |A| = ao;

Q 1< mg(ei) <ma(ej), i=1,....k.

Proposicao
Seja A € M,»n(K). Sdo equivalentes as afirmagdes:
@ A € invertivel;

@ A ndo tem o valor préprio zero.
V.
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Diagonalizag&o
Matrizes semelhantes
Definicao

Sejam A e B duas matrizes de M x,(K). A e B dizem-se semelhantes se
existe uma matriz invertivel P € M, ,(K) tal que

P~lAP = B.
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6. Valores e Vectores Préprios Diagonaliza¢do

Matrizes semelhantes

Definicao
Sejam A e B duas matrizes de M ,x,(K). A e B dizem-se semelhantes se
existe uma matriz invertivel P € M, ,(K) tal que

P~lAP = B.

Exemplo

As matrizes A = [ 1 _31 } e B= [ 3 1 ] sao semelhantes,
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Diagonalizag&o
Matrizes semelhantes
Definicao

Sejam A e B duas matrizes de M ,x,(K). A e B dizem-se semelhantes se
existe uma matriz invertivel P € M, ,(K) tal que

P~lAP = B.

Exemplo

) 1 -1 3 -1 -
As matrizes A = [ 1 3 } e B= [ 11 ] sao semelhantes,

1

P
porque a matriz [ 0 1

] é invertivel e
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Diagonalizag&o
Matrizes semelhantes
Definicao

Sejam A e B duas matrizes de M ,x,(K). A e B dizem-se semelhantes se
existe uma matriz invertivel P € M, ,(K) tal que

P~lAP = B.

Exemplo

) 1 -1 3 -1 -
As matrizes A = [ 1 3 } e B= [ 11 ] sao semelhantes,

1

P
porque a matriz [ 0 1

] é invertivel e

P~tAP
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Diagonalizag&o
Matrizes semelhantes
Definicao

Sejam A e B duas matrizes de M ,x,(K). A e B dizem-se semelhantes se
existe uma matriz invertivel P € M, ,(K) tal que

P~lAP = B.

Exemplo

) 1 -1 3 -1 -
As matrizes A = [ 1 3 } e B= [ 11 ] sao semelhantes,

1
01

S P IR [ F

porque a matriz P = [ ] é invertivel e
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Diagonalizag&o
Matrizes semelhantes
Definicao

Sejam A e B duas matrizes de M ,x,(K). A e B dizem-se semelhantes se
existe uma matriz invertivel P € M, ,(K) tal que

P~lAP = B.

Exemplo

) 1 -1 3 -1 -
As matrizes A = [ 1 3 } e B= [ 11 ] sao semelhantes,

1
01

SN LR FHREEIE

porque a matriz P = [ ] é invertivel e
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6. Valores e Vectores Préprios Diagonaliza¢do

Proposicao
Se A, B € Mpyn(K) sdo semelhantes entdo:

Q@ A e B tém o mesmo polinémio caracteristico (Pa(x) = Pg(x));
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6. Valores e Vectores Préprios Diagonaliza¢do

Proposicao
Se A, B € Mpyn(K) sdo semelhantes entdo:
Q@ A e B tém o mesmo polinémio caracteristico (Pa(x) = Pg(x));

@ A e B tém os mesmos valores préprios, com as mesmas
multiplicidades algébricas.
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6. Valores e Vectores Préprios Diagonaliza¢do

Questdo: Quais os valores préprios de uma matriz diagonal,

a; 0 ... O
0 (6%) 0

D = ) ?
0 0 Qp
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6. Valores e Vectores Préprios Diagonaliza¢do

Questdo: Quais os valores préprios de uma matriz diagonal,

a; 0 ... O
0 (6%) 0

D = ?
0 0 ... ap

Resposta: Claro que s3o os elementos da diagonal principal da matriz
(a1, 2, ..y ).
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Diagonalizagdo
Questdo: Quais os valores préprios de uma matriz diagonal,

a; 0 ... O
0 (6%) 0

D = ?
0 0 ... ap

Resposta: Claro que s3o os elementos da diagonal principal da matriz
(a1, 2, ..y ).

Definicao
Seja A € Mxn(K). Diz-se que A é diagonalizavel se A é semelhante a
uma matriz diagonal, i.e., se existe uma matriz invertivel P € M, »(K)
tal que

P~1AP =D.
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Diagonalizagdo
Questdo: Quais os valores préprios de uma matriz diagonal,

a; 0 ... O
0 (6%) 0

D = ?
0 0 ... ap

Resposta: Claro que s3o os elementos da diagonal principal da matriz
(a1, 2, ..y ).

Definicao
Seja A € Mpxn(K). Diz-se que A é diagonalizavel se A é semelhante a
uma matriz diagonal, i.e., se existe uma matriz invertivel P € M, »(K)
tal que

P~1AP =D.

Observacao

A matriz P (quando existe) chama-se matriz diagonalizante de A.
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6. Valores e Vectores Préprios Diagonaliza¢do

Caracterizagao das matrizes diagonalizdveis

Teorema
Seja A € Mxn(K). Entdo,

A é diagonalizavel

se e sO se

a soma das multiplicidades geométricas dos valores préprios de A é = n

A i
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6. Valores e Vectores Préprios Diagonaliza¢do

Exemplo

A matriz

A=| 0 -1 1 (Exercicio aula passada),

tem como valores préprios os elementos a« = 0 e a« = —1, cujas
multiplicidades geométricas sdo mg(—1) =1 e mg(0) = 1. Assim,

mg(—1) + mg(0) =2 # 3.
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6. Valores e Vectores Préprios Diagonaliza¢do

Exemplo
0 0 -2

Vejamosse A= 1 2 1 € diagonalizavel e se for, determinemos
10 3

uma matriz diagonalizante.

1. Verificacdo do critério de diagonalizac3o:

Anteriormente vimos que os valores préprios de A s3o:
Q@ o =2 com mg(2) =2 e cuja base de M, é ((0,1,0),(—1,0,1));
@ a =1 com mg(l) =1 e cuja base de My é ((—2,1,1)).

Como

mg(2) + mg(1l) =2+ 1 =3 = ordem da matriz = A e diagonlizavel
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6. Valores e Vectores Préprios Diagonaliza¢do

2. Determinacdo da matriz diagonal e da diagonalizante:

Assim, por exemplo

2 00 0 -1 -2
D=]10 20 e P=|1 0 1
0 01 0 1 1
Tem-se de certeza que
P~1AP = D.
Observacao
Calculando P~1 obtém-se
1 1 1
Pl=1]1 0 2 e PTAP =D.
-1 0 -1
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6. Valores e Vectores Préprios Diagonaliza¢do

Outra escolha poderd ser

0 -2 -1
pP=11 1 0
0 1 1

o

Il
conwN
o~ o
N oo

o
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6. Valores e Vectores Préprios Diagonaliza¢do

Outra escolha poderd ser

2 00 0 -2 -1
D=|1010 e P=]1 1 0
0 0 2 0 1 1

(encontre ainda um outra matriz D e outra P) .
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6. Valores e Vectores Préprios Diagonaliza¢do

Uma aplicagao da diagonlizacao
Quando se sabe que uma matriz é diagonlizavel, torna-se simples calcular
poténcias dessa matriz.

Exemplo

No exercicio anterior viu-se que é diagonalizavel a matriz

0 0 -2
A=11 2 1
1 0 3
y
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6. Valores e Vectores Préprios Diagonaliza¢do

Uma aplicagao da diagonlizacao
Quando se sabe que uma matriz é diagonlizavel, torna-se simples calcular
poténcias dessa matriz.

Exemplo

No exercicio anterior viu-se que é diagonalizavel a matriz

00 -2
A=1|1 2 1
10 3
tendo-se
2 00 0 —2 -1
PAP=D, com D=|0 1 0 e P=|1 1 0
00 2 0 1 1
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6. Valores e Vectores Préprios Diagonaliza¢do

Uma aplicagao da diagonlizacao
Quando se sabe que uma matriz é diagonlizavel, torna-se simples calcular
poténcias dessa matriz.

Exemplo

No exercicio anterior viu-se que é diagonalizavel a matriz

00 -2
A=1|1 2 1
10 3
tendo-se
2 00 0 —2 -1
PAP=D, com D=|0 1 0 e P=|1 1 0
00 2 0 1 1

Suponha que se pretende calcular A2 = Ax Ax Ax ... x A=7
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6. Valores e Vectores Préprios Diagonaliza¢do

Ora,
PIAP=D = A=PDP1 = A2 — (PDP1)*,
Mas,

(PDP~1)*° = (PDP~Y)(PDP~')(PDPY) .. (PDP!)

= PD(P~*P)D(P*P)D(P~*P)...(P71P)DP!

:PD2OP—1
2200 0 0

=P| 0 120 o |P!
0 0 2%

Exercicios Propostos Para Trabalho do Aluno:

6.2, 6.37, 6.43, 6.81, 6.82, 6.87, 6.89
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