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7., 8. Um pouco de geometria analitica

Cada ponto P = (x,y,z) de R3 pode ser representado na forma:

Z
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7., 8. Um pouco de geometria analitica

Cada ponto P = (x,y,z) de R3 pode ser representado na forma:

Em R3 sabemos:

© Somar vectores (pontos):
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(1,2,3) + (~1,2,5) = (0,4,8)
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7., 8. Um pouco de geometria analitica

Cada ponto P = (x,y,z) de R3 pode ser representado na forma:

Em R3 sabemos:
@ Somar vectores (pontos): (1,2,3) 4 (—1,2,5) = (0,4,8)
@ Multiplicar um escalar por um vector:  4(1,2,3) = (4,8,12)
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Produto Interno e Geometria Analitica

Produto interno de vectores
Definicao

Dados dois vectores u = uy,up,u3z) €ev—=|_vy, Vo, Vv3 de R3 chama-se
) ) ) V29 )
produto interno de u e v, ao ndmero real

ulv = uivi + upvo + uzvs.

Exemplo
0 (1,2,5)[(0,-1,1) = :
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Produto Interno e Geometria Analitica

Produto interno de vectores
Definicao

Dados dois vectores u = uy,up,u3z) €ev—=|_vy, Vo, Vv3 de R3 chama-se
) ) ) V29 )
produto interno de u e v, ao ndmero real

ulv = uivi + upvo + uzvs.

Exemplo
0 (1,2,5)[(0,-1,1) =1.0+2.(-1)+5.1=3;
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Produto Interno e Geometria Analitica

Produto interno de vectores
Definicao

Dados dois vectores u = uy,up,u3z) €ev—=|_vy, Vo, Vv3 de R3 chama-se
) ) ) V29 )
produto interno de u e v, ao ndmero real

ulv = uivi + upvo + uzvs.

Exemplo
9 (1,2,5)[(0,-1,1) =1.0+2.(-1)+5.1
@ (0,0,0)[(5,-7,2) = ... =

I
w
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Produto Interno e Geometria Analitica

Produto interno de vectores
Definicao

Dados dois vectores u = uy,up,u3z) €ev—=|_vy, Vo, Vv3 de R3 chama-se
) ) ) V29 )
produto interno de u e v, ao ndmero real

ulv = uivi + upvo + uzvs.

Exemplo
0 (1,2,5)[(0,-1,1) =1.0+2.(-1)+5.1=3;
@ (0,0,0)|(5,-7,2)=...=0;
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Produto Interno e Geometria Analitica

Produto interno de vectores
Definicao

Dados dois vectores u = uy,up,u3z) €ev—=|_vy, Vo, Vv3 de R3 chama-se
) ) ) V29 )
produto interno de u e v, ao ndmero real

ulv = uivi + upvo + uzvs.

Exemplo
0 (1,2,5)[(0,-1,1) =1.0+2.(-1)+5.1=3;
@ (0,0,0)|(5,-7,2)=...=0;

9 (1,2,3)[(2,-1,0) = ... =
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Produto Interno e Geometria Analitica

Produto interno de vectores
Definicao

Dados dois vectores u = uy,up,u3z) €ev—=|_vy, Vo, Vv3 de R3 chama-se
) ) ) V29 )
produto interno de u e v, ao ndmero real

U‘V = ui1Vvy + UsVvo + U3z V3.

Exemplo
0 (1,2,5)[(0,-1,1) =1.0+2.(-1)+5.1=3;
@ (0,0,0)|(5,-7,2)=...=0;
9 (1,2,3)(2,-1,0) = ... = 0.

Observacao

Atencdo que o produto interno de vectores da um nimero real e ndo um
vector.

v

Departamento de Matemética (FCT/UNL) Algebra Linear e Geometria Analitica 4/15



Produto Interno e Geometria Analitica

Propriedades do produto interno

Proposicao
Sejam u,v,w € R3 e a € R. Tem-se que:

0 ulv =y
Q@ (utv)|w=ulw + viw;
9 (au)|v = a(u|v) = u|(av);
O ulu>0;

@ ulu=0 sse u=(0,0,0).
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Produto Interno e Geometria Analitica

Norma de um vector
Definicdo

Seja u = (u1, U, u3) é um vector de R3. Chama-se norma de u ao
ntiimero real n3o negativo,

|ul| = \/m (norma euclideana).

Exemplo
Q ((1,2,3)| =
1(0,0,0)[| =
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Produto Interno e Geometria Analitica

Norma de um vector
Definicdo

Seja u = (u1, U, u3) é um vector de R3. Chama-se norma de u ao
ntiimero real n3o negativo,

|ul| = \/m (norma euclideana).

Exemplo
0 (L2.3)| = VP F 2+ T = VIa
@ [(0,0,0)|| =
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Produto Interno e Geometria Analitica

Norma de um vector
Definicdo

Seja u = (u1, U, u3) é um vector de R3. Chama-se norma de u ao
ntiimero real n3o negativo,

|ul| = \/m (norma euclideana).

Exemplo
0 (L2.3)| = VP F 2+ T = VIa
@ [/(0,0,0)] = ... = 0;
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Produto Interno e Geometria Analitica

Norma de um vector
Definicdo

Seja u = (u1, U, u3) é um vector de R3. Chama-se norma de u ao
ntiimero real n3o negativo,

|ul| = \/m (norma euclideana).

Exemplo
0 (L2.3)| = VP F 2+ T = VIa
@ [/(0,0,0)] = ... = 0;

@ [(1,0,—L8)| =
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Produto Interno e Geometria Analitica

Norma de um vector
Definicdo

Seja u = (u1, U, u3) é um vector de R3. Chama-se norma de u ao
ntiimero real n3o negativo,

|ul| = \/m (norma euclideana).

Exemplo
0 (12,3 = VP T2+ F — VIa
@ (0,0,0) = ... = 0;
o (3.0, —@)H =...=1. (vector unitario)
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Produto Interno e Geometria Analitica

Propriedades da norma

Proposicao
Para qualquer u = (uy, up, u3) € R3 e a € R tem-se que:
Q [[ul| =0;

Q |lu/=0 sse u=(0,0,0);
Q |lovull = |afull.

Exemplo

|(~100, —200, —200)|| =
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Propriedades da norma
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Produto Interno e Geometria Analitica

Propriedades da norma

Proposicao
Para qualquer u = (uy, up, u3) € R3 e a € R tem-se que:
Q [[ul| =0;

Q |lu/=0 sse u=(0,0,0);
Q |lovull = |afull.

Exemplo

=100 x v/9 = 300.
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Produto Interno e Geometria Analitica
Definicao

Um vector u = (uy, to, u3) € R3 diz-se unitério se

[Jul = 1.
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Produto Interno e Geometria Analitica
Definicao

Um vector u = (u1, up, u3) € R3 diz-se unitario se

[Jul = 1.

Como obter vectores unitarios?

Exemplo

Considere-se o vector ndo nulo u = (1,-2,2).
O vector u tem norma

Jull = 1(1,-2,2)| = V1+4+4=3.

Para obter um vector unitario a partir de u basta considerar o vector
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Produto Interno e Geometria Analitica
Definicao

Um vector u = (u1, up, u3) € R3 diz-se unitario se

[Jul = 1.

Como obter vectores unitarios?

Exemplo

Considere-se o vector ndo nulo u = (1,-2,2).
O vector u tem norma

Jull = 1(1,-2,2)| = V1+4+4=3.

Para obter um vector unitario a partir de u basta considerar o vector

1 1
v=—u=-(1,-2,2)=
Jull ™3
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Produto Interno e Geometria Analitica
Definicao

Um vector u = (u1, up, u3) € R3 diz-se unitario se

[Jul = 1.

Como obter vectores unitarios?

Exemplo

Considere-se o vector ndo nulo u = (1,-2,2).
O vector u tem norma

Jull = 1(1,-2,2)| = V1+4+4=3.

Para obter um vector unitario a partir de u basta considerar o vector

1 1 (1,-2,2) = ( 1 2 2)
V=—7U= < - = \5y " 5547/
= 3% 3733
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Produto Interno e Geometria Analitica

Exercicio
Considere o subespaco de R3, F = ((2,-2,1),(1,0,1)).

@ Encontre dois vectores que gerem F mas que sejam unitarios.
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Produto Interno e Geometria Analitica

Exercicio
Considere o subespaco de R3, F = ((2,-2,1),(1,0,1)).

@ Encontre dois vectores que gerem F mas que sejam unitarios.
Ora, por exemplo

1 2 21
H( ) ) )H Vi 3( Pl ) (37 373)
L0 =V2 = vo= —=(10,1) = (5.0, )
V2 V22
tendo-se que F = ((3, -3, 3), (%,0, ﬁ»
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Produto Interno e Geometria Analitica

Exercicio
Considere o subespaco de R3, F = ((2,-2,1),(1,0,1)).

@ Encontre dois vectores que gerem F mas que sejam unitarios.
Ora, por exemplo

1 2 21
H(27 _27 1)” =3 = V1= §(2727 1) - (§7 _57 5)
1 1 1

||(].,0, 1)” = \/§ = (].,O, ]-) = (7 0 7)7

V2 V2 V2

tendo-se que F = ((3, -3, 3 ,(%,0, %))
@ Indique um vector de F que tenham norma 200.
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Produto Interno e Geometria Analitica

Exercicio
Considere o subespaco de R3, F = ((2,-2,1),(1,0,1)).

@ Encontre dois vectores que gerem F mas que sejam unitarios.
Ora, por exemplo

1 2 21
H(27 _27 1)” =3 = V1= §(2727 1) - (§7 _57 5)

1 1 1
=—(1,0,1) =(—%=,0,—2),
ﬁ( ) (ﬁ ﬁ)
_ /(2 _2 1y (1 1
tendo-se que F = ((5,—5,3 ,(ﬁ,o, ﬁ»
@ Indique um vector de F que tenham norma 200.
Por exemplo, u = (2,—2,1) tem norma ||u|| = 3. Assim basta fazer,

(L0, 1)[=v2 = w

400 400 200,
373737

1
V=200 x 5(2.2,1) =
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Produto Interno e Geometria Analitica

Angulo entre dois vectores

Definicdo
Dados dois vectores n3o nulos u, v € R3, chama-se angulo entre u e v, e
representamos por
L(u,v),
o ndmero real £(u,v) € [0, 7] tal que

ulv
Llu,v)= 2V
cos £(:v) = v
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Produto Interno e Geometria Analitica

Angulo entre dois vectores

Definicdo
Dados dois vectores n3o nulos u, v € R3, chama-se angulo entre u e v, e
representamos por

L(u,v),

o ndmero real £(u,v) € [0, 7] tal que

ulv
cos L(u,v) = ——-.
’ [ullllv]] )
Observacao
Quando u e v s3o n3o nulos entdo
ulv = [[ull[|v]| cos £(u, v).
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Produto Interno e Geometria Analitica

Exercicio

@ Determine o dngulo entre os vectores u = (1,0,1) e v = (0,1,1).
Ora,

lull =
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Produto Interno e Geometria Analitica

Exercicio

@ Determine o dngulo entre os vectores u = (1,0,1) e v = (0,1,1).
Ora,

lull = V12 + 02+ 12 = V2
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Produto Interno e Geometria Analitica

Exercicio

@ Determine o dngulo entre os vectores u = (1,0,1) e v = (0,1,1).
Ora,

lull = V12 + 02+ 12 = V2

v
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Produto Interno e Geometria Analitica

Exercicio

@ Determine o dngulo entre os vectores u = (1,0,1) e v = (0,1,1).
Ora,

lull = V12 + 02+ 12 = V2
v = V02 +12+12 =2
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Produto Interno e Geometria Analitica

Exercicio

@ Determine o dngulo entre os vectores u = (1,0,1) e v = (0,1,1).
Ora,

lull = V12 + 02+ 12 = V2
v = V02 +12+12 =2
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Produto Interno e Geometria Analitica

Exercicio

@ Determine o dngulo entre os vectores u = (1,0,1) e v = (0,1,1).
Ora,

lull = V12 + 02+ 12 = V2
v = V02 +12+12 =2

uy=1x0+0x14+1x1=1.
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Produto Interno e Geometria Analitica

Exercicio

@ Determine o dngulo entre os vectores u = (1,0,1) e v = (0,1,1).
Ora,

lull = V12 + 02+ 12 = V2
v = V02 +12+12 =2

uy=1x0+0x14+1x1=1.

Assim,

ulv
K = — =
cos £(,v) = v
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Produto Interno e Geometria Analitica

Exercicio

@ Determine o dngulo entre os vectores u = (1,0,1) e v = (0,1,1).

Ora,
lull = V12402 +12 =2
v = V02 +12+12=+2
uy=1x0+0x14+1x1=1.
Assim,

_oulvo 1 1
lulllivil  v2v2 2

cos £(u, v)
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Produto Interno e Geometria Analitica

Exercicio
@ Determine o dngulo entre os vectores u = (1,0,1) e v = (0,1,1).
Ora,
lull = V12402 +12 = V2
v = V02 +12+12 =2
uy=1x0+0x14+1x1=1.
Assim,
ulv 1 1
cos £(u,v) = = ==
lulllivil  v2v2 2
logo
L(u,v)
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Produto Interno e Geometria Analitica

Exercicio
@ Determine o dngulo entre os vectores u = (1,0,1) e v = (0,1,1).
Ora,
lull = V12402 +12 = V2
v = V02 +12+12 =2
uy=1x0+0x14+1x1=1.
Assim,
ulv 1 1
cos £(u,v) = = ==
lulllivil  v2v2 2
logo
1
L(u,v) = arccos 5 =
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Produto Interno e Geometria Analitica

Exercicio
@ Determine o dngulo entre os vectores u = (1,0,1) e v = (0,1,1).
Ora,
lull = V12 + 02+ 12 = V2
v = V02 +12+12 =2
uy=1x0+0x14+1x1=1.
Assim,
ulv 1 1
cos £(u,v) = = ==
lulllivil  v2v2 2
logo
1 =
£ = ==
(u, v) = arccos > =3
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Produto Interno e Geometria Analitica

Vectores perpendiculares e ortogonais
Definicao

Dois vectores u e v dizem-se ortogonais quando

ulv =0.

Exemplo

@ Os vectores u = (0,0,0) e v = (2,3, —1) sdo ortogonais pois,
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Produto Interno e Geometria Analitica

Vectores perpendiculares e ortogonais
Definicao

Dois vectores u e v dizem-se ortogonais quando

ulv =0.

Exemplo

@ Os vectores u = (0,0,0) e v = (2,3, —1) sdo ortogonais pois,

uly =0x2+0x3+0x(-1)=0;
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Produto Interno e Geometria Analitica

Vectores perpendiculares e ortogonais
Definicao

Dois vectores u e v dizem-se ortogonais quando

ulv =0.

Exemplo

@ Os vectores u = (0,0,0) e v = (2,3, —1) sdo ortogonais pois,

uly =0x2+0x3+0x(-1)=0;

@ Os vectores u = (1,0,0) e v =(0,1,0) sdo ortogonais pois
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Produto Interno e Geometria Analitica

Vectores perpendiculares e ortogonais
Definicao

Dois vectores u e v dizem-se ortogonais quando

ulv =0.

Exemplo

@ Os vectores u = (0,0,0) e v = (2,3, —1) sdo ortogonais pois,
uy=0x2+4+0x34+0x(-1)=0;
@ Os vectores u = (1,0,0) e v =(0,1,0) sdo ortogonais pois

uv=1x0+0x14+0x0=0.
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Produto Interno e Geometria Analitica

Vectores perpendiculares e ortogonais
Definicao

Dois vectores u e v dizem-se ortogonais quando

ulv =0.

Exemplo

@ Os vectores u = (0,0,0) e v = (2,3, —1) sdo ortogonais pois,
uy=0x2+4+0x34+0x(-1)=0;
@ Os vectores u = (1,0,0) e v =(0,1,0) sdo ortogonais pois

uv=1x0+0x14+0x0=0.

Neste caso os vectores dizem-se ainda perpendiculares pois

ulv
Llu,v) =
cos () = v
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Produto Interno e Geometria Analitica

Vectores perpendiculares e ortogonais
Definicao

Dois vectores u e v dizem-se ortogonais quando

ulv =0.

Exemplo

@ Os vectores u = (0,0,0) e v = (2,3, —1) sdo ortogonais pois,
uy=0x2+4+0x34+0x(-1)=0;
@ Os vectores u = (1,0,0) e v =(0,1,0) sdo ortogonais pois

uv=1x0+0x14+0x0=0.

Neste caso os vectores dizem-se ainda perpendiculares pois

ulv 0
cos L(u,v) = =
’ ulllivil llulllv]
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Produto Interno e Geometria Analitica

Vectores perpendiculares e ortogonais
Definicao

Dois vectores u e v dizem-se ortogonais quando

ulv =0.

Exemplo

@ Os vectores u = (0,0,0) e v = (2,3, —1) sdo ortogonais pois,
uy=0x2+4+0x34+0x(-1)=0;
@ Os vectores u = (1,0,0) e v =(0,1,0) sdo ortogonais pois

uv=1x0+0x14+0x0=0.

Neste caso os vectores dizem-se ainda perpendiculares pois

cos L(u,v) = uy __ 0 =0
’ alllivll ullivie
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Produto Interno e Geometria Analitica

Vectores perpendiculares e ortogonais
Definicao

Dois vectores u e v dizem-se ortogonais quando

ulv =0.

Exemplo

@ Os vectores u = (0,0,0) e v = (2,3, —1) sdo ortogonais pois,
uy=0x2+4+0x34+0x(-1)=0;
@ Os vectores u = (1,0,0) e v =(0,1,0) sdo ortogonais pois

uv=1x0+0x14+0x0=0.

Neste caso os vectores dizem-se ainda perpendiculares pois

ulv 0 T
cos L(u,v) = = =0, logo A£(u,v)=arccos0 = —.
ulllivil llulllv] 2
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Produto Interno e Geometria Analitica

Definicao
Dois vectores u e v ndo nulos dizem-se perpendiculares quando

L(u,v) = i

5 (= ulv=0).

Exercicio

Considere os vectores u = (2,0,2) e v = (1, k, k). Determine k por forma
a que os vectores sejam perpendiculares.
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Definicao
Dois vectores u e v ndo nulos dizem-se perpendiculares quando

L(u,v) = i

5 (= ulv=0).

Exercicio

Considere os vectores u = (2,0,2) e v = (1, k, k). Determine k por forma
a que os vectores sejam perpendiculares.

Como u e v sdo n3o nulos entdo é obrigar a que sejam ortogonais.

uv=02x140xk+2x k=0 k=-1.
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Definicao
Seja B = (e1, e, €3) uma base de R3.
@ B diz-se ortogonal quando

eilex = e1les = ex|e3 = 0.

@ B diz-se ortonormada quando é ortogonal e todos os vectores tém

norma 1. )
Exemplo
@ A base candnica de R3, b.cgs = ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) é
ortonormada.
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Definicao
Seja B = (e1, e, €3) uma base de R3.
@ B diz-se ortogonal quando

eilex = e1les = ex|e3 = 0.

@ B diz-se ortonormada quando é ortogonal e todos os vectores tém
norma 1.

Exemplo

@ A base candnica de R3, b.cgs = ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) é
ortonormada.

@ A base
g ((r2_2) (212 (. 221
~\\3’3” 3/7\3’3’3)’\ 3’3’3

também é uma base ortonormada de R3.
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—m

THE END!

Préximas duas aulas - Revisoes....
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