1. Matrizes Matrizes invertiveis

1.3 Matrizes invertiveis (S6 matrizes quadradas)

Como é bem sabido, todo o niimero real, n3o nulo, tem um inverso para a
multiplicacdo
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1.3 Matrizes invertiveis (S6 matrizes quadradas)

Como é bem sabido, todo o niimero real, n3o nulo, tem um inverso para a
multiplicacdo

Definicao

Seja A € M»n(K). Dize-se que A é invertivel, ou que tem inversa, se A
tem oposto para a multiplicacdo de matrizes, isto é, se existir uma matriz
B € Mpxn(K), tal que

AB=BA=1,
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1.3 Matrizes invertiveis (S6 matrizes quadradas)

Como é bem sabido, todo o niimero real, n3o nulo, tem um inverso para a
multiplicacdo

Definicao
Seja A € M»n(K). Dize-se que A é invertivel, ou que tem inversa, se A

tem oposto para a multiplicacdo de matrizes, isto é, se existir uma matriz
B € Mpxn(K), tal que

AB =BA =1,
Exemplo
SeA—[2 1]e=[} }]
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IRNVELGPEEIN  Matrizes invertiveis
1.3 Matrizes invertiveis (S6 matrizes quadradas)

Como é bem sabido, todo o niimero real, n3o nulo, tem um inverso para a
multiplicacdo

Definicao
Seja A € M»n(K). Dize-se que A é invertivel, ou que tem inversa, se A

tem oposto para a multiplicacdo de matrizes, isto é, se existir uma matriz
B € Mpxn(K), tal que

AB =BA =1,
Exemplo
Se A= {g H eB= [ : }tem—seAB:BA:lg, logo A é
invertivel.
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1.3 Matrizes invertiveis (S6 matrizes quadradas)

Como é bem sabido, todo o niimero real, n3o nulo, tem um inverso para a
multiplicacdo

Definicao
Seja A € M»n(K). Dize-se que A é invertivel, ou que tem inversa, se A
tem oposto para a multiplicacdo de matrizes, isto é, se existir uma matriz
B € Mpxn(K), tal que
AB =BA =1,
o
Exemplo
1 1
Se A= {g H eB= [ 2 73 }tem—seAB:BA:lg, logo A é
invertivel. E B é invertivel? Claro!!!
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1. Matrizes Matrizes invertiveis

Para A quantas matrizes B podem existir 7
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1. Matrizes Matrizes invertiveis

Para A quantas matrizes B podem existir 7

Teorema

Se A € Mpxn(K) é uma matriz invertivel entdo existe uma, e uma so,
matriz B tal que AB = BA = I,,.
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1. Matrizes Matrizes invertiveis

Para A quantas matrizes B podem existir 7

Teorema

Se A € Mpxn(K) é uma matriz invertivel entdo existe uma, e uma so,
matriz B tal que AB = BA = I,,.

Definicao
Se A € Mpxn(K) é uma matriz invertivel, a tnica matriz B tal que
AB = BA = I, designa-se por a inversa de A e é denotada por A~L.
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1. Matrizes Matrizes invertiveis

Para A quantas matrizes B podem existir 7

Teorema

Se A € Mpxn(K) é uma matriz invertivel entdo existe uma, e uma so,
matriz B tal que AB = BA = I,,.

Definicao
Se A € Mpxn(K) é uma matriz invertivel, a tnica matriz B tal que
AB = BA = I, designa-se por a inversa de A e é denotada por A~L.

Exemplo

SeA:{

2
0 1

! } entdo A~1 = {

oNi=
=Nl

} pois AA~L = A=1A = .
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1. Matrizes Matrizes invertiveis

Toda a matriz A # 0 é invertivel ?

to de Matemdtica (FCT/UNL) Algebra Linear e Geometria Analitica 31 /62



1. Matrizes Matrizes invertiveis

Toda a matriz A # 0 é invertivel ? Nao!!!

Exemplo

A matriz A = { ;1 8 } € May2(R) ndo tem inversa porque,

Departamento de Matemdtica (FCT/UNL) Algebra Linear e Geometria Analitica 31 /62




1. Matrizes Matrizes invertiveis

Toda a matriz A # 0 é invertivel ? Nao!!!
Exemplo

A matriz A = { ;1 0 } € Mjx2(R) ndo tem inversa porque, para

0

qualquer B = { i Z } € May2(R), tem-se
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1. Matrizes Matrizes invertiveis

Toda a matriz A # 0 é invertivel ? Nao!!!
Exemplo

A matriz A = { ;1 0 } € Mjx2(R) ndo tem inversa porque, para

0

qualquer B = { i Z } € May2(R), tem-se

_ | -1 0 a b | _ | —-a —-b
AB—[ 5 oHc d}_{Sa 5b]7é/2'
N&o existe assim nenhuma matriz B tal que AB = BA = k.
Diz-se que A € ndo invertivel (singular)
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1. Matrizes Matrizes invertiveis

Toda a matriz A # 0 é invertivel ? Nao!!!
Exemplo

A matriz A = { ;1 0 } € Mjx2(R) ndo tem inversa porque, para

0

(oI}

qualquer B = { Z } € May2(R), tem-se

_ | -1 0 a b | _ | —-a —-b
AB—[ 5 oHc d}_{Sa 5b]7é/2'
N&o existe assim nenhuma matriz B tal que AB = BA = k.
Diz-se que A € ndo invertivel (singular)

Observacao
A matriz 0pym também ndo € invertivel.
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1. Matrizes Matrizes invertiveis

Teorema

Seja A € Mpxn(K) uma matriz invertivel.

@ Se B € Mpun(K) é tal que AB = I, entdo B = A~! e, portanto,
BA = 1,.
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1. Matrizes Matrizes invertiveis

Teorema
Seja A € Mpxn(K) uma matriz invertivel.
@ Se B € Mpun(K) é tal que AB = I, entdo B = A~! e, portanto,

BA = 1,.
Q Se B € Myxn(K) € tal que BA = I, entdo B = A~! e, portanto,
AB = I,.
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1. Matrizes Matrizes invertiveis
Teorema

O Se A€ Mpyn(K) € invertivel entio A=t € invertivel e (A_l)f1 =
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1. Matrizes Matrizes invertiveis
Teorema

O Se A€ Mpyn(K) € invertivel entio A=t € invertivel e (A_l)f1 =A.
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1. Matrizes Matrizes invertiveis

Teorema

O Se A€ Mpyn(K) € invertivel entio A=t € invertivel e (A_l)f1 =A.

O Se a € K\{0} e A é invertivel entdo aA € invertivel
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1. Matrizes Matrizes invertiveis

Teorema

O Se A€ Mpyn(K) € invertivel entio A=t € invertivel e (A_l)f1 =A.

Q Se a € K\{0} e A é invertivel entdo oA € invertivele
(aA)t=a 1AL
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1. Matrizes Matrizes invertiveis
Teorema

O Se A€ Mpyn(K) € invertivel entio A=t € invertivel e (A_l)f1 =A.

Q Se a € K\{0} e A é invertivel entdo oA € invertivele
(aA)t=a 1AL

©Q Se A, B € M, xn(K) sdo invertiveis entio AB € invertivel
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IRNVELGPEEIN  Matrizes invertiveis
Teorema
- . N . _1y-1
@ Se A€ Mpyn(K) € invertivel entio A=1 € invertivel e (A71)"" = A.

Q Se a € K\{0} e A é invertivel entdo oA € invertivele
(aA)t=a 1AL

Q Se A, B € M,xn(K) sdo invertiveis entdo AB € invertivel e
(AB) ! = B 1AL,
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IRNVELGPEEIN  Matrizes invertiveis
Teorema
- . N . _1y-1
@ Se A€ Mpyn(K) € invertivel entio A=1 € invertivel e (A71)"" = A.

Q Se a € K\{0} e A é invertivel entdo oA € invertivele
(aA)t=a 1AL

Q Se A, B € M,xn(K) sdo invertiveis entdo AB € invertivel e
(AB) ! = B 1AL,

Q Mais geralmente, se k € N e Aq, ..., Ax € Mpxn(K) sdo invertiveis
entdo Ay --- Ay € invertivel e (Ay--- A ) P = At AL
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1. Matrizes Matrizes invertiveis

Teorema

O Se A€ Mpyn(K) € invertivel entio A=t € invertivel e (A_l)f1 =A.

Q Se a € K\{0} e A € invertivel entdo oA € invertivel e
(aA)t=a 1AL

Q Se A, B € M,xn(K) sdo invertiveis entdo AB € invertivel e
(AB) ! = B 1AL,

Q Mais geralmente, se k € N e Aq, ..., Ax € Mpxn(K) sdo invertiveis
entdo Ay --- Ay € invertivel e (Ay--- A ) P = At AL

Observacdo

N3o temos férmula para a inversa de A+ B. Em geral,

(A+B)t#£A 14 B L
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1. Matrizes Matrizes invertiveis

Exemplo

} sao invertiveis tendo-se

2

1
2 .
3 } Assim,
-3
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1. Matrizes Matrizes invertiveis

Exemplo

As matrizes A = { g i } e B= { ; } sao invertiveis tendo-se

2
A*lz{% —%l}esflz{ % §]lAssim,
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1. Matrizes Matrizes invertiveis

Exemplo

As matrizes A = { g i } e B= { ; f } sao invertiveis tendo-se
1 2

Aflz[% _%1}68*1:{ 3 E}Assim,
3 3

o (A )=
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1. Matrizes Matrizes invertiveis

Exemplo

As matrizes A = { g i } e B= { ; f } sao invertiveis tendo-se
1 2

A*lz{% —%l}esfl—{ -3 ?}Assim,
3 ~3

o (A T=A= { g 1 } e (B1)1=
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1. Matrizes Matrizes invertiveis

Exemplo

As matrizes A = { g i } e B= { ; f } sao invertiveis tendo-se
11 _1 2 .

A*1:{2 2}eB*1—{ 3 %} Assim,
0 1 : 1

o (AT =A= 0 {]eB)t=B=]; ]|
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1. Matrizes Matrizes invertiveis

Exemplo

As matrizes A = { g i } e B= { ; f } sao invertiveis tendo-se
1 2

Aflz{% _%1}6871_{ 73 E}Assim,
3 3

o(A*l)*le:[g Ve t=8=]] 1]
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1. Matrizes Matrizes invertiveis

Exemplo

As matrizes A = { g i } e B= { ; f } sao invertiveis tendo-se
11 _1 2 .

A*1:{2 2}eB*1—{ 3 j’f} Assim,
0 1 : 1
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1. Matrizes Matrizes invertiveis

Exemplo

As matrizes A = { g L } e B= { ; } sao invertiveis tendo-se

2
A*lz{% —%l}esflz{ % §]lAssim,

[
Il
—
oRlm
|
[ERENTO
[
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1.4 Transposicao de matrizes
Definicdo

Seja A € Mpyxn(K). Chama-se matriz transposta de A, e representa-se
por AT, a matriz de M« m(K) tal que

(AT),,ZAji, i=1,...,n, j=1,....m.

y
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1.4 Transposicao de matrizes
Definicdo

Seja A € Mpyxn(K). Chama-se matriz transposta de A, e representa-se
por AT, a matriz de M« m(K) tal que

(AT)__ZAJ';, i=1,....n, j=1,....m.
U]
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1.4 Transposicao de matrizes
Definicdo

Seja A € Mpyxn(K). Chama-se matriz transposta de A, e representa-se
por AT, a matriz de M« m(K) tal que

(AT)__ZAJ';, i=1,...,n, j=1,....m.

Y

A A -0 A Ain Az
Ay An - Az A Axn

A= 7 . = AT=|
Aln A2n
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1. Matrizes Transposta de uma matriz

Exemplo

A transposta da matriz A = [

5 1
< AT _
1 3 4]eamatrle = g 3

Proposicao
Sejam a € K e A, B matrizes sobre K de tipos adequados para que as
operagdes indicadas tenham sentido. Tem-se
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1. Matrizes Transposta de uma matriz

Exemplo

A transposta da matriz A = [

5 1
< AT _
1 3 4]eamatrle = g 3

Proposicao
Sejam a € K e A, B matrizes sobre K de tipos adequados para que as
operagdes indicadas tenham sentido. Tem-se

9 (A7) =
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1. Matrizes Transposta de uma matriz

Exemplo

A transposta da matriz A = [

5 1
< AT _
1 3 4]eamatrle = g 3

Proposicao
Sejam a € K e A, B matrizes sobre K de tipos adequados para que as
operagdes indicadas tenham sentido. Tem-se

@ (AN =A
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1. Matrizes Transposta de uma matriz

Exemplo

1

5 1
< AT _
1 3 4]eamatrle = g 3

A transposta da matriz A = [

Proposicao
Sejam a € K e A, B matrizes sobre K de tipos adequados para que as
operagdes indicadas tenham sentido. Tem-se

@ (AN =A
@ (A+B) =
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1. Matrizes Transposta de uma matriz

Exemplo

1

5 1
< AT _
1 3 4]eamatrle = g 3

A transposta da matriz A = [

Proposicao
Sejam a € K e A, B matrizes sobre K de tipos adequados para que as
operagdes indicadas tenham sentido. Tem-se

@ (AN =A
Q@ (A+B) =AT +BT.
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1. Matrizes Transposta de uma matriz

Exemplo

1

5 1
< AT _
1 3 4]eamatrle = g 3

A transposta da matriz A = [

Proposicao
Sejam a € K e A, B matrizes sobre K de tipos adequados para que as
operagdes indicadas tenham sentido. Tem-se

@ (AN =A
Q@ (A+B) =AT +BT.
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1. Matrizes Transposta de uma matriz

Exemplo

1

5 1
< AT _
1 3 4]eamatrle = g 3

A transposta da matriz A = [

Proposicao
Sejam a € K e A, B matrizes sobre K de tipos adequados para que as
operagdes indicadas tenham sentido. Tem-se

@ (AN =A
Q@ (A+B) =AT +BT.
O (aA) =aAT,
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1. Matrizes Transposta de uma matriz

Exemplo

1

1
A transposta da matriz A = 02 éamatrizAT=|0 3
-1 3 4 5

Proposicao
Sejam a € K e A, B matrizes sobre K de tipos adequados para que as
operagdes indicadas tenham sentido. Tem-se

Q@A) =A

Q@ (A+B) =AT +BT.
O (aA)! =aAT

9 (AB)" =
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1. Matrizes Transposta de uma matriz

Exemplo

1

1
0 2], AT
1 3 4]eamatrle = g 3

A transposta da matriz A = [

Proposicao
Sejam a € K e A, B matrizes sobre K de tipos adequados para que as
operagdes indicadas tenham sentido. Tem-se

Q@A) =A

Q@ (A+B) =AT +BT.
O (aA)! =aAT

O (AB)' =BTAT.
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1. Matrizes Transposta de uma matriz

Exemplo

1

1
0 2], AT
1 3 4]eamatrle = g 3

A transposta da matriz A = [

Proposicao
Sejam a € K e A, B matrizes sobre K de tipos adequados para que as
operagdes indicadas tenham sentido. Tem-se

.. , N L. , 1
© Se A € invertivel entdo AT & invertivel e (AT) =
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1. Matrizes Transposta de uma matriz

Exemplo

1

1
0 2], AT
1 3 4]eamatrle = g 3

A transposta da matriz A = [

Proposicao
Sejam a € K e A, B matrizes sobre K de tipos adequados para que as
operagdes indicadas tenham sentido. Tem-se

O Se A é invertivel entdo AT é invertivel e (AT)_:l = (Afl)T.
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1. Matrizes Transposta de uma matriz

Definicdo

Uma matriz A € M ,(K) diz-se simétrica se A= AT e hemi-simétrica
se A= —AT.
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1. Matrizes Transposta de uma matriz

Definicdo
Uma matriz A € M ,(K) diz-se simétrica se A= AT e hemi-simétrica

se A= —AT.

Exemplo
4 -2 3 4 -2 3
A matrizA= | -2 5 -1 | ésimétricapois AT =| -2 5 -1
3 —% ™ 3 —% T
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Transposta de uma matriz
Definicdo
Uma matriz A € M ,(K) diz-se simétrica se A= AT e hemi-simétrica
se A= —AT.

Exemplo
4 2 3 4 -2 3
A matrizA= | -2 5 -1 | ésimétricapois AT =| -2 5 -1
3 —% s 3 —% T
] 0 w 2 o ) _
A matriz B=| —xi 0 -3 | é hemi-simétrica pois
—2i 3 0
0 —mi —2i
BT=|x o 3|=-B.
2i -3 0
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Transposta de uma matriz
Definicdo
Uma matriz A € M ,(K) diz-se simétrica se A= AT e hemi-simétrica
se A= —AT.

Exemplo
4 -2 3 4 -2 3
A matrizA=| -2 5 -1 | ésimétricapoisAT =| -2 5 -1
3 —% T 3 —% T
] 0 mi 2 o ) _
A matriz B=| —xi 0 -3 | é hemi-simétrica pois
—2i 3 0
0 —mi —=2i
B"=|x o 3|=-B.
2i -3 0
- 1 2 2 - - - - -
A matriz| -2 0 -3 | ndo € simétrica nem hemi—simétrica.
-2 3 7
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