Transformagdes e matrizes elementares
1.5 Transformacdes e matrizes elementares
Definicdo

Seja A € Mpxn(K). Chama-se transformacgao elementar sobre as
linhas de A a uma transformac¢do de um dos seguintes tipos:

I. Troca de posicdo, na matriz A, da linha i com a linha j, com i # j;
Il. Multiplicacdo de uma linha de A por um a € K\ {0};

I1l. Substituicdo da linha / de A pela sua soma com linha j de A
multiplicada por § € K, com i # j.
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Definicdo

Seja A € Mpxn(K). Chama-se transformacgao elementar sobre as
linhas de A a uma transformac¢do de um dos seguintes tipos:

I. Troca de posicdo, na matriz A, da linha i com a linha j, com i # j;
Il. Multiplicacdo de uma linha de A por um a € K\ {0};

I1l. Substituicdo da linha / de A pela sua soma com linha j de A
multiplicada por § € K, com i # j.

Notacdo

Vai adoptar-se a seguinte notagdo para as transformagoes sobre linhas:

1 0 2 32 0]_,[3 20 0 2 —6
3 2 0 |heta| 1 0 23301 0 2 |6+(-3)| 1 0 2.
01 2 0 1 2 0 3 6 0 3
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1. Matrizes Transformagdes e matrizes elementares

Notacdo

A — B, significa que a matriz B se obteve de A efectuando a
transformacdo elementar T (de tipo ndo especificado).

Definicao
Diz-se que A € M p,«n(K) é equivalente por linhas a B € M ;5 ,(K) se

B se pode obter a partir de A efectuando uma sequéncia finita com k,
k € Ny, transformacdes elementares sobre linhas. Tal serd denotado por

_—
(linhas)
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E possivel ”anular” uma transformacao elementar?
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E possivel ”anular” uma transformacao elementar?

Proposicao
Seja A € Mpmxn(K). Para qualquer transformacdo elementar sobre linhas
T existe uma transformacio elementar sobre linhas T' tal que

A—B—A
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A B

Liel;
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A Gt B Gt A, 175./,

A——B — A, a#0;

ol a Y
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_—
Gi+al;
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1. Matrizes Transformagdes e matrizes elementares

E possivel ”anular” uma transformacao elementar?

Proposicao
Seja A € Mpmxn(K). Para qualquer transformacdo elementar sobre linhas
T existe uma transformacio elementar sobre linhas T' tal que

A—B—A

Observagao

A= B A i#]

A o B Py A a#0;

A—7ar, B (=) A a#0, i#]
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1. Matrizes Transformagdes e matrizes elementares

E possivel ”anular” uma transformacao elementar?

Proposicao
Seja A € Mpmxn(K). Para qualquer transformacdo elementar sobre linhas
T existe uma transformacio elementar sobre linhas T' tal que

A—B—A

Observacdo

A Gt B Gt A, 175./,

A B A a#0;

al; a ey

A—rar B A a#F0, iF]

Diz-se ent3o que qualquer transformacdo elementar sobre linhas é

1 7 i
reversivel”. )
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Transformagdes e matrizes elementares
1.5 Transformacdes e matrizes elementares

Definicdo

Chama-se matriz elementar de M, ,(K), sobre linhas, de tipo I, Il ou
[1l, a toda a matriz que se obtém de /, por aplicacio de uma dnica
transformacdo elementar nas suas linhas, de tipo |, Il, ou Ill,

respectivamente.

Exemplo

Sdo matrizes elementares de Myx4(R), sobre linhas, as matrizes:
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1
0
0
0

E =

o = o
o O
= O OO
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1
0
0
0

E = , Pois Iy E;;

lyr—l3

o = o
o O
= O OO
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1.5 Transformacdes e matrizes elementares

Definicdo

Chama-se matriz elementar de M, ,(K), sobre linhas, de tipo I, Il ou
[1l, a toda a matriz que se obtém de /, por aplicacio de uma dnica
transformacdo elementar nas suas linhas, de tipo |, Il, ou Ill,

respectivamente.

Exemplo

Sdo matrizes elementares de Myx4(R), sobre linhas, as matrizes:

(1 0 0 0]
o o 10 . .
Er=1¢9 1 0 ol POisl——7Ep
|0 0 0 1|
1 0 0 0]
o100
En=10 07 0
0 0 0 1|
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1.5 Transformacdes e matrizes elementares

Definicdo

Chama-se matriz elementar de M, ,(K), sobre linhas, de tipo I, Il ou
[1l, a toda a matriz que se obtém de /, por aplicacio de uma dnica
transformacdo elementar nas suas linhas, de tipo |, Il, ou Ill,

respectivamente.

Exemplo

Sdo matrizes elementares de Myx4(R), sobre linhas, as matrizes:

E = , Pois Iy E;;

lyr—l3

[e=NeNeN
o = o
o O
= O OO

Ey =

(=N
[=NeN SN}
O ~NOOo
= O OO
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1.5 Transformacdes e matrizes elementares

Definicdo

Chama-se matriz elementar de M, ,(K), sobre linhas, de tipo I, Il ou
[1l, a toda a matriz que se obtém de /, por aplicacio de uma dnica
transformacdo elementar nas suas linhas, de tipo |, Il, ou Ill,

respectivamente.

Exemplo

Sdo matrizes elementares de Myx4(R), sobre linhas, as matrizes:

E = , Pois Iy E,,

Ly

[e=NeNeN
o = o
o O
= O OO

Ey =

, pois Iy = Ey;

(=N
[=NeN SN}
O ~NOOo
= O OO
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1.5 Transformacdes e matrizes elementares

Definicdo

Chama-se matriz elementar de M, ,(K), sobre linhas, de tipo I, Il ou
[1l, a toda a matriz que se obtém de /, por aplicacio de uma dnica
transformacdo elementar nas suas linhas, de tipo |, Il, ou Ill,

respectivamente.

Exemplo

Sdo matrizes elementares de Myx4(R), sobre linhas, as matrizes:

1 0 0 0]
_lo o0 10
L0 0 0 1 01 0 0
Em=1¢ » 1 o
(1 0 0 0] 0 001
_|lo 1 0 0
E// - 0 0 7 0 ’ pO’S /4 E//r
|0 0 0 1|
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1.5 Transformacdes e matrizes elementares

Definicdo

Chama-se matriz elementar de M, ,(K), sobre linhas, de tipo I, Il ou
[1l, a toda a matriz que se obtém de /, por aplicacio de uma dnica
transformacdo elementar nas suas linhas, de tipo |, Il, ou Ill,

respectivamente.

Exemplo

Sdo matrizes elementares de Myx4(R), sobre linhas, as matrizes:

1 0 0 0]
10
E, =279 . pois Iy ~Ej;
S
L ] _ o 100
Em=14 . 1 ol
(1 0 0 0] 0 001
_lo 10 0 ;
E; = 00 7 0l pois l4 E// pois MWE///-
0 0 0 1|
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1. Matrizes Transformagdes e matrizes elementares

Exercicio
1 0 0 01 0 0 -3 1 (1)(1)
0 -2 0|, 10 0|, 0o 1 0|, o o
0 0 1 0 0 1 0 0 1 o o
2 0 O 1 7 0
0 3 0|, 01 0
0 0 1 0 0 1

o= OO

= O OO

Departamento de Matematica (FCT/UNL) Algebra Linear e Geometria Analitica

43 / 58



1. Matrizes Transformagdes e matrizes elementares

Exercicio
1 0 0 01 0 0 -3 1 (1)(1)
0 -2 0|, 10 0|, 0o 1 0|, o o
0 0 1 0 0 1 0 0 1 o o
2 0 O 1 7 0
0 3 0|, 01 0
0 0 1 0 0 1

o= OO

= O OO

Qual a importancia das matrizes elementares?
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1. Matrizes Transformagdes e matrizes elementares

Exercicio
1 0 0 01 0 0 -3 1 (1)(1)
0 -2 0|, 10 0|, 0o 1 0|, o o
0 0 1 0 0 1 0 0 1 o o
2 0 O 1 7 0
0 3 0|, 01 0
0 0 1 0 0 1

o= OO

= O OO

Qual a importancia das matrizes elementares?

(Sao invertiveis)
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Teorema

Seja A € Mpxn(K).
Se
/m ? E,

sendo T uma transformacdo elementar sobre linhas, entdo

ATEA.

Nota: Qualquer transformacdo elementar sobre as linhas de uma matriz

A € Mpmxn(K) pode ser obtida premutiplicando A (multiplicando a
esquerda) por uma matriz elementar que resulta de /,, efectuando nas suas
linhas a mesma transformac3o elementar que se pretende nas linhas de A.
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Exemplo

Consideremos a matriz

»—
N
w
~

A
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Exemplo

Consideremos a matriz

Se efectuarmos a transformacio elementar nas linhas de A
1 2 3 4 — 1 2 3 4
2 01 1| 6—-264 |0 —4 -5 -7 |

Se fizermos a mesma transformac3o elementar nas linhas de /;, temos

10 — 1 0]_g
0 1| =20, | =2 1|

Vejamos que EA da o mesmo resultado:

1 0 1234 |1 2 3 4
-2 1 2011 |0 -4 -5 -7 |°
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Exercicio
Considere a matriz i
7
A=12
1

-2
5
-2

|
onNn o

© ~N =

Que matriz se deve multiplicar a esquerda de A

© obter a matriz

1 -2 0 9

2 5 -2 7

7 -2 0 1
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Exercicio

Considere a matriz i

7 -2 01
A=|2 5 -2 7
1 -2 0 9

Que matriz se deve multiplicar a esquerda de A para:

© obter a matriz

1 -2 0 9
2 5 -2 7|;
|7 -2 0 1|
Q obter a matriz
) 0 1
2/7 5/7 —2/7 1
1 -2 0 9
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Proposicao

Toda a matriz elementar E € My ,(K) € invertivel e tem-se, quaisquer
que sejam i,j € {1,...,n}:

. Sei#j e I”&T@)E entio I|,———~E' (E'1=E)

n ti—t;

Il. Sea e K\{0} e [l,——~E entio ln‘jg*iE_l

@

. Sei#j, eK e IHWE entio /”WE_I

As matrizes elementares s3o invertiveis
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Transformacdes e matrizes elementares
Exemplo
Considere as matrizes

(=N ]
O O
= O O
o
oo wv
o = O
= O O
¢
(=N
(=N ]
= Ww o
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EISTRiHEERES @ MEEES ClEEiEes
Exemplo

Considere as matrizes

E; =

(=N ]

10 5 0 0 1 0
0 0|, Eb =01 0| e Eg=]|0 1
0 1 0 0 1 00

= Ww o

Como sdo elementares, entdo s3o invertiveis. Quais as suas inversas?
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0 1 0
© E; é uma matriz elementar de tipo / e Efl =1 0 o0
0 0 1
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Exemplo
Considere as matrizes

= Ww o

10 5 0 0 1 0
E = 0 0|, Eb =01 0| e Eg=]|0 1
0 1 0 0 1 00

(=N ]

Como sdo elementares, entdo s3o invertiveis. Quais as suas inversas?

0 1 0
© E; é uma matriz elementar de tipo / e Efl =1 0 o0
0 0 1

© E, é uma matriz elementar de tipo /I e E{l =

o ouvl-
o = o
= O O

Algebra Linear e Geometria Analitica 48 / 58

Departamento de Matemdtica (FCT/UNL)



EISTRiHEERES @ MEEES ClEEiEes
Exemplo

Considere as matrizes

E; =

(=N ]

10 5 0 0 1 0
0 0|, Eb =01 0| e Eg=]|0 1
0 1 0 0 1 00

= Ww o

Como sdo elementares, entdo s3o invertiveis. Quais as suas inversas?

0 1 0
© E; é uma matriz elementar de tipo / e Efl =1 0 o0
0 0 1
, . . " 3 00
@ E> é uma matriz elementar detipo/l e E;, " =] 0 1 o0
0 0 1
) . _ 1 10 0
© E3 é uma matriz elementar de tipo [/l e E; = | 0 1 -3
0 0 1
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Exercicio
Justifique que a matriz

>

Il
cowo
cor
—ow

€ invertivel,
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Exercicio
Justifique que a matriz

>
Il
1
cowo
cor
—ow
|

€ invertivel, sabendo que
A= EE3E,

onde Eq, Ey>, E3 sdo as matrizes do exemplo anterior. Qual a inversa?

Exercicios Propostos Para Trabalho do Aluno:

1.9, 1.15, 1.26, 1.27, 1.34, 1.42, 1.43, 1.44, 1.46, 1.140, 1.143, 1.144
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