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2. Sistemas de Equacdes Lineares

Sistemas de Equacdes
Lineares
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2. Sistemas de Equacdes Lineares

Definicao
Uma equacao linear nas incégnitas xi, ..., x,, sobre K, é uma equacgio
do tipo
aixi + apxp + -+ apxn = b (1)
com ai,...,ap € K.
v
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2. Sistemas de Equacdes Lineares

Definicao
Uma equacao linear nas incégnitas xi, ..., x,, sobre K, é uma equacgio
do tipo

aixi + apxp + -+ apxn = b (1)
com ai,...,ap € K.
Aos elementos a1, ..., a, chamamos coeficientes da equacido e a b o

termo independente da equag3o.
Se b = 0 diz-se que a equacio é linear homogénea.
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2. Sistemas de Equacdes Lineares

Definicao
Uma equacao linear nas incégnitas xi, ..., x,, sobre K, é uma equacgio
do tipo

aixi + apxp + -+ apxn = b (1)
com ai,...,ap € K.
Aos elementos a1, ..., a, chamamos coeficientes da equacido e a b o

termo independente da equag3o.
Se b = 0 diz-se que a equacio é linear homogénea.

O elemento (1, 02, ..., 0,) € K" é uma solucao da equagdo (1) se

a1+ -+ anf, = b.
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2. Sistemas de Equacdes Lineares

Exemplos
@ A equagio linear
ax + by = c,
com a, b ndo sdo ambos nulos, define uma recta em R?.

© A equagio linear
Ax+ By + Cz=D,

em que A, B, C ndo sio todos nulos, define um plano em R3.

Passemos a definir agora sistema de equacdes lineares:
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2. Sistemas de Equacdes Lineares

Definicao
Um sistema de equacoes lineares é uma conjuncdo de um nimero finito
de equacoes lineares, todas nas mesmas incégnitas.
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2. Sistemas de Equacdes Lineares
Definicao

Um sistema de equacoes lineares é uma conjuncdo de um nimero finito
de equacoes lineares, todas nas mesmas incégnitas.

ailxy  Hapxe + -+ apxs = by
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2. Sistemas de Equacdes Lineares

Definicao
Um sistema de equacoes lineares é uma conjuncdo de um nimero finito
de equacoes lineares, todas nas mesmas incégnitas.

ailxy  Hapxe + -+ apxs = by
(S) axy  taxmxe + -+ amxan = b
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2. Sistemas de Equacdes Lineares

Definicao
Um sistema de equacoes lineares é uma conjuncdo de um nimero finito
de equacoes lineares, todas nas mesmas incégnitas.

ailxy  Hapxe + -+ apxs = by
(S) axy  taxmxe + -+ amxan = b
amix1 +amxe + -+ amnXn = bm
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2. Sistemas de Equacdes Lineares

Definicao

Um sistema de equacoes lineares é uma conjuncdo de um nimero finito

de equacoes lineares, todas nas mesmas incégnitas.

ailxy  Hapxe + -+ apxs = by
(S) axy  taxmxe + -+ amxan = b
amix1 +amxe + -+ amnXn = bm

commneN, a;,b;eK, i=1,...,m j=1,...,n

Diz-se que (S) é um sistema de m equag¢des lineares, nas n incdgnitas
X1,...,Xpn, Sobre K
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2. Sistemas de Equacdes Lineares

Definicao
Um sistema de equacoes lineares é uma conjuncdo de um nimero finito
de equacoes lineares, todas nas mesmas incégnitas.

ailxy  Hapxe + -+ apxs = by
(S) axy  taxmxe + -+ amxan = b
amix1 +amxe + -+ amnXn = bm

commneN, a;,b;eK, i=1,...,m j=1,...,n

Diz-se que (S) é um sistema de m equag¢des lineares, nas n incdgnitas
X1,...,Xpn, Sobre K

Se by = by = -+ = by, = 0 diz-se que (S) é um sistema homogéneo.
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2. Sistemas de Equacdes Lineares

Exemplos

o

x1+x+x3 = 2
x1—x+5x3 = 0
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2. Sistemas de Equacdes Lineares

Exemplos

o

x1+x+x3 = 2
x1—x+5x3 = 0

E um sistema de 2 equagdes lineares nas 3 incégnitas, x1, X2, X3.
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2. Sistemas de Equacdes Lineares

Exemplos

o
x1+x+x3 = 2
x1—x2+bx3 = 0

E um sistema de 2 equagdes lineares nas 3 incégnitas, x1, X2, X3.

2]
x+4+cosy —2+z=0
xy —3z=5
x>=3
3x+4y —z
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2. Sistemas de Equacdes Lineares

Exemplos

o
x1+x+x3 = 2
x1—x2+bx3 = 0

E um sistema de 2 equagdes lineares nas 3 incégnitas, x1, X2, X3.

2]
x+4+cosy —2+z=0
xy —3z=5
x>=3
3x+4y —z

N3o é um sistema de equagoes lineares.
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2. Sistemas de Equacdes Lineares

Exemplos

o
x1+x+x3 = 2
x1—x2+bx3 = 0

E um sistema de 2 equagdes lineares nas 3 incégnitas, x1, X2, X3.

2]
x+4+cosy —2+z=0
xy —3z=5
x>=3
3x+4y —z

N3o é um sistema de equagoes lineares.

© E um sistema de equacdes lineares?

5x +2y =2
X1+ 2x0 +4x3 — x4 = 0.
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2. Sistemas de Equacdes Lineares

Exemplos

o
x1+x+x3 = 2
x1—x2+bx3 = 0
E um sistema de 2 equacoes lineares nas 3 incognitas, xq, x2, X3.
2]
x+4+cosy —2+z=0
xy —3z=5
x>=3
3x+4y —z

N3o é um sistema de equagoes lineares.

© E um sistema de equacdes lineares?

5x +2y =2
X1+ 2x0 +4x3 — x4 = 0.

E um sistema de 2 equagdes lineares nas 6 incégnitas,
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2. Sistemas de Equacdes Lineares

Definicao
Um elemento (31, 2, ..., [3,) € K" diz-se uma solugao do sistema de n
incégnitas xi, X2, ..., Xn,

ailx1  tapxe + o+ ainxn = b
(S) aixy  tamxe + -+ amxn = b
amiX1 “+axmx2 + - 4+ ampXn = bm

se substituindo em cada equacdo equacdo do sitema as variadveis
X1, X2, ...y Xp POr (1, B2, ..., Bn, todas as equagdes se transformam numa
proposicao verdadeira.

O conjunto formado por todas as solu¢cdes de um sistema chama-se
conjunto-solucao do sistema.
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2. Sistemas de Equacdes Lineares

Classificacao de sistemas:

Impossivel
(se o conjunto solugdo ¢ vazio)

(S) diz-se:

Determinado
Possivel ((S) tem uma s6 solugio)

Indeterminado
((S) tem mais que uma solugao)
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2. Sistemas de Equacdes Lineares

Classificacao de sistemas:

Impossivel
(se o conjunto solugdo ¢ vazio)

(S) diz-se:
Determinado
Possivel ((S) tem uma s6 solugio)

/\

Indeterminado
((S) tem mais que uma solugao)

Exemplos

1. Um sistema homegéneo

aizxy + -+ ampxp = 0
- = 0

(S) an1xi + + a>nXn
amix1 + -+ ampxp = 0

é sempre possivel, pois (0,0, ...,0) € uma solucdo do sistema.
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2. Sistemas de Equacdes Lineares

2. Para o sistema

X1 + 2x = 2
—2x1 — 4 = -4~

(0,1) e (—4,3) sdo solugdes, pois

4 4+ 2x1 = 2 -4 + 2x3 = 2
—2x(0) — 4x1 = -4~ —2x(4) — 4x3 = -4~

Além disso,

C={(a1,n) € R?: a3 =2 — 2}
={(2 - 2ap,2) : az € R}.

(0N

constitui o conjunto de todas as solu¢Bes do sistema. O sistema
possivel e indeterminado (aprenderemos de seguida a resolver o
sistema).
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2. Sistemas de Equacdes Lineares

O nosso objectivo neste capitulo é:

(1) Discussao do sistema: Indicar para um dado sistema se este é
impossivel ou possivel e, no caso de ser possivel, se é determinado ou
indeterminado, sem determinar o conjunto de solucdes.

(2) Resolugao do sistema: Dado um sistema de equagdes lineares,
determinar o conjunto das suas solug¢Bes (que serd o conjunto vazio se
o sistema for impossivel).
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2. Sistemas de Equacdes Lineares

Definicao
Dado um sistema de equagdes lineares, nas incégnitas xi, ..., x,, sobre K
aixy + - 4+ amxp = b
(S) :
amix1 + -+ ampXn = bp

chamaremos forma matricial do sistema (S) a
(S) AX=8
onde X1 by

, X=1 e B=

Xn

7

€ a matriz simples do sistema

~—

QO Ac Mpxn(K
Q@ X e Myui(K) é
© B € M;yx1(K) é a matriz dos termos independentes.

~—

é a matriz das incognitas
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2. Sistemas de Equacdes Lineares

Chama-se matriz ampliada do sistema

ayxy + - 4+ amxp = b
() ,
amx1 + -+ ampXp = bm
a matriz
[A ’ B] € me(n—i—l)(K)
cuja coluna i, i=1,...,n, éigual a coluna i de A e cuja coluna n+1¢é
igual a coluna (lnica) de B.
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2. Sistemas de Equacdes Lineares

Chama-se matriz ampliada do sistema

ayxy + - 4+ amxp = b
() ,
amx1 + -+ ampXp = bm
a matriz
[A ’ B] € me(n—i—l)(K)
cuja coluna i, i=1,...,n, éigual a coluna i de A e cuja coluna n+1¢é
igual a coluna (lnica) de B.

Observacao

Note-se que

r([A| B])=r(A) ou r([A|B])=r(A)+1

Departamento de Matemdtica (FCT/UNL) Algebra Linear e Geometria Analitica 13 /26



2. Sistemas de Equacdes Lineares

Exemplo

Para o sistema de equagdes lineares nas incégnitas xi, x», x3, sobre R,

xx + x — x3 =0
2x1 + xo =1
(5) » e = 1
31 + x2 — x3 = 2

tem-se a seguinte forma matricial:

D
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2. Sistemas de Equacdes Lineares

Exemplo

Para o sistema de equagdes lineares nas incégnitas xi, x», x3, sobre R,

xx + x — x3 =0
2x1 + xo =1
(5) » e = 1
31 + x2 — x3 = 2

tem-se a seguinte forma matricial:

11 -1 0

2 1 0 |

1 0 -1 =1

3 1 -1 X3 2
——— ——

A X B

D
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2. Sistemas de Equacdes Lineares

Exemplo

Para o sistema de equagdes lineares nas incégnitas xi, x», x3, sobre R,

xx + x — x3 =0
2x1 + xo =1
(5) » e = 1
31 + x2 — x3 = 2

tem-se a seguinte forma matricial:

1 1 -1 0

2 1 0 |

1 0 -1 f — |1

3 1 -1 3 2

—_—— X" N——
A B
A sua matriz ampliada é
1 1 -1]|0
2 1 0]1
1 0 -1]|1
3 1 —-1]2
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2. Sistemas de Equacdes Lineares

Proposicao
Sejam A € Mpxn(K) e B € Mpx1(K). Se P € Mpym(K) é uma matriz
invertivel entdo os sistemas

(S) AX=B e (8) (PAX=PB

sdo equivalentes (isto € tém o mesmo conjunto de solucées).
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2. Sistemas de

Equacdes Lineares

Exercicio
Considere os sistemas

x+y=0 x+y=1 xX+y=2
(S1)4 x+2y=0 , (S2) x+2y=0 , (5)3 2x+2y=4 .
2x+3y =2 2x+3y =1 3x+3y =6

© Discuta cada um dos sistemas (S1), (S2) e (S3).
© Resolva os sistemas possiveis.

Algebra Linear e Geometria Analitica
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2. Sistemas de Equacdes Lineares

Resumo sobre a discussao de sistemas:

AX = B com A € Mpxn(K)

r(A) <r([A] B])
Sistema Impossivel
AX =B r(A)=r([A]B])=n
Sistema Sistema Possivel Determinado
r(A) =r([A] B])
Sistema Possivel
r(A)=r(JA|B]) <n.
Sistema Possivel Indeterminado,
com grau de indeterminagdo
n—r(A)
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