2. Sistemas de Equacdes Lineares

Alguns exemplos resolvidos:

Exemplo 1
Pretende-se discutir e resolver o sistema

x -y 4z =1
2x +z
3x —y 42z = 3.
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2. Sistemas de

Equacdes Lineares

Alguns exemplos resolvidos:

Exemplo 1

Pretende-se discutir e resolver o sistema

1 -1 1 [1]7
0 1
3 -1 2|3
1 -1 1
l3 — 30, 0 2 -1
0 2 -1
1 -1 1
n |0 1 -3
0 O 0
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1 |1
-1 0
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1 |1
—1 0
0 |0
1
2 1
-1 10
0 0

18 / 24



2. Sistemas de Equacdes Lineares

O sistema equivalente a que corresponde a dltima matriz ampliada é

X +%z = 1
y —%z = 0
0 =20
Resolvendo o sistema:
x = 1-— %z Obs - XV varidveis lideres
y = %z © z < variavel Livre

.. O sistema é possivel e indeterminado, com um grau de indeterminacio,
e o conjunto-solugdo é

1 1
CS—{<152,52,2> .ZER}.
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2. Sistemas de Equacdes Lineares

Exemplo 2
Pretende-se discutir e resolver o sistema

y+2z:%
2x +z = 2
x -y +z =1
01 2|3 1 -1 1|1 1 -1 1 |1
2 0 1|2 |faen|2 0 1|2 |&-20|0 2 —-110
1 -11 |1 01 2|3 01 2 |3
1 -1 1 |1 1 -1 1 |1
-0 2 10| 2, |0 2 -1 |0 |—
00 3 |3 0 0 1 |1
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(f.e.) r(A) =r(A|lB)=3=n
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2. Sistemas de Equacdes Lineares

1 -1 1|1 1 -1 010 1 00|14
G+ 0 2 0|1 |le|0 1 0 |i]lase|0 103
0 0 1|1 0 0 1|1 0011

O sistema equivalente a que corresponde a dltima matriz ampliada é

Nl= N[

Obs :x,y,z — variaveis lideres

N
Il
=

.. O sistema é possivel e determinado e o conjunto-solucdo é
11
CS = —, =, 1]7.

Departamento de Matematica (FCT/UNL) Algebra Linear e Geometria Analitica 21 /24




2. Sistemas de Equacdes Lineares

Exemplo 3 Pretende-se discutir e resolver o sistema

X 4y —z = 2

2y 4z = 0

x 43y = 3.
11 -1 |2 11 -1 |2 11 -1 |2
02 1 |0|s-6|02 1 |0|Bs-602 1 |0
13 0 |3 02 1 |1 00 0 |1

(fe.) r(A)=2<r(AB)=3
Um sistema equivalente ao inicial é

X 4y —z = 2
2y 4z = 0
0 = 1
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2. Sistemas de Equacdes Lineares

Exemplo 3 Pretende-se discutir e resolver o sistema

X 4y —z = 2

2y 4z = 0

x 43y = 3.
11 -1 |2 11 -1 |2 11 -1 |2
0 2 1 0 |6z-4|0 2 1 0 |l-6|0 2 1 0
1 3 0 3 0 2 1 1 00 O 1

(fe.) r(A)=2<r(AIB)=3
Um sistema equivalente ao inicial é

x 4y —z = 2

2y 4z = 0

0 = 1

.. O sistema é impossivel e o conjunto solucio é ().
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Definicao
Um sistema de equagdes lineares AX = B diz-se um sistema de Cramer
se A é quadrada e invertivel.

Exemplo

Considere o sistema

2x+y =2
x+y =0
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Definicao
Um sistema de equagdes lineares AX = B diz-se um sistema de Cramer
se A é quadrada e invertivel.

Exemplo

Considere o sistema

Resolvendo,
21 ]2] —[11|0] —.[1 1 |0
110772212770 -1 |2
(fe.) r(A) = r(A|B) =2 (%)
7 1 0 2 = 10 2
L I R ) (=12 01 | -2

. O sistema € possivel e determinado, CS = {(2, —2)}.
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2. Sistemas de Equacdes Lineares

Outra forma seria:
Em () verificou-se que r(A) =2 = n, logo A é invertivel. Calculando a

inversa de A obtém-se:
1 -1
_]_ _
AT = [ -1 2 }

Assim, colocando o sistema na forma matricial obtém-se
AX =B
e multiplicando em ambos os termos da igualdade por A~1 obtém-se
AX=Be A'AX=A"'Be X=A"'B.

X = A"1B é assim a dnica solucdo do sistema.
Efectuando os célculos

2] _ 2

o | -2}

X = A—IB _ 1 -1
-1 2
Departamento de Matematica (FCT/UNL) Algebra Linear e Geometria Analitica

logo CS ={(2,—-2)}.
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2. Sistemas de Equacdes Lineares

Observacao

Os sistemas de Cramer sdo sempre possiveis e determinados com solucdo
X =A"1B.

Exercicios Propostos Para Trabalho do Aluno:

2.2,24,25(a), 2.7, 2.8, 2.9, 2.10, 2.11, 2.12, 2.14, 2.15, 2.24, 2.33
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Determinantes

Determinantes
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3. Determinantes (s6 matrizes quadradas)

O determinante de uma matriz vai permitir, por exemplo:

© Determinar se uma matriz quadrada é ou n3o invertivel,
© Resolver sistemas de Cramer,

© calcular dreas de paralelogramos (em R? e em R3) e volumes de
paralelepipedos (em R3),

= 18

Departamento de Matemdtica (FCT/UNL) Algebra Linear e Geometria Analitica 4/29




Uliie @D (P2 CEaETE
3.1 Uma definicao por recorréncia

Notacdo
Sejam A€ Mpn(K) (n>2)ei,je{l,...,n}, denotamos por

A("J) S M(n—l)x(n—l) (K)

a matriz que resulta de A se retirarmos a linha i e a coluna j.
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Uliie @D (P2 CEaETE
3.1 Uma definicao por recorréncia

Notacdo
Sejam A€ Mpn(K) (n>2)ei,je{l,...,n}, denotamos por

A("J) S M(n—l)x(n—l) (K)

a matriz que resulta de A se retirarmos a linha i e a coluna j.

Exemplo
1 -1 3

Sendo A= 4 0 3 |, entdo
3 -2 7
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Uliie @D (P2 CEaETE
3.1 Uma definicao por recorréncia

Notacdo
Sejam A€ Mpn(K) (n>2)ei,je{l,...,n}, denotamos por

A("J) S M(n—l)x(n—l) (K)

a matriz que resulta de A se retirarmos a linha i e a coluna j.

Exemplo
1 -1 3

Sendo A= 4 0 3 |, entdo
| 3 -2 7
0 3
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Uliie @D (P2 CEaETE
3.1 Uma definicao por recorréncia

Notacdo
Sejam A€ Mpn(K) (n>2)ei,je{l,...,n}, denotamos por

A("J) S M(n—l)x(n—l) (K)

a matriz que resulta de A se retirarmos a linha i e a coluna j.

Exemplo
[1 -1 3
Sendo A= |4 0 3 |, entdo
|3 —2 7
[0 3 4 3
aam=| % 3] aam =3 2]
v

Departamento de Matemdtica (FCT/UNL) Algebra Linear e Geometria Analitica 5/29



3.1 Uma definicao por recorréncia

Notacdo

Sejam A€ Mpn(K) (n>2)ei,je{l,...,n}, denotamos por

A("J) S M(n—l)x(n—l) (K)

a matriz que resulta de A se retirarmos a linha i e a coluna j.

Exemplo

[1 -1 3
Sendo A= |4 0 3 |, entdo

|3 -2 7

[0 3 4 3
aam=| % 3| A= 5 3] aem

:{01
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Uiz Gt pey ezt
Definicdo
Seja A = [Ajj] € Myxn(K). Chama-se determinante de A, e

representa-se por
detA ou |A|,

ao numero
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Uiz Gt pey ezt
Definicdo
Seja A = [Ajj] € Myxn(K). Chama-se determinante de A, e

representa-se por
detA ou |A|,

ao numero

e Se n=1, entdo

det A = Aqq.
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Uiz Gt pey ezt
Definicdo
Seja A = [Ajj] € Myxn(K). Chama-se determinante de A, e

representa-se por
detA ou |A|,

ao numero

e Se n=1, entdo
det A = Aq;.

e Se n>1, entdo

det A= A (—1)1 'l det A(1)1) + ... + Ap(—1)1 " det A(1|n),
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Uiz Gt pey ezt
Definicdo
Seja A = [Ajj] € Myxn(K). Chama-se determinante de A, e

representa-se por
detA ou |A|,

Ao numero

e Se n=1, entdo
det A = Aq;.

e Se n>1, entdo
det A= A (—1)1 'l det A(1)1) + ... + Ap(—1)1 " det A(1|n),

ou seja, se n > 1,

det A=) Ay;(—1)"" det A(1]i).
i=1
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Exemplo

Se A for uma matriz de ordem 2, isto €,

Al A
A=
[ A Ax }

entao,
det A= A1 (—1)1 1 det A(1]1) + Aa(—1) 2 det A(1]2).

Porque A(1]1) = Aay e A(1]|2) = A1 vem que

det A = A11A2» — Apsang.

Férmula para calculo do determinante de uma matriz 2 x 2
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Exemplo

Se A for uma matriz de ordem 3, isto €,

Ann A Az
A= Axi Ax Axz |, entdo,
A3 Az Ass
det A =
A (=1l det A(1]1) + App(—1)12 det A(1]2) + Az(—1)1+3 det A(1]3)
~ Ay An Ax | " A Az " Aor Az | _
Azx Asz Az1 Asz Az Az

Férmula para cdlculo do determinante de uma matriz 3 x 3
(Regra de Sarrus)

11 2
A= A21 1 Ax»
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