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Pontos e referenciais em R”

Consideremos o conjunto R” = {A = (a1, - ,an)|a; € R}.

Aos elementos A € R"” chamamos pontos.

Dados dois pontos A = (a1, -+ ,an), B = (b1,---, b,) podemos definir o
vector do espaco vectorial R"

.
AB=B—A=(b—a1, -, by— ap)

Fixemos um ponto O € R" e uma base (e1,--- ,e,) de R".
Definicao
Ao par (O; ey, -+ ,e,) chama-se referencial de R". Ao ponto O chama-se

—

origem do referencial. Dado um ponto A, o vector OA chama-se vector

posicdo do ponto A em relacdo a O. As coordenadas do ponto A s3o as
—

coordenadas do vector posicdo OA em relagdo a base (e, -, e,).
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Pontos e referenciais em R”

Exemplos/Exercicios

Determine as coordenadas do ponto P = (1,2, 3) nos seguintes
referenciais:

(a) ((0,0,0);(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)).

(Chamamos a este referencial o referencial canénico de R3.)
(b) ((1,0,3);(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)).

(c) ((0,0,0);(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)).

Solugdo: (a) (1,2,3) (b) (0,2,0) (c) (1,1,1)

Referencial canénico de R":
((0,---,0);(1,0,---,0),(0,1,---,0),---,(0,0,--- ,1))

Se A= (a1, -+ ,ap) ponto de R” as suas coordenadas em relagdo ao
referencial candnico sdo A(ai, -+ ,an).
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7.1 Produto interno de vectores de R3

Fixamos em R3 um referencial.

Definicao

Sejam A e B dois pontos de R3. Designa-se por norma ou comprimento do
—

vector u = AB, e representa-se por ||ul|, o comprimento do segmento de
recta [AB]. Um vector u diz-se unitario se ||ul| = 1.

Recorde que:
Q ||u]| =0 se, e s6 se, u=10
a se a>0

@ Se o € R entdo ||aul| = |af||ul|, em que |a| = { o s <0
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7. Produto Interno, Produto Externo e Produto Misto

Definicdo

Sejam u = 54 ev= O—B> dois vectores ndo nulos. Designa-se por angulo
formado pelos vectores u e v, e representa-se por £(u, v), o menor dos
angulos definido pela semi-recta com origem em O que passa pelo ponto
A e pela semi-recta com origem em Q)que passa_)pelo ponto B.

Se O=AouO=B,istoé se u= 0 ouv = 0, convenciona-se que

L(u,v) =0.

Notemos que
0 < AL(u,v)=4L(v,u) <.
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7. Produto Interno, Produto Externo e Produto Misto

Exemplo
Seja 0 = L(u,v) = L(v,u). Tem-se
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7. Produto Interno, Produto Externo e Produto Misto

Definicao
Sejam u e v vectores de R3 e § = £(u, v). Chamamos produto interno ou
produto escalar dos vectores u e v ao nimero real

ulv=ullllvl[cos®.

Definicao
Sejam u e v vectores de R3. Dizemos que u e v s3o perpendiculares, e

escrevemos U 1 v, se -
L(u,v) = >

Dizemos que u e v s3o ortogonais se

ulv=0.
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7. Produto Interno, Produto Externo e Produto Misto

Sendo u e v vectores de R3 e § = £(u, v), notemos que sio equivalentes
as afirmacdes:

Quljv=0
@ [luflvilcost =o.
Q ||u=0 Vv |v][=0 V cosf=0.
O fu=0 v |lv|=0 v 6=
Q u/=0 V |v|=0 V wulwv.
Tem-se pois:
© Se u e v sdo perpendiculares entdo u e v sdo ortogonais.

NI

@ u e v podem ser ortogonais e ndo serem perpendiculares (basta que
um deles seja o vector nulo).

© Se u e v sdo ambos n3o nulos entdo u e v sdo ortogonais se, e s se,
sdao perpendiculares.
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7. Produto Interno, Produto Externo e Produto Misto

Notemos que u | v pode tomar qualquer valor real. Se u e v sdo n3o nulos

entao
ulv>0 se esbése, cosf >0

ou equivalentemente
s

<40
0< <2

ulv<0 se esdse, cosf <0

ou equivalentemente
7T

2<0§7r.
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7. Produto Interno, Produto Externo e Produto Misto

Como
ulu=ullflul cosO
2
= |ull
tem-se
Jull = Vulu
— —
Seu= 0 ouv= 0 entdo
0 = £(u,v) =0.

Caso contrdrio, tem-se

s — U | v _ ulv
fulllvll VuTu/v]v
e, portanto,
6 = arccos

ulv
Vuluy/viv
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7. Produto Interno, Produto Externo e Produto Misto

Proposicao

Sejam u, v e w vectores de R3 e o« € R. Tem-se:

Qu|lv=v]u

Q a(u|v)=(au)|v=u|(av).

Q@ (u+v)lw=u|lw+v|w e wl(u+v)=w|u+w]|v.

Dem. 1. Trivial

2. Consideremos a demonstracdo subdividida em 3 casos.
Caso 1: aa=0.

Neste caso, tem-se

a(ulv)=0(u|v)=0
(au)\v:6>|v:0

u|(av):u\6):0
e, portanto, a(u | v) = (au) | v = u| (av).
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7. Produto Interno, Produto Externo e Produto Misto

Caso 2: a > 0.
Notemos que, neste caso,

L(au,v)=4L(u,v) e L(u,av)=4L(u,v).
Seja 0 = £(u, v). Tem-se

a(ulv)=a(lulllvllcosf) = afull [[v] cos 0,

(au) | v = [laul[[[v] cos& = [a] [[u]| [Iv]cos& = al|u][||v]| cos b,

u | (av) = llulf{lav] cosd = [[u]| (jaf Iv]]) cos# = allul[||v|| cos &

ficando pois demonstrado o que pretendiamos.
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7. Produto Interno, Produto Externo e Produto Misto

Caso 3: a < 0.
Notemos que, neste caso,

Llau,v) =71 —4L(u,v) e Lu,av)=71—4L(u,v).
Seja 0 = A(u, v).Tem-se
a(u]v) = afull{lv]cos.

Como cos(m — 0) = — cos f tem-se
(au) [ v = laull|[v]cos(m —0) u|(av) =
= |a| [Jul| [[v]|(— cos®) [[ull |e| [[v]|(— cos 0)
= —a[ul| || v|[(— cos 6) [[ul|(=a)[[v]|(— cos 6)
= allul| ||v]| cos . = a[ul| [|v]| cos®,
estando assim demonstrado o que pretendiamos.

|ull []erv || cos(m — 0)
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7. Produto Interno, Produto Externo e Produto Misto

3. Para demonstrar que (u+ v) | w = u | w + v | w utilizaremos um
argumento de ordem geométrica.

W -
Notemos que ||u + v| cosf = ||u|| cos~ + ||v|| cosd
emque § =L(u+v,w), y=4L(u,w) e §=4L(v,w).
Logo [|u + v| [lw]| cos & = [[u[| [[w]| cosy + [|v][ [w]| cos &

e, portanto, (u+v) |w=u|w+v|w.
A outra afirmacdo de 3. obtém-se facilmente da anterior e de 1., pois

wl(ut+v)=(u+v)|w=u|lw+v|iw=w|u+w|v.
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7. Produto Interno, Produto Externo e Produto Misto

Definicao
Sejam uy, . .., uy vectores de R3. Dizemos que (uy, ..., ux) é uma
sequéncia ortogonal se os vectores uy, ..., Uy sao dois a dois ortogonais,
isto é, se

U,'|LIJ':07 i,jG{l,...,k}, i # .

v

Proposicao
Se (u1,...,ux) é uma sequéncia ortogonal de vectores ndo nulos de R3
entdo (ui,...,ux) é uma sequéncia linearmente independente e, portanto,
k < 3.
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7. Produto Interno, Produto Externo e Produto Misto

Dem. Sejam aq,...,qa, € K tais que

_
ajup+ -4+ agu =0
e demonstremos que a1 = - -+ = a, = 0.
Para qualquer i € {1,..., k} tem-se
N
ui | (qun + -+ akug) =u; | 0

isto é,

ui | (arun) + -+ ui | (akug) =0
ou ainda

g (uj | u) + -+ ap (u | ug) =0.

Como u; | uj =0 para i # j, da igualdade anterior resulta que

2
a;(u,- | U,'):O <~ (k,‘”u,'H =0.
Como uy, ..., ux sdo vectores n3o nulos, concluimos como pretendiamos que
a; =0. Logo (u1, ..., ux) é uma sequéncia linearmente independente. Como

qualquer base de R3 tem 3 vectores e é uma sequéncia geradora, concluimos que
k <3.
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Definicdo
Seja B = (e1, &, e3) uma base de R3.

@ B diz-se uma base ortogonal se é uma sequéncia ortogonal de
vectores.

@ B diz-se uma base ortonormada se for uma base ortogonal constituida
por vectores unitarios.

Proposicao

Seja (e1, e, €3) uma base de R3. Tem-se, (e1, e2, €3) é uma base
ortonormada se, e so se,

1 se i=j ..
e,-|ej:{0 e it com i,j€{1,2,3}.
Dem. (=) Suponhamos que (er, €, €3) é uma base ortonormada de R3. Ent3o,
por ser ortogonal, concluimos que ;i | g =0 se i #j.

Para i=j, comi,je{1,2,3} tem-se e | ef =i | ¢ = lei]|* e, como ||ej| =1,

concluimos que ej | e =1 se i=j.
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(<) Reciprocamente, suponhamos que (er, €2, €3) é uma base de R? tal
que

1 se i=j ..
el’e_]—{o se 175_]’ com I)J€{17273}7

e demonstremos que (e, €2, €3) é uma base ortonormada.
Como, por hipétese, e; | e = 0, para i # j, a base (e1, e, e3) é uma base
ortogonal. Falta demonstrar que

lei| =1, i=1,2,3.

Dado que

(H | e = 1
concluimos que

leif|* = 1
e, portanto,

eil =1

conforme queriamos demonstrar.
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7. Produto Interno, Produto Externo e Produto Misto

Proposicao

Seja (e1, e, €3) uma base de R3. Sejam u e v vectores de R3 com

U= qaie; + arer + azes

v = B1e1 + fres + (3e3.
Tem-se
3
u ’ Vv = Z Oé,'ﬁj (e,- ‘ ej)
ij=1

e se (e1, 2, €3) € uma base ortonormada entdo

ulv=o1f+ b+ asfs.
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Dem. Utilizando as propriedades do produto interno, tem-se
ulv=(are; +acer + azes) | (Brer + Poex + [3e3)

= (€1 + mer + azes) | (frer) + (arer + azer + azes) | (foe2)+
(are1 + aney + aszes) | (ze3)
= (a1e1) | (Bre1) + (02e2) | (Brer) + (aze3) | (Bren)+

(&) [ (F2€2) + (2€2) | (F2e2) + (ases) | (F2e2)+
) | (B363) + (2€2) | (F3e3) + (azes) | (Fse3)
(e1 ]| e1)+ axfi(ex | &) +azfi(es|er)+
(
(

1€
(a1er
=1/
a1/ (e | &) + a2 (e | €2) + a3 (es | &) +
a1z (e | &)+ axf3(ex | e3) + asfs(e3 | e3).
Logo
ulv= Z?,j:l aifi(ei | g).  Temos e | g = { (1) z: :;j ;
se a base (e, e, e3) é ortonormada.Nesse caso, a expressdo anterior reduz-se a

u | v =101+ a0 + az3.
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7. Produto Interno, Produto Externo e Produto Misto

Observacdo

Concluimos ent3o que se (€1, e, e3) é uma base ortonormada de R3 e
U= aie; + aze + azes e v=[Fie1 + foex + €3

entao

lull = Vu | u=va1?+ a? + as?.
Nestas condicdes, e se u e v sdo vectores ndo nulos de R3 e § = £(u, v)
entdo

ulv o181 + o + a333
6 = arccos ———— = arccos

HUH ”VH \/(3412—1—0422—1—0432 \/ﬁ12—|—[322—|-‘332‘
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7. Produto Interno, Produto Externo e Produto Misto
Exemplo

Seja (e, e, e3) uma base ortonormada de R3. Consideremos os vectores
de R3

U= ae; + 2e—be3 e v =1e; + 3aey + les,

com a € R.

Determinemos o conjunto C dos valores de « para os quais os vectores u e
v sdo perpendiculares. Como u e v sdo ambos n3o nulos, entdo v e v sdo
perpendiculares se, e sé se, u | v =0. Tem-se

ulv=ax14+2xBa)+(-5)x1=7a—5.
Assim, u e v sdo perpendiculares se, e so se,
5
Ta—5=0 & a= 7

_J5
Logo, C = {2}.
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7. Produto Interno, Produto Externo e Produto Misto

Exemplo

Determinemos, para o = 1, o angulo formado pelos vectores u e v.
Neste caso tem-se

u=e +2e —beg e v=-e;+3e +e;3.
Assim,
ulv 1x142x3+(-5)x1
£(u,v) = arccos ————-— = arccos
[ullflv]] V12422 4 (-5)2 /12 +32 4 12

— arccos — arccos

2 2
V30 V11 V330
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7. Produto Interno, Produto Externo e Produto Misto

Definicao
Seja (e1, €2, e3) uma base de R3 e b.c. a base canénica de R3, isto é, a
base ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)). Seja

P = M (idgs; (e1, e2, €3),b.c.) .
Dizemos que (er, e, €3) é uma base directa de R3 se
det P > 0.

Se det P < 0 dizemos que (e1, €2, €3) é uma base inversa de R3.

Observacao

Se (e1, e, €3) € uma base directa (respectivamente, inversa) e se
trocarmos a ordem de dois dos vectores entdo obtemos uma base inversa
(respectivamente, directa). (Porqué?)
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7. Produto Interno, Produto Externo e Produto Misto
Exemplo

@ A base canénica de R3 é uma base directa pois

P = M(idgs;b.c.,b.c) =1
detP=1>0.

@ Seja B=((1,1,0),(0,—2,0),(0,0,3)) uma base de R e
determinemos se B é uma base directa ou inversa. Tem-se

1 00
P = M (idgs; B,b.c.) = { 1 -2 0 }
o o0 3

Como
detP=1x(-2)x3=-6<0

a base B é inversa.
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Definicao
Sejam u e v dois vectores de R3. Designa-se por produto externo ou

produto vectorial do vector u pelo vector v (por esta ordem), e
representa-se por uxv ou por u A v, o vector de R3 definido do seguinte
modo:
~ . ~ -
© Se u e v s3o linearmente dependentes entdo uxv = 0
@ Se u e v sdo linearmente independentes entdo uxv é o vector

perpendicular a u e perpendicular a v, com

Juxv]l = lulll[v][sen @, 6 = £(u,v)

e tal que (u, v, uxv) é uma base directa de R3.

No caso de u e v serem linearmente independentes existe um, e um sé,
vector de R3 que satisfaz as condicdes dadas em 2. Ainda neste caso, note
que u e v s3o n3do nulos e, qualquer que seja « € R, se tem u # av.
Assim 0 < 0 <, senf >0, ||u]||[v]senf > 0 e, portanto, uxv # 0.
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7. Produto Interno, Produto Externo e Produto Misto

Definicao

Sejam u, v e w trés vectores de R3.Ao ndmero real
(uxv) | w

chamamos produto misto dos vectores u, v e w (por esta ordem).
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Proposicao
Sejam u, v e w vectores de R3 e seja o € R. Tem-se
Q uxv=—-vxu.
Q@ a(uxv) = (au)xv = ux(av).
Q@ (v+v)xw = (uxw)+ (vxw).
Q wx(u+v)=(wxu)+ (wxv).

Dem. 1. Atendendo a definicdo de produto externo, se u e v sdo linearmente
— —
dependentes entdo uxv = 0 e vxu = 0 logo uxv = —vxu.
Se u e v sdo linearmente independentes entdo concluimos facilmente que uxv e
vXu tém a mesma direccdo, a mesma norma, mas sentidos contrarios e,
portanto, uXv = —vXxu.
4. Consequéncia de 3. e 1. pois
wx(u+v)=—(u+v)xw
~ [(wxw) + (vxw)]
= —[= (wxu) + (= (wxv))]
(wxu) + (wxv).
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7. Produto Interno, Produto Externo e Produto Misto

Observacao

Existem vectores u, v, w € R3 tais que

(uxv) xw # ux (vxXw)

e, portanto, o produto externo ndo é associativo.

Por exemplo, se v = au e v e w s3o linearmente independentes tem-se
— — —
uxv =uxau= 0 e (uxv)xw = 0xw= 0.

Por outro lado, como vxw é perpendicular a v (e a w), concluimos que
vxw é perpendicular a év = u. Logo u e vxw s3o linearmente
independentes e, portanto,

ux (vxw) # 0.
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Vejamos agora como obter o produto externo ou o produto misto de
vectores quando conhecemos as suas coordenadas em relagdo a uma base
ortonormada directa de R3.

Seja (e1, €, €3) uma base ortonormada directa de R3. Determinemos, pela
definicdo de produto externo, o vector

w = e Xey.

Por definicdo, w é perpendicular a e; e a e, tal como e3, e portanto tem
a direccdo de e3. A sua norma serd

™
Iwll = llellllealisen 5 =1-1-1=1
e, portanto,
[wl = llesll-
Logo w = e3 ou w = —e3. Como (e, &2, w) tem que ser uma base

directa e (e, 2, €3) é uma base directa concluimos que

€1 X ey = €3.
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7. Produto Interno, Produto Externo e Produto Misto

Analogamente concluiriamos que

e Xe3 =€ e e3xXep = éo.
Obviamente que
exe = —(e1xe) = —e3
e3xXey = —e€;
e Xe3 = —6e
e
N
e1xep =0
N
exe =0
N
e3xe3 = 0.
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7. Produto Interno, Produto Externo e Produto Misto

Teorema

Seja (e1, €2, €3) uma base ortonormada directa de R3 e sejam
u=aaiertaretazes, v=_yieithert+zes e w=yet+netyze

vectores arbitrarios de R3. Tem-se

_ | a2 a3 _ | 1 a3 a; Q2
O uxv=|3" g l&— |4 g |25 &=
_ | ez | | a3 o ap _
@ (bxv)lw=|3 5 m—| % & ‘72+ B B |13
o] ay a3
B P2 B3

T2 )3

. e e e
E usual considerarmos o “determinante” | &1 a» a3 | que n3o tem
B P2 B

significado matematico, mas que é utilizado como mneménica para fixar a
expressao de uxv em base ortonormada directa pois corresponde a
utilizagao do Teorema de Laplace aplicado a linha 1.
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7. Produto Interno, Produto Externo e Produto Misto

Dem.
1.
uxv = (e + azey + aze3)x(frer + faer + F3e3)
= (a1e1 + azer + aze3) x(frer)+
(o161 + azex + azes) x(oe2)+
(a1e; + a2er + azes) x([ze3)
= (c1er)x(Brer) + (2e) x(Brer) + (azes) x(Frer)+
(arer)x(fae2) + (2ex) x(fre2) 4 (aze3) X (Fae2)+
(cre1)x(F3€3) + (2€2) x(3€3) + (ze3) x (33 €3)
=a1fi(e1xe) + axfi(exxer) + azfi(esxer)+
a1Ba(e1xe) + axBo(exxer) + azBa(esx er)+
( )

041‘63(61 ><e3) + o33 e2><e3) + a3d3(e3><e3
= axfi(—e3) + azfier + aifhes + azfha(—er) + a1 F3(—e) + azx e

(a2f33 — aszf)er — (a13 — azfi)ex + (a1 — azf31)es

a1 o3
B B3

a1

2t 5 5

e — €3.

\ i
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7. Produto Interno, Produto Externo e Produto Misto

2. Atendendo a expressao do produto interno em base ortonormada e a

expressao de uxv dado em 1. resulta de imediato que

| o3|, | a1 a3 ar o |,
(uxv) | w ‘ B Bz | M ’ B s |12 + ’ B |3
Lapl| 71 72 73 ar ax Qs fe%]
I: ar a2 a3 , :/ -l m 2 7 , :/ 51
L1 B B B3 |72 Br B2 B3 |2783 m
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7. Produto Interno, Produto Externo e Produto Misto
Exemplo

Seja (e1, €2, €3) uma base ortonormada e directa de R3. Consideremos os
vectores

u=-e; + e — 2es, v=23e —e3 e w = e+ e3.

(a) Determinemos uxv.
Utilizando como mnemodnica o desenvolvimento do “determinante”
sem significado matematico

€1 €3
-2

-1

Y

-
o2

pelo Teorema de Laplace aplicado a linha 1, obtemos

_]1 -2 1 -2 11
v =[5 Fla-|3 Flet]itle
= —e; — bey — 3es.

4
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7. Produto Interno, Produto Externo e Produto Misto

(b) Determinemos um vector unitdrio perpendicular a u e a v e um vector
perpendicular a v € a v com norma b.
Por definicdo de produto externo, como u e v s3o linearmente
independentes, uxv é um vector perpendicular a u e a v.
Tem-se

luxv]] = v/(uxv) | (uxv) = \/(—1)2 +(=5)% +(~3)2 = V35.

Como para qualquer a € R\ {0} e qualquer vector z nio nulo, de R3,

o vector oz tem a direcgdo de z e ||az|| = |al||z||, basta considerar
um vector

a(uxv)
com

ou equivalentemente,

o= —— ou o = —
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7. Produto Interno, Produto Externo e Produto Misto

Logo, o vector

(uxv) = i(—e1 — 56 — 3&3)

V35

é, ainda, perpendicular a u e a v e tem norma 1 tal como o vector

g

’——iuxv:—ife— —3e
= \/ﬁ( ) \/ﬁ( 1 — 5e2 — 3e3).

Se pretendermos um vector perpendicular a u e a v com norma 5, basta
considerar o vector

5
z=5w= 7(—61 — 56’2 - 363)

V35

ou

Z/ = 5W/ 1 — 56’2 — 363)

st

R L S GAVDIBY  Algebra Linear e Geometria Analitica E 38 / 47



7. Produto Interno, Produto Externo e Produto Misto

Consideremos um paralelogramo com vértices consecutivos O, A, C, B
B C

0] A

e demonstremos que a sua area € igual a
— —
||OAXx OB||.

De facto, tal area é igual a area do rectangulo a tracejado
B

A
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7. Produto Interno, Produto Externo e Produto Misto

Temos
N
|0A1h
—_ = —_— —
=||OA||||OB||senf, 6 = £(OA, OB),
—_— —
=||OAx OB]|.

A area do triangulo [OAB] sera

—_— =
||OAx OB]|
—

Recordemos:

Definicao

Sejam u, v e w trés vectores de R3.Ao ndmero real
(uxv) | w

chamamos produto misto dos vectores u, v e w (por esta ordem).
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7. Produto Interno, Produto Externo e Produto Misto

Sejam
— — —
u= 0A, v=O0B e w=0C
vectores de R3 linearmente independentes. Neste caso, u, v e w definem
um paralelipipedo de volume n3o nulo.
—_— -
OAx OB

A

C

>

0 B

O volume V desse paralelipipedo é o produto da drea da sua base pela sua
altura h.

A
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7. Produto Interno, Produto Externo e Produto Misto

Como a base é um paralelogramo, a sua area é
—_— —
||OAXx OB||.

A altura do paralelipipedo serd

—_— — —

.
h=|0OC]| |cosl|, 6= 4£L(OAxOB,O0C).

Notemos que consideramos |cos 6| porque pode suceder que se tenha
cosf < 0. Por exemplo, se na figura acima considerarmos u = O_B> e
v = O—/Z\ o paralelipipedo seria 0 mesmo mas ter-se-ia cosf < 0.
Assim,

—_— —
V = ||OAx OB|| h

—_— - — —_— — —
— |OAx OB|||OC]||cosf|, 6 = £L(OAx OB, OC)

—_— = —— —_— — —
:‘HOAXOBHHOCH cosf|, 6= «(OAx 0B, OC)

~|(o4x08) | oe|.
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7. Produto Interno, Produto Externo e Produto Misto

Exemplo
Consideremos o referencial ortonormado e directo (O; e1, €2, €3) € 0s
pontos

A=(0,k,—3), B=(-1,0,-4) e C=(1,k —3),

com k € R.
(a) Determinemos o conjunto dos valores de k para os quais a area do
tridngulo de vértices A, Be C é1

B
A —C
Temse AB =8 — A= (-1,—k,—-1)e AC=C—-A=(1,0,0). A
do paralel ABxAC|| e a drea do tridngulo & IABXACI
area do paralelogramo é |ABxAC|| e a drea do tridngulo é > |
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7. Produto Interno, Produto Externo e Produto Misto

Tem-se
TBUAA | -k =1 -1 -1 -1 —k
ABxA —‘ 0 0’61 ‘ 1 0‘624-‘ 1 0‘63
= —ex + kes
e

JABXAC] = /02 + (—1)2 + k2 = V11 k2.

Como queremos que

—_— —
|ABxAC| _
2 9
isto é,
V1+ k2
e Y
Logo

k€ {—V3,V3}.

Assim, o conjunto dos valores de k para os quais a drea do tridngulo é 1 é
o conjunto {—+/3,v/3}.
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7. Produto Interno, Produto Externo e Produto Misto

(b) Determinemos o conjunto dos valores de k para os quais o volume do
paralelipipedo de arestas [OA], [OB] e [OC] seja igual a 6.
Sabemos que o volume desse paralelipipedo € igual a

—_— — —
(OAx0OB) | OC|.

Determinemos

l

—_— — —
(OAX0OB) | OC.
— —
Tem-se OA=A—- 0= (0,k,—-3), OB=B -0 =(-1,0,—4),
OC=C-0=(1,k,-3)e
— —  — 0 k -3 1 k -3
(OAXOB)|OC=| -1 0 4| = —| -1 0 -4
1 k —3|hioh 0 k -3
1 k -3 1 k -3
= —|0 k -7 = —|0 k -7 |=—4k
h+h 0 k -3 |BT(=Dk 0 0 4

R A B GAVDIBY  Algebra Linear e Geometria Analitica E 45 / 47



7. Produto Interno, Produto Externo e Produto Misto

Assim, sdo equivalentes as afirmacgdes:

(OAx0B)| OC| =6

|—4k| = 6

—4k=6 VvV  —4k=-6
3 3
2 2

Logo, o conjunto dos valores de k para os quais o volume do
33
272"
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7. Produto Interno, Produto Externo e Produto Misto

(c) Determinemos o conjunto D dos valores de k para os quais os pontos
O, A, B e C estdo todos num mesmo plano.
Observemos que tal equivale a afirmar que

(OAxOB) | OC =0

isto é,
—4k =0

e, portanto, o conjunto dos valores de k pretendido é

D = {0}.
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