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4.1 Espacos Vectoriais: definicao, exemplos e propriedades

Definicdo
Seja E um conjunto ndo vazio e K € {R,C}. Suponhamos definidas duas
operacoes:

@ uma que designamos por adicdo em E que é uma operagdo bindria:

+EXE—E
(a,b) —a+b

@ outra operacao, que denominamos multiplicacdo externa:

- KxE—=E

(o, u) = a - u (ou simplesmente au)




4.1 Espacos Vectoriais: definicao, exemplos e propriedades

Dizemos que E, com estas duas operaces, € um espago vectorial sobre K
ou que (E,+,-) é um espago vectorial sobre K se
@ A adi¢do tem as propriedades:
(A)) u+v=v+u.
(A) (u+v)+w=u+(v+w).
(As) Existe O € E tal que para qualquer u € E se tem
u+0g =0+ u=u.

(A4) Para cada u € E existe—u € E tal que u+ (—u) = —u+ u ==¢.
para quaisquer u,v,w € E.

@ A multiplicagdo externa goza das seguintes propriedades:
(My) au+v)=au+av.
(My) (a+ B)u = au+ Bu.
(M3) (af)u = a(Bu).
(My) 1u=u,
ara quaisquer u,v € E e quaisquer o, 5 € K.




4.1 Espacos Vectoriais: definicao, exemplos e propriedades

Definicao
@ aos elementos de E chamamos vectores

aos elementos de K chamamos escalares

o
o se K = C dizemos que E é um espaco vectorial complexo
°

se K = R dizemos que E é um espaco vectorial real




4.1 Espacos Vectoriais: definicao, exemplos e propriedades

Exemplo
o K é um espaco vectorial sobre K, com as operagdes usuais de adicdo
e multiplicacdo de elementos de K.
Assim
R é um espaco vectorial sobre R
e
C € um espaco vectorial sobre C.
Note que
C € um espaco vectorial sobre R
mas
R ndo é um espago vectorial sobre C. (Porqué?)




4.1 Espacos Vectoriais: definicao, exemplos e propriedades

Exemplo

® Mpxn(K), com a operagdo de adicdo usual de matrizes e com a
operagcdo de multiplicacdo de um elemento de K por uma matriz,
definidas no Capitulo 1, é um espaco vectorial sobre K.

o K", com a operacdo usual de adicdo de n-uplos, dada por

V(al,...,a,,),(bl,...,b,,)eK" (31, Ceey a,,)—i—(bl, ceey bn) = (al—l—bl, ...,an+tb,

e com a operagdo de multiplicacdo de um escalar por um n-uplo dada
por

Vaek V(a1,...,an)EJK" a-(a1,...,ap) = (aa,...,aa,),

€ um espaco vectorial sobre K.




. 4 Espagos Vectoriais Espacos Vectoriais: definicio, exemplos e propriedades
Exemplo

e K,[x], o conjunto de todos os polinémios na varidvel x, com
coeficientes em K, de grau menor ou igual a n, com n € Ny, isto €,

Kuo[x] ={apx"+ -+ a1x+ap: an,...,a1,a € K}.

K,[x] com as operacdo de adicdo usual de polinémios, dada por
V(anX"+'"+31X+30)7(an"+'“+b1X+bO)€Kn[X]

(anx" 4+ -+ a1x + ag)+(bnx" + -+ - + bix + by) =

= (an+ bp)x" 4+ -+ + (a1 + b1)x + (a0 + bo)

e com a multiplicacdo usual de um escalar por um polinémio, dada por
Vaek v(anx"-i--~--i-alx—i-ao)E]K,,[x]

a-(apx" 4+ -4 a1x + a9) = (@ap)x" + - -+ + (aa1)x + (aap),

€ um espaco vectorial sobre K.




4.1 Espacos Vectoriais: definicao, exemplos e propriedades

Exemplo

e K[x] - o conjunto de todos os polinémios na variavel x, com
coeficientes em K (sem restricdo ao grau);
K[x] com as operagcées usuais de adicdo de polinémios e de

multiplicacdo de um escalar por um polinémio constitui um espago
vectorial sobre K.




Exemplo

e A - o conjunto dos pontos do plano (ou do espaco).

vector AB - o segmento orientado com origem no ponto A e
extremidade final no ponto B (A e B de A);

V4 - 0 conjunto dos vectores aplicados com origem no ponto A.
Va4 com a adicdo dada pela regra do paralelogramo:

AB + AC = AD

A

e multiplicacdo externa que a cada real o e a cada vector ﬁ associa

o vector aAB cuja direcgcdo € a do vector /ﬁ,o sentido € o de /ﬁ se
. .. - ? - .

a >0 e é o contrdrio se « < 0 (se « = 0 entdo AB = 0 ) e cujo

comprimento é ||04A_B)|| = |af ||/ﬁ||

é um espago vectorial sobre R (isto €, um espago vectorial real).

v




Proposicao
Seja E um espaco vectorial sobre K e sejaa € K e u € E. Tem-se:
© O elemento neutro da adicdo em E € dnico ( representa-se por Og );

@ Para cada u € E, o oposto de u, para a adicdo em E € tnico (o
oposto para a adicdo de u € E representa-se por —u);

© alg =0,
Q Oxu = 0f;
@ Se au=0f entdoa =0 ou u=0g.




4.2 Subespacos vectoriais

Definicdo

Seja E um espaco vectorial sobre K. Um subconjunto F de E diz-se um
subespaco vectorial de E, ou simplesmente um subespaco de E, se F é
também um espaco vectorial sobre K com as operacdes nele naturalmente
definidas por ser subconjunto de E (a que chamamos as operacdes
induzidas pelas operagbes de E no conjunto F).

Teorema
Seja E um espaco vectorial sobre K. Tem-se que F é um subespaco de E
se, e sO se, satisfizer as condigcées seguintes:

Q@ FCE

@ 0 cF (ouF #1)
Q@ Viver utveF
Q Vack Vier aueF




Exemplos

Consideremos o espaco vectorial R?. Facilmente se verifica que sio
subespacos de R?:

QO F={(x,y)eR?: y=0} ={(x,0): xR} (eixo OX)
Q@ G={(0,y): yeR} (eixo OY')
Q@ H={(x,y)eR?*: x=y} (bissectriz dos quadrantes impares)
Q@ L={(x,y)eR?: x=—y} (bissectriz dos quadrantes pares)
© Para cada m € R,
Rm={(x,y) € R?: y = mx} (recta que passa na origem e tem
declive m)
No entanto

Q Rmp= {(x,y)ERz: y:mx—i—b}, commbeR, b#0
(recta, com declive m, que ndo passa na origem)
(2] M:{(X,y)ERz: x;éy}
nao sdo subespacos de R?. (Porqué?)

v




Exemplos
Consideremos o espaco vectorial M,y n(K).
Sao exemplos de subespagos de M pxn(K) o conjunto das matrizes de
Man(K) ;
© Triangulares superiores;
@ Triangulares inferiores;
© Diagonais;
@ Escalares;
© Simétricas;
@ Hemi-simétricas;
@ Com a diagonal principal nula.
Nio sdo subespagos de M px(K) o conjunto das matrizes de M n(K):

@ /nvertiveis;

@ Com a diagonal principal com pelo menos um elemento ndo nulo.




4.2 Subespacos vectoriais

Exemplos

Seja K[x] o conjunto dos polinémios, na varidvel x, com coeficientes em K.
O conjunto dos polinémios de K|[x] de grau inferior ou igual a r, com
r € N, é um subespaco de K[x].
O conjunto dos polinémios de K[x] de grau igual a r, com r € N, ndo
é um subespaco de K|[x].

v

Proposi¢do (Subespacos triviais)
Se E é um espago vectorial sobre K entdo E e {Og} sdo subespacos
vectoriais de E.




4.3 Combinacdo linear de vectores e subespaco gerado

Definicdo

Seja E um espaco vectorial sobre K e sejam ux, ..., u, elementos de
E.Dizemos que v € E é combinacio linear dos vectores uy, ..., u, se
existem escalares a1, ..., a, € K (ndo necessariamente tinicos) tais que

vV =ooiU1 + -+ U,

Aos escalares o1, ..., o, chamamos os coeficientes da combinacdo linear e
a(a1,...,q,) a sequéncia dos coeficientes da combinagdo linear.

Exemplo

@ 0 € combinagdo linear de quaisquer vectores uy,. .., u, de um espaco
vectorial E pois

0g =0u; + -+ Ou,.




Exemplos

@ Qualquer vector de R3 é combinacdo linear dos vectores
(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) € R? pois

Y (a.b.c)eR? (a, b,c) = a(1,0,0) + b(0,1,0) 4+ ¢(0,0,1).

@ Mais geralmente, qualquer vector de K" é combinagao linear dos

vectores
€1,...,6p

em quee;, i=1,...,n, € o n-uplo com todas as componentes iguais
a 0, excepto a i-ésima componente que € igual a 1, i. e.,

e = (1,0,...,0),
e = (0,1,0,...,0),

en = (0,...,0,1).




4.3 Combinacdo linear de vectores e subespaco gerado

Exemplo

@ Em R? o vector (3,3) é combinacdo linear dos vectores (1,1), (2,2).
Os coeficientes da combinacdo linear ndo sdo tinicos pois

(3,3)= 1(1,1) + 1(2,2),
De facto, € suficiente que em (3,3) = a1(1,1) + a2(2,2) se tenha




Proposicao
Seja E um espaco vectorial e u1, ..., u, elementos de E. O conjunto de
todas as combinagdes lineares dos vectores uy, ..., u,, isto €,

{aqug + -+ auy o ag,...,a € K}

€ um subespaco de E.

Definicdo
Sejam w1, . .., u, elementos de um espaco vectorial E. Chamamos
subespaco (de E) gerado pela sequéncia (u1, ..., u,) ou pelos vectores
ui, ..., u, ao conjunto de todas as combinagdes lineares dos vectores
u1,...,uy. Tal subespaco € frequentemente denotado por (us, ..., u,), isto
é,

(i1, ... up) ={a1u + -+ apur: 0q,...,0, € K}
Se F = (u1,...,u,) dizemos, ainda, que u1,...,u, geram F ou que
u1,...,u, sdo geradores de F ou que a sequéncia (u1,...,u,) é geradora
de F.



4.3 Combinacdo linear de vectores e subespaco gerado

Exemplos
@ Quaisquer que sejam u1, ..., u, vectores de um espaco vectorial E
tem-se
O € (u1,...,u)
e parai€{l,...,r},
up € <u1,...,u,>.

@ R3=((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)).
©Q K" = (e1,...,en) sendo ei € K" o n-uplo com todas as componentes
nulas excepto a i-ésima componente que € igual a 1, i=1,...,n.




Exemplos

a Man(K) = <E113 E12a tety Elna E217 E227 ey E2n, R Emla Em27 R Emn>
em que E; € a matriz de M pxn(K) com todas as entradas nulas
excepto a entrada (i,j) que é igualal, i=1,....m,j=1 ... n.

QF= {(37 b,c)eR3: a=2b+ c} é um subespaco de R3.
Observemos que

F={(2b+c,b,c): b,ceR}

e que
(2b+¢,b,c) = b(2,1,0) + ¢(1,0,1)

donde

F =((2,1,0),(1,0,1)).




Exemplos
Q K,[x] = (x",x""1, ..., x,1) pois

vanX"+“‘+31X+30€Kn[X] apx"+---taix+ap = ap-x"+---+ar-x+ap- 1.

@ Em R2, considerem-se os vectores

(1,0),(0,1),(-1,3),(-3,4).

Tem-se
R? = <(17 O)v (O’ 1)7 (_1’ 3)7 (_3’ 4)>
R? = ((1,0),(0,1),(-1,3))
]R2 = <(170)7 (Oa 1)>
((1,0)) = {(x,0) : x € R} CR?




R Y oo e crla I Com binacaollinearjdelvectores (eleibespacoleradic N
Definicdo
Um espaco vectorial E diz-se finitamente gerado se existem r € N e

ui,...,ur € E tais que
E=(u,...,ur).

Exemplos
@ de espagos finitamente gerados: K", M 1, n(K), Kp[x], Va;
e K[x] (o conjunto dos polinémios, na varidvel x, com coeficientes em

K, sem restricdo ao grau) nio é de dimens3o finita.
Porqué?:se K[x] tivesse dimens3o finita

FreN Fpi(x)pe()ekl  KIX] = (p1(x), ..., pr(x)) -

Seja k o maximo grau dos polinémios pi(x),. .., pr(x).
Qualquer polinémio com grau superior a k ndo se pode escrever como
combinagdo linear dos polinémios p1(x), ..., p.(x) e, portanto,

(p1(x),...,pr(x))SK[x]  (contradicdo).
‘Departamento de Matematica (FCT/UNL) [ =8  =23/1




Proposicao
Seja E um espaco vectorial e sejam uy,...,u, e vi,..., Vs vectores de E.
Tem-se
Q (ur,...,ur) C(vi,...,vs)
se, e s se, para todo i € {1,...,r}, u; é combinacio linear dos
vectores vi, ..., Vs.
e <U]_,--.,Ur> = <V17"'7Vs>
se, e s se, para todo i € {1,...,r}, u; é combinacio linear dos
vectores vy, ..., Vs € para todo j € {1,...,s}, v; é combinagdo linear
dos vectores uq, ..., U,.
v
Proposicao
Se u1, ..., u, sdo vectores de um espaco vectorial E e existe i € {1,...,r}
tal que u; é combinagdo linear dos restantes r — 1 vectores entdo
(U1, oo Uiy U Ui 1y ey Up) = (UL ey Uj— 1, Ui 1y e e vy Ur).




4.3 Combinacdo linear de vectores e subespaco gerado

Se uma sequéncia de vectores de E inclui o vector Og, tal vector pode ser
“eliminado” da sequéncia que o subespaco gerado por esses vectores ndo
se altera.

Proposicao
Seja S = (u1,...,u,) uma sequéncia de vectores de um espaco vectorial E
eseja S = (uy,...,u.) uma sequéncia que se obtenha de S efectuando

um ndmero finito de transformagbes dos seguintes tipos:
(I) Troca de ordem na sequéncia dos vectores u; e uj, com i # j.
(IT) Multiplicagdo do vector u;, i € {1,...,r}, por o € K\ {0}.
(IIT) Substituicdo do vector u;, i € {1,...,r}, por uj + fuj, com
Jje{l,....r}, j#iepB ek
Entao

(ug,...,u) = (uf,...,up).




4.3 Combinacdo linear de vectores e subespaco gerado

Observacio

De acordo com o resultado anterior, se tivermos m vectores de K” e os
tomarmos como linhas de uma matriz A € M« n(K), podemos efectuar
na matriz quaisquer transformacdes elementares sobre linhas, em nimero
finito, que o subespacgo (de K") gerado pelas linhas ndo se altera, isto é,se

A W A
entdo o subespaco gerado pelas linhas da matriz A é igual ao subespacgo
gerado pelas linhas da matriz A'.
Em particular, podemos transformar A numa matriz A’ em forma de
escada e garantir que as linhas n3o nulas de A’ geram o mesmo subespaco
de K" que as linhas da matriz A.




4.4 Dependéncia e independéncia linear

Definicdo
Seja E um espaco vectorial. Sejam uy,...,u, € E, com r € N.

e Para r = 1, dizemos que a sequéncia (u1) ou que o vector u; é
linearmente dependente quando u; = Of.

e Para r > 2 dizemos que (u1, ..., u,) é uma sequéncia linearmente
dependente, ou que os vectores uy, ..., u, sdo linearmente
dependentes,quando pelo menos um dos vectores da sequéncia é
combinacdo linear dos restantes vectores.

A uma sequéncia (u1,. .., u,) que ndo é linearmente dependente
chamamos linearmente independente e dizemos que os vectores
ui, ..., u, sao linearmente independentes.




4.4 Dependéncia e independéncia linear

Nota: Dois vectores sdo linearmente dependentes se, e sé se, um dos
vectores € multiplo escalar do outro, isto €, se é igual ao produto de um
escalar pelo outro vector.

Teorema (Critério de Independéncia Linear)

Seja E um espaco vectorial sobre K e sejam uy, ..., u, vectores de E. Os

vectores u1, . .., u, sdo linearmente independentes se, e sé se,a tinica forma
de escrever O como combinagio linear dos vectores uy, ..., u, € tomando
todos os coeficientes da combinag¢do linear iguais a zero, isto €, se, e so se,

a1u1+...+arur:OE:>a1 ::arZO
Tal equivale a afirmar que os vectores u1, ..., u, sdo linearmente
dependentes se, e s6 se,existem aq,...,a, € K ndo todos nulos tais que

oapu; + -+ apu = 0.




Exemplos
@ Em R3, a sequéncia ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) é linearmente
independente.
@ Em K", a sequéncia (e1,...,ep) € linearmente independente.
Q@ Em Mpmxn(K), a sequéncia
(E11, E12, .-y Einy Eo1, Enoy ooy Bony oo Bty Emy « -« s Emn) € linearmente
independente.

@ No espaco vectorial F = {(a, b,c)eR3: a=2b+ c}, a sequéncia
((2,1,0),(1,0,1)) € linearmente independente.

@ Em K,[x], a sequéncia (x",x""1,...,x,1) é linearmente
independente.
Q@ EmR?,
((1,0),(0,1),(-1,3),(—3,4)) € uma sequéncia linearmente
dependente.

((1,0),(0,1),(—1,3)) é uma sequéncia linearmente dependente.
((1,0),(0,1)) € uma sequéncia linearmente independente.
((1,0)) € uma sequéncia linearmente independente.




4.4 Dependéncia e independéncia linear

Proposicao

Seja E um espacgo vectorial e sejam uy, ..., u, vectores de E. Os vectores
ui,...,u, sdo linearmente independentes se, e sé se,para todo o vector
que se possa escrever como combinagdo linear de uy, . .., u, (isto €, vector
de (u1,...,u,)) os coeficientes da combinagdo linear sdo tnicos.

v

Proposicao

Seja S = (u1,...,u,) uma sequéncia de vectores de um espago vectorial E
eseja S = (uy,...,u.) uma sequéncia que se obtenha de S efectuando
um numero finito de transformagées dos tipos (1), (11), (1) descritos
anteriormente.

Tem-se, S € linearmente dependente (respectivamente, independente) se, e
s6 se, S’ é linearmente dependente (respectivamente, independente).

o




4.4 Dependéncia e independéncia linear

Proposicao

Seja E um espaco vectorial e sejam u1, ..., u, vectores de E linearmente
independentes. Se v € E € tal que v ndo é combinacdo linear dos vectores
ui, ..., Uy, entio

u1,...,Ur,v sdo linearmente independentes

(U, .. yur) G (U, ooy up, V).




4.5 Bases e dimensao

Definicdo
Seja E um espaco vectorial e (u1, ..., u,) uma sequéncia de vectores de E.
Dizemos que (u1, ..., u,) é uma base de E se é uma sequéncia geradora

de E e linearmente independente.
Convenciona-se que se E = {0g} entdo o conjunto vazio é base de E.

Observacao

Em R?, tem-se:
((1,0),(0,1)) é uma sequéncia geradora de R? e é linearmente
independente.
((1,0),(0,1),(—1,3)) é uma sequéncia geradora de R? mas n3o é
linearmente independente.
((1,1),(2,2)) n3o é geradora de R? e n3o é linearmente independente.

((1,1)) n3o é geradora de R? mas é linearmente independente.

v




. A4 EspagosVectoriais Basesedimensio
Proposicao
Num espaco vectorial E finitamente gerado qualquer sequéncia geradora
de E tem um ndmero de vectores superior ou igual ao niimero de vectores
de qualquer sequéncia linearmente independente.

Proposicao
Se um espaco vectorial E admite uma base com n elementos ent3o todas
as bases de E tém n elementos.

Definicao
Seja E um espacgo vectorial que admite uma base com n elementos, n € N.
Dizemos que E tem dimensao n e escrevemos dim E = n.

Observacao

Como convenciondmos que o conjunto vazio é base de E = {0g} entdo,
neste caso, dim E = 0.

Um espaco vectorial que como K[x] n3o é finitamente gerado diz-se de
dimensao infinita.




. A4 EspagosVectoriais Basesedimensio
Exemplos
Q@ dmK" = n.
Q dim M n(K) = mn.
Q dmK,[x]=n+1.

@ Se D é o conjunto das matrizes diagonais de M . ,(K) entdo

dimD = n.
@ Se T é o conjunto das matrizes triangulares superiores de M, n(K)
entao
1
dimT=n—l—(n—1)+(n—2)+~~+1=w.

@ C é um espaco vectorial sobre C, mas também é um espaco vectorial
sobre R. No primeiro caso, a sua dimensdo é 1 e no segundo caso é 2.
(Porqué?)Escrevemos ent3o

dim.C=1 e dim,C=2.



. A4 EspagosVectoriais Basesedimensio
Proposicao
Seja E um espaco vectorial finitamente gerado. S3o equivalentes as
afirmagdes:
Q@ dmE=n.

@ Existe uma sequéncia geradora, com n vectores de E, e qualquer
sequéncia geradora de vectores de E tem, no minimo, n elementos.

© Existe uma sequéncia linearmente independente, com n vectores de E,
e qualquer sequéncia linearmente independente de vectores de E tem,
no maximo, n elementos.

Proposicao

Seja E um espaco vectorial finitamente gerado. S3o equivalentes as
afirmacées:

Q@ dimE =n.
@ Qualquer sequéncia geradora de E, com n vectores , é uma base de E.

© Qualquer sequéncia linearmente independente, com n vectores de E, é
uma base de E.




Proposicao
SeS =(v1,...,vs) é uma sequéncia geradora de um espaco vectorial E
entdo existe uma subsequéncia de S que é uma base de E

Esquematicamente temos:

S é sequéncia

r etapas (*) S’ base de E
geradora de E

(*) Em cada uma das r etapas “elimina-se” um vector da sequéncia que
seja combinac3o linear dos restantes.



Teorema do Completamento

Se S = (u1,...,u,) é uma sequéncia linearmente independente de vectores
de um espaco vectorial E de dimensdo n entdo existe uma base de E que
tem S como subsequéncia. Ou seja, existem vectores wy, ..., w,_, de E,
com n—r > 0, tais que

(Utye ooy Upy Wiy ooy Woy)

é uma base de E.

Esquematicamente tem-se:

S sequéncia
linearmente independente |< <tapas )1 6" & base de E
0

de vectores de E

(**) Em cada uma das s etapas “acrescenta-se”’ um vector 3 sequéncia que
ndo seja combinagao linear dos restantes.



Proposicao
Seja E um espaco vectorial de dimensdo finita. Tem-se:
@ Se F € um subespaco de E entdo dim F < dim E.
@ Se F é um subespaco de E e dim F = dim E entdo F = E.
v
Proposicao
Seja E um espacgo vectorial e sejam uy, ..., u, vectores de E. Tem-se,
(u1,...,un) € uma base de E se, e sé se, todo o vector de E é combinagcdo
linear dos vectores uq, . .., u, e sdo tinicos os coeficientes da combinacio
linear
v
Definicdo
Seja E um espago vectorial sobre K e (u1,...,un) uma base de E. Para
cada v € E os escalares g, ...,a, € K, Unicos, tais que
v =aqu; + -+ + apu, dizem-se as coordenadas de v na base (u1,. .., u,)
ou, mais correctamente, dizemos que (a1, ..., an) é a sequéncia das
coordenadas de v na base (u1,..., uy).
v




Exemplo
O ((1,0),(0,1)) é uma base de R?. Se (a, b) € R? entdo, como

(a,b) = a(1,0) + b(0, 1),

a sequéncia das coordenadas de (a, b) na base anterior é (a, b).
@ ((0,1),(1,0)) é também uma base de R2. Em relacgo a essa base,
como
(a, b) = b(0,1) + a(1,0),
a sequéncia das coordenadas de (a, b) é (b, a).

@ B=((—1,1),(0,1)) é também uma base de R?. Determinemos a
sequéncia das coordenadas de (a, b) em relagdo a essa base.

B B —a1 = a Qa1 = —a
(a, b) = au( 1,1)—|—a2(0,1)<:>{ a1+ ag = b (:’{ ar=a+b "

Assim a sequéncia das coordenadas do vector (a, b) na base
B=((—-1,1),(0,1)) é (—a,a+ b).




Exemplo

@ O vector que em relacdo a base
B=((-1,2.3),(0,3,4),(0,0,5))
de R3 tem a sequéncia de coordenadas (7, —1,4) é o vector

7(=1,2,3) + (=1)(0,3,4) + 4(0,0,5) =
=(—7,14,21) + (0, —3,—4) + (0,0, 20)
=(~7,11,37).

Definicao

Designamos por base canénica de K", e representamos por b.c.xn, a base
(e1,...,en) sendo e, i =1,...,n, o n-uplo com todas as componentes
nulas excepto a /-ésima componente que é igual a 1.




4.6 Interseccao, unidao e soma de subespacos

Teorema

Se F e G sdo subespacos de um espaco vectorial E entdo F N G €, ainda,
um subespago de E.

Exemplo

Em R* consideremos os subespacos
F={(a,b,c,d)eR*:a—b=0Aa—b—d=0}
G={(a,b,c,d)eR*:b—c=0Ad =0}

Sabemos entdo que
FNG={(a,b,c,d)eR*:a~b=0Na—b—d=0Ab—c=0Ad =0}
e, portanto,
FNG={(a,b,c,d)eR*:a=cAb=cAd=0}={(c,c,c,0):ce
R} =

{c(1,1,1,0): c e R} ={(1,1,1,0)).

v




4.6 Interseccao, unidao e soma de subespacos

Processo para a determinac3o da intersec¢ao de dois subespacos:

@ Obter um sistema (S1) (resp. (S2)) de equagdes lineares cujo
conjunto de solugdes é F (resp. G).

@ Considerar um sistema (S) constituido por todas as equagdes de (S;)
e por todas as equagdes de (S2).

@ O conjunto das solugdes do sistema (S) é FN G.

Proposicao

Sejam F e G subespacos de um espaco vectorial E. Tem-se F U G é um
subespaco de E se, e sé se, FC G ou G C F.




4.6 Interseccao, unidao e soma de subespacos

Definicdo
Sejam F e G subespacos de um espaco vectorial E. Chamamos soma dos
subespacos F e G ao conjunto

F+G={u+v: ueF N veG}.

Proposicao
A soma de dois subespagos de um espago vectorial E € ainda um
subespaco de E.

Exemplo

Sejam E=R?, F = {(x,y) e R?:y =0} e G = {(x,y) € R? : x = 0}.
Tem-se FUG = {(x,y) €eR?: x=0 V y =0}.

Assim, por exemplo, (2,3)#(F U G) e, portanto, F U GCR?.

Mas F + G = R?, pois com (x,0) € F e (0,y) € G temos




4.6 Interseccao, unidao e soma de subespacos

Proposicao

Seja E um espaco vectorial e F e G subespacos de E tais que

F=(u,....,u) e G={(vi,...,vs).

Tem-se
F+G= (ul,...,UmVla--'va)‘

Exemplo

Sejam F = {(x,y,z) e R®: x =y +2z} e G = ((1,0,-1),(0,3,1)).
Temos que F = {(x,y,z) ER3: x =y + 2z} =

{(y +2z,y,2z) : y,z € R}. Como para quaisquer y,z € R se tem

(y +2z,y,z) = y(1,1,0) + z(2,0,1), concluimos que
F=1{(1,1,0),(2,0,1)).

Dado que G = ((1,0,—1),(0,3,1)) pela proposi¢do anterior temos
F+G={(1,1,0),(2,0,1),(1,0,-1),(0,3,1)).

v




4.6 Interseccao, unidao e soma de subespacos

Proposicao
Seja E um espaco vectorial e sejam F e G subespacos de E. So
equivalentes as afirmagées:
Q Se(u1,...,un) é uma base de F e (v1,...,vs) é uma base de G
entdo (u1,...,Up,V1,...,Vs) € uma base de F + G.
@ FNG ={0g}.

Q@ Seu,v/eFev,veGsdotaisqueu+v=u +Vv entiou=1u e
/
v=yv.




4.6 Interseccao, unidao e soma de subespacos

Definicdo
Sejam F e G subespagos de um espaco vectorial E. Dizemos que E é a
soma directa dos subespacos F e G e escrevemos

E=F®G

se para cada w € E existe um dnico par (u,v) com u € F e v € G tal que
w = u+ v. Nestas condigdes dizemos que F (resp. G) é um subespaco
suplementar de F (resp. G) em E.Dizemos ainda que o vector u é a
projeccao de w sobre F, segundo G e que o vector v é a projeccdo de w
sobre G, segundo F.




4.6 Interseccao, unidao e soma de subespacos

Proposicao
Sejam F e G subespacos de um espaco vectorial E. S3o equivalentes as
afirmagdes:

Q@ E=FaG.
@ E=F+GeFNG={0g}

Proposicao
Seja E um espaco vectorial de dimensio finita. Se F é um subespaco de E
entdo existe um subespaco G de E tal que

E=F®G,

isto €, todo o subespaco de um espaco vectorial de dimens3o finita tem
um suplementar.

V.




4.7 O Teorema das Dimensoes

Proposicao

Teorema das Dimensoes

Se E é um espaco vectorial e F e G s3o subespacos de E de dimensio
finita entdo F + G e F N G também tém dimens3o finita e

dim(F + G) =dim F +dim G —dim(F N G).

Observacao
Se F e G sdo subespacos de um espago vectorial E s3o equivalentes as
afirmacdes:

QO FNG={0g},

@ dim(FNG)=0,

Q dim(F + G) =dimF +dimG.




4.8 Matrizes e Espacos Vectoriais

Nesta seccdo veremos como utilizar as matrizes para resolver os seguintes
problemas:

© Determinar se uma sequéncia de vectores de E é linearmente
independente.

@ Determinar se um vector pertence ao subespaco gerado por uma dada
sequéncia de vectores.

© Construir uma base de um espaco a partir de uma sequéncia de
geradora.

@ Construir uma base de um espag¢o a partir de uma sequéncia
linearmente independente, sendo conhecida a dimensao do espaco.

© \Verificar se duas sequéncias de vectores geram 0 mesmo espaco
vectorial.



4.8 Matrizes e Espacos Vectoriais

Recordemos que se A € M xn(K) e

A (linhas) B

entdo o subespaco gerado pelas linhas da matriz A é igual ao subespaco
gerado pelas linhas da matriz B e que as linhas de A s3o linearmente
independentes se, e sé se, 0 mesmo suceder as linhas de B.

Proposicao

As linhas ndo nulas de uma matriz em forma de escada sdo linearmente
independentes.




4.8 Matrizes e Espacos Vectoriais

Vejamos como, utilizando matrizes, respondemos facilmente aos problemas
anteriormente enunciados no caso do espac¢o vectorial K”.

Seja F um subespaco de K" e S = (u1, ..., up) uma sequéncia de vectores
de F tais que F = (uy,..., Up).

Seja A € Mpxn(K) a matriz cuja linha i é u;, i=1,...,peseja A" a
matriz em forma de escada equivalente por linhas a A.
uy
Sem exigéncias de rigor escrevemos | : | para representar a matriz cuja
Up
linhaiéu;, i=1,...p.



1. Determinar se uma sequéncia de vectores de E é linearmente independente.

1. A sequéncia S é linearmente independente se, e s6 se, A’ n3o tem linhas nulas,
uy

ou seja, r : =p.
Up
Exemplo

Considere-se a sequéncia de vectores de R*
S =1((1,4,3,6),(0,0,0,2),(2,8,1,3)) .

1 4 3 6]
Tal sequéncia é linearmente independente se, e s se, r 0 0 0 2 =3
2 8 1 3 |
Como
1 4 3 6 1 4 3 6 1 4 3 6]
_ _—
0 0 0 2 |K+(-2)il 0 0 0 2 |h+—=h| O 0 -5 —9 | (fe)
2 8 1 3 0 0 -5 -9 0 0 0 2 |

concluimos que S é linearmente independente.




2. Determinar se um vector pertence ao subespaco gerado por uma dada

sequéncia de vectores.

2. Determinar se um vector v pertence ao subespago F de K” é equivalente a

averiguar se v é combinagdo linear dos vectores da sequéncia S, geradora de F.
uy

uy
Isto é r : =r :
up tp

\%
Exemplo

Seja F =((1,4,3,6),(0,0,0,2),(2,8,1,3)).
Como vimos no exemplo anterior, a sequéncia
((1,4, 3,6),(0,0,0,2),(2,8,1, 3)) ¢ linearmente independente e, portanto,

Base de F — ((1,4, 3,6),(0,0,0,2), (2,8, 1,3)) .

Determinemos se (1,4, —2,—3) € F, utilizando matrizes.




2. Determinar se um vector pertence ao subespaco gerado por uma dada

sequéncia de vectores.

Note que
(1,4,-2,-3) € F

se, s se, (1,4,—2,—3) se pode escrever como combinagdo linear dos
vectores

(17 47 37 6)7 (07 07 07 2)7 (27 87 17 3)

ou equivalentemente, se, e s6 se, as matrizes

—ow
w N o
| E——

D

(@)
=N O R
S~ 00O >
NHOW

w wN o

tém a mesma caracteristica.




2. Determinar se um vector pertence ao subespaco gerado por uma dada

sequéncia de vectores.

Vimos no exemplo anterior que r(A) = 3 e, como

14 3 6]  [14 3 6 1 4 3 6
C=|25 1 3|00 -5 olEklo o 5 off
|1 4 -2 -3 | 0 0 -5 -9 00 0 2
(1 4 3 6] 1 4 3 6
et A e e !
L0 0 o0 2] 00 0 o0

concluimos que r(C) = 3 e, portanto,

(1,4,—2,-3) € F.




3. Construir uma base de um espacgo a partir de uma sequéncia de geradora.

3.a Uma base de F é constituida pelas linhas n3o nulas de A’, isto é, se

!
uy
%)’ ‘6; (f.e.), (uf,...,u.) é uma base de F.
up :
Lo ]
Exemplo

Consideremos o subespaco de R3 G = <(1, —1,0),(0,1,4),(2, —1,4)> e
determinemos uma base de G.

Tem-se
1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0
o o
A=|0 1 4 |k+(-2k| 0 1 4 |h+(-Dh|l o0 1 4 (f.e.).
2 —1 4 0 1 4 0 0 0




3. Construir uma base de um espacgo a partir de uma sequéncia de geradora.

Logo,
G = <(1, ~1,0), (0, 1,4)> :
Como a sequéncia

((1, ~1,0), (0, 1,4))

é geradora de G e € linearmente independente (note que os elementos da
sequéncia sdo as linhas ndo nulas de uma matriz em forma de escada)
entdo tal sequéncia é uma base de G, tendo-se dim G = 2.




3. Construir uma base de um espacgo a partir de uma sequéncia de geradora.

3. b As linhas n3o nulas de A’ s30 uma base de F. Tendo em consideracdo as
eventuais trocas efectuadas para obter A’ a partir de A, determinamos facilmente
uma subsequéncia de S que é uma base de F.

Exemplo
Se G =((1,2,-1),(2,4,-2),(1,5,2)) entdo Tem-se
12 -1]— 51 2 -1 1 2 -1
A= [ 2 4 2 ]Ziﬁ‘ﬂﬁ{ 00 0 ]lgelz[ 03 3 ] (fe.).
15 2 03 3 00 0

Analogamente ao exemplo anterior, uma base de G é ((1,2,—1),(0,3,3))
mas também, tendo em atenc3o as trocas efectuadas, uma base de G é

((1,2,-1),(1,5,2)).




3. Construir uma base de um espacgo a partir de uma sequéncia de geradora.

Exemplo

Seja F = {(x,y,z) e R3: y+2z}e

G ={(1,0,-1), (2 0,4), (0, 3 )). Vimos anteriormente que
F+G= <(1,1,o),(2,0 1),(1,0,-1),(2,0,4),(0,3,1)).

Para obter uma base de F + G procedemos da seguinte forma:

r1 1 0 1 1 0 1 1 0
2 0 1| 0 —2 1m0 -1 -1,
1 0 -1 |he(-pn|l o0 -1 -1 0 -2 1
2 0 4 |[WH=DR] 9 2 4 0 -2 4
Lo 3 1 0 3 1 0 3 1
r1 10 1 1 o0

—|0 -1 -1 |——|l0 -1 -1

B+(—2)F -

B26| 0 0 3 [AHEYE 0 0 3

b+ 1o 0 6| " |lo o0 o0
Lo o0 -2 0 0 o0

Logo, uma base de F + G é

((1,1,0),(0,—1,-1),(0,0,3)) e também ((1,1,0),(2,0,1),(1,0,—1)).

-/
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4. Construir uma base de um espago a partir de uma sequéncia linearmente

independente, sendo conhecida a dimensao do espaco.

4. Seja S’ = (u1,. .., up) uma sequéncia linearmente independente de vectores de
em subespaco F de K" e seja s a dimensdo de F. Seja S’ = (wq,...,ws) uma
base de F. Se p < s, obtemos uma base de F "acrescentando” s — p vectores a
S’, com a restric3o de tais vectores pertencerem a F e a nova sequéncia ser
linearmente independente.

Ou seja, se , -
w1 wy
!/
N —_— =
: (linhas) w (fe)
ws w! |
e
up up ]
!
—_— . =
(linhas) u (f e. )
up u;, ]
entdo considerem-se as s — p linhas de W', (wjj,...w;_ ) com piv6s em indice
de coluna distintos dos da matriz U’. Nestas condi¢cdes a sequéncia
/ ! / / 4
(U, ..oy, Wi17-~-Wis,,,) é uma base de F .

7 7 ~ . ! !
Também é base de F a sequéncia (uy, ..., Up, Wi,...w. ).

i



4. Construir uma base de um espago a partir de uma sequéncia linearmente

independente, sendo conhecida a dimensao do espaco.

Exemplo

Considere-se a sequéncia de vectores de R*

5= ((1,4,3,6), (0,0,0,2), (2,8, 1,3)) .

Como
1 4 3 6 1 4 3 6 1 4
0 0 0 2 |h+(=2)h| 0 0 0 2 |h«—sh|lO0 0 -5 —9 | (fe)
2 8 1 3 00 -5 -9 0 0

concluimos que S é linearmente independente.




4. Construir uma base de um espago a partir de uma sequéncia linearmente

independente, sendo conhecida a dimensao do espaco.

Se acrescentarmos a sequéncia S, por exemplo, o vector (0,1,0,0)
obtemos ainda uma sequéncia linearmente independente. Basta atender a
que se tem

1 4 3 6 1 4 3 6 1 4 3 6
10 0 O 2|77 =00 -5 -9 |70 1 0 0
B = 5 8 1 3 (linhas) 0 0 0 5 (linhas) 0 0 -5 -9 (fe)
0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 2
er(B) =4.

Como a sequéncia ((1,4,3,6), (0,1,0,0),(0,0,—5,9),(0,0, 0,2)) é
linearmente independente e tem 4 = dim(R*) vectores é uma base de R*.
E também base de F ((1,47 3,6),(0,0,0,2),(2,8,1,3),(0, 1,0,0)).

v




5. Verificar se duas sequéncias de vectores geram o mesmo espago vectorial.

5.Sejam (uy,...,up) e(vq,...
1 e _
entdo (uy,...,up) = (vi,...

das marizes U" e V",

Exemplo

u

Up

vi

Vq

, Vq) sequéncias de vectores de K". Se

linhas)” U" (fer)
WV” (f.e.r.)

, Vg) se, e s se sdo iguais as linhas ndo nulas

Determinemos se as sequéncias
((1,-1,0),(0,1,4),(2,-1,4)), ((1,0,4),(3,—2,4)) e ((1,-1,0),(0,1,1))
geram o mesmo subespaco de R3.

Atendendo a que




5. Verificar se duas sequéncias de vectores geram o mesmo espago vectorial.

concluimos que

((1,-1,0),(0,1,4),(2,-1,4)) = ((1,0,4),(3,—2,4)) # ((1,-1,0),(0,1,1))




Vimos que os problemas enunciados no inicio desta seccao podem ser
resolvidos utilizando matrizes, para E = K". O que sucede se £ # K"?
Por exemplo, como resolver os problemas anteriores se

E=K/x] ou E=Mpun(K)?



Observacdo

@ Para qualquer espac¢o vectorial E de dimensao n, se fixarmos em E
uma base B3 entdo a “correspondéncia”

f:E—K"
ur— (ﬁla"‘an)
que a cada vector u € E associa a sequéncia das coordenadas de u na
base I3 (i.e. se B = (e1,...,ep) entdo u= Pi1e1 + --- + Ppen) € uma

aplicacdo bijectiva.

@ A resolugdo de problemas envolvendo vectores de E = K,[x] ou de
E = Mpmxn(K) pode ser feita com vectores, respectivamente, de
K1 ou de K™ utilizando as sequéncias das coordenadas dos
vectores em causa em relacdo a uma base fixa B de E.

@ O mesmo raciocinio pode ser seguido para qualquer espaco vectorial
E de dimensdo finita e assim continuar a utilizar as matrizes para
resolver os problemas.




Exemplo

Em R3[x], consideremos a sequéncia
S=(+4x+3x+6, 2, 2> +8x* +x +3).

Verifiquemos que S é linearmente independente e determinemos uma base
de R3[x] que tenha S como subsequéncia.
Considere-se em R3[x] a base B = (x3, x2, x, 1). Em relacdo a base B, a
sequéncia das coordenadas de:

x3+4x2 +3x+6 é (1,4,3,6),

2 é (0,0,0,2),

23 +8x2+x+3 é (2,8,1,3).

Como vimos num exemplo anterior a sequéncia

S = ((1,4,3,6),(0,0,0,2),(2,8,1,3))

é linearmente independente




Exemplo

e 0 mesmo sucede a sequéncia

((1,4, 3,6),(0,0,0,2),(2,8,1,3), (0, 1,0,0)) .

O elemento de R3[x] que na base B = (X3, X2, x, 1) tem a sequéncia de
coordenadas

(0,1,0,0) é 0x3+1x?>+0x+0= x>

Assim,
S= (x3+4x2+3x+6, 2, 2x3—|—8x2+x+3)

é linearmente independente e
(X3+4x2+3x—|—6, 2, 2x34+8x% 4+ x + 3, x2)

é também linearmente independente. Como tem 4 = dim R3[x] vectores é
uma base de R3[x].




Exemplo

Seja E um espaco vectorial tal que B = (e1, e, €3, €4) é uma base de E.
Verifiquemos que a sequéncia

52(61+62+e4, 2€1+262+e3+64)

é linearmente independente e “completemos” essa sequéncia de forma a
obter uma base de E, isto é, determinemos uma base de E que tenha S
como subsequéncia.
Em relacdo a base B a sequéncia das coordenadas de:
€1+ e+ e é (15170a1)7
2e1 +2ep+e3+e € (2,2,1,1).
Tem-se
_[1 10 1]———=2[1 1 0 1
A= [ 2 2 1 1 }’2+(_2)’1[ 00 1 -1 ] (fe.)

com
r(A) =2

e, portanto, a sequéncia S é linearmente independente.



Exemplo
Dado que
110 1 110 1 110 1
;221 1]——=]0 01 -1|——=|0 10 o
A=1071 0 oltCDh g 1 o o5l g o1 1| (fe)
00 0 1 000 1 000 1

e r(A’) = 4 podemos afirmar que
((1, 1,0,1),(2,2,1,1),(0,1,0,0), (0,0,0, 1))

€ uma sequéncia linearmente independente.
Em relagcdo a base B = (e1, e, €3, €4) a sequéncia de coordenadas de

(0,1,0,0) €é Oe;+ lex + 0e3 + O0eq = e,
(0, 0,0, 1) é 0Oe; +0e + 0e3 + leg = e4.

Logo, (e1 + e + es, 2e1 +2ex + €3 + e, €, e1) é linearmente
independente e como tem 4 = dim E vectores é uma base de E.




4.8 Mais sobre a caracteristica de uma matriz

Definicdo

Seja A € Mpmxn(K). Designamos por espago das linhas de A, e
representamos por L£(A), o subespaco vectorial de K" gerado pelas m
linhas de A.

O subespaco vectorial de K gerado pelas n colunas de A é designado por
espaco das colunas de A e é representado por C(A).

As dimensdes dos subespacos anteriormente definidos chamamos,
respectivamente, caracteristica de linha de A e caracteristica de coluna de
A.

Exemplo
1 0 -1 -
Se A= > 1 0 ] € May3(R) entdo

E(A) = <( 0, _1)a (27 L 0)> € C(A) = <(172)’ (07 1)a (_1a 0))




Exemplo
100 1 00

SeA=|0 0 1|,B=[0 1 0| € M;s.3(R)entdo
0 00O 00O

L(A) # L(B) mas C(A) =C(B)

Observacdo
Seja A € Mpmxn(K). Tem-se:
@ C(A) = L(AT)
Q Se A inhas)” B entdo L(A) = L(B) Mas pode ter-se C(A) # C(B)




Teorema
Seja A € Mpmxn(K). Tem-se

@ As transformacdes elementares sobre linhas (resp., colunas) ndo
alteram a caracteristica de coluna (resp., de linha) de A.

@ A caracteristica de linha e a caracteristica de coluna de A sdo iguais e
coincidem com a caracteristica de A, isto é,

dim(L(A)) = dim(C(A)) = r(A).

Observacio

S3o0 equivalentes as seguintes definicGes de caracteristica de A:

© A caracteristica de A é o ndmero de linhas n3o nulas de qualquer matriz
equivalente por linhas a A e em forma de escada.

@ A caracteristica de A é a dimens3o do espaco das linhas de A.

@ A caracteristica de A é a dimens3o do espaco das colunas de A.

Q A caracteristica de A é o niimero (maximo) de linhas linearmente
independentes de A.

© A caracteristica de A é o nimero (maximo) de colunas linearmente
independentes de A. )




Teorema
Uma matriz e a sua transposta tém a mesma caracteristica.

Proposicao
Sejam A € Mpmun(K) e B € Mpyp(K). Tem-se

r(AB) <r(A) e r(AB) <r(B)

Definicdo
Seja A € Mpmxn(K). Designamos por espago nulo de A, e representamos
por NV/(A), o subespaco vectorial de M ,x1(K) definido por

N(A) = {X € Mpx1(K) : AX = 0}.

Proposicao
Se A € Mmxn(K) entdo
dim(N(A)) = n —r(A).
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