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Equacdes da Recta e do Plano

Seja A um ponto de R3 e < u > subespaco vectorial de R3 de dimens3o 1.
Chamamos recta ao conjunto de pontos

{A+v:ive<u>}={A+Au: XeR}

Definem uma recta:
@ Dois pontos dessa recta
e Um ponto da recta e um vector paralelo a essa recta (Au).

Definicao
A um vector n3o nulo paralelo a uma recta r chamamos vector director
da recta r.

Observacao

—
Se A e B s3o dois pontos distintos de uma recta r, o vector AB é um
vector director da recta r.

o




Equacao vectorial da recta

Dado um ponto A(ai, az, a3) de uma recta r e um vector u(uy, ua, u3)
director da recta r chamamos equacao vectorial da recta r,a equagcao
onde um qualquer ponto P(x,y,z) da recta r é dado por:

r:P=A+Xu,XA€eR.

Atendendo a que
r:(x,y,z) = (a1, a2, a3) + A(u1, w2, u3), A € R,
a equacdo anterior é ainda equivalente ao sistema:

Equacoes cartesianas da recta

x=a1+ A\ip
y=a+ A ,ADeR
z=a3+ \us

que habitualmente designamos por equacoes paramétricas da recta r.
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Equacdes da Recta e do Plano

Parawy #0,u #0 e w3 # 0, temos
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estas equagdbes sdo designadas por equacoes normais da recta.

O quesepassase yy =0V up =0V u3 =07?



Equacdes da Recta e do Plano

Quando u3 # 0 e considerando

n up asui aslp
m=— n=— p=a——— (Qq=a
us us u.

chamamos equacdes reduzidas da rectaao sistema

X=mz+p
y=nz+q



Equacdes da Recta e do Plano

Seja A um ponto de R e < u, v > subespaco vectorial de R® de dimensio
2. Chamamos plano ao conjunto de pontos

{A+w:we<uv>r={A+ A u+puv: \,peR}

Definem um plano:

@ Trés pontos n3o colineares desse plano.

@ Um ponto do plano e dois vectores n3o paralelos desse plano.

@ Um ponto do plano e um vector perpendicular a esse plano.
Definicao
Aos vectores n3o nulos paralelos a um plano 7 e n3o colineares chamamos
vectores directores do plano 7.

Se A e B e C s3o trés pontos distintos e n3o colineares de um plano 7, os
vectores AB e B—C> s3o vectores directores do plano 7.Se u e v s3o vectores
directores do plano 7w entdo o vector u X v é um vector perpendicular ao
plano .



Equacao vectorial do plano

Dado um ponto A de um plano 7 e dois vectores directores do plano m,
u(uy, u, u3) e v(vi, va, v3) chamamos equacdo vectorial do plano 7, a
equacdo onde um qualquer ponto P do plano 7 é dado por :

T P=A4+Au+pv, A\ peR

Atendendo a que
7 (x,y,2) = (a1, a2, a3) + A(ur, u2, u3) + p(vi, v2,3), A, € R,
equacdo anterior é ainda equivalente ao sistema:

Equacoes cartesianas do plano

x=a1+ Au1 + uwvy
y=a+n+un Apelk
z=a3+ Auz + uv3

que habitualmente designamos por equacoes paramétricas do plano 7.




Como referimos, se u e v sdo vectores directores do plano w entdo o vector
u X v é um vector perpendicular ao plano .

Sendo assim u x v € ainda perpendicular a qualquer vector do plano .
Sendo A(ai, az, a3) um ponto do plano T entdo, para qualquer ponto
—

P(x,y,z) € w teremos que o vector AP serd sempre perpendicular ao
—
vector u x v, isto é AP|(u x v) = 0.

De facto, esta € uma caracterizacdo dos pontos P do plano w.Assim dizer
que P € 7 € equivalente a afirmar que

X—ay y—ad2 zZ-—as
up u u3 =0.
Vi V2 v3




Os pontos do plano 7 sdo os pontos de R3 que sio solucdes da equacio
linear nas incégnitas x, y e z:

ax+by+cz+d=0.

A esta equagcdo chamamos a equacao geral do plano 7.

Observacio

A sequéncia (a, b, ¢) dos coeficientes das incégnitas x, y e z da equagdo
geral de um plano 7 : ax 4+ by + cz + d = 0 é a sequéncia das coordenadas
de um vector perpendicular ao plano 7.




Problemas métricos: distancias

Sejam P e Q dois pontos de R3. Define-se distancia ﬂre os pontos P
e Q, e representa-se por d (P, @), a norma do vector PQ, isto é,

d(P,Q) = | PG

Sejam Fi e F, pontos, rectas ou planos de R3. Define-se distancia entre
F1 e F» como

d(F1,F2) =min{d(P,Q): Pe Fi, Q<€ F}.

Observacao
Se F1 N Fp # 0 entdo d (Fy, F2) = 0. J




@ Distancia de um ponto P a uma recta R:

P
d(P,R)
0 . R
A u
AP 0 |AP
A(P.R) = | AP senf — I ||||]|5||||Sen _ ||u>ﬁu”



@ Distancia de um ponto P a um plano P: p
/ d(P,P)

A

AP 4P| 4]
AP | cost]

P, P) — | AP |cos ] |

0 = £(AP,w)



Problemas ndao métricos: incidéncia e paralelismo

Posicdo relativa entre duas rectas R1 e Ro:
(a) Rl = Rz.
(b) R1 e Ry sdo estritamente paralelas.

e

(c) R1 e Ry sdo concorrentes, isto é, a sua intersecgdo é um
ponto.

=



(d) R1 e R sdo enviesadas.

T

uy - vector com a direccao de R;
up - vector com a direccdo de R
A1 - ponto da recta R4

up e up tém a mesma direcgdo = (a) ou (b).
u1 € up ndo tém a mesma direcgdo = (c) ou (d).

(a) ou (b)? Al € Ry = (a), AL € Ry = (b)
(C) ou (d)? R1NRy # 0 = (C), RiNRy =0 = (d)



Problemas métricos: distancias

Distancia entre duas rectas R1 e Ro:
Caso (a): d(Ri1,R2) =0.

Caso (b): d(Ri1,R2) é a distdncia de um ponto qualquer de R; a recta
R> (ou de um ponto qualquer de R, a recta Rq).

Caso (c): d(Ri1,R2)=0.

Caso (d): Considere-se um plano P; contendo a recta R e paralelo a
recta Ry. A d(R1,R2) é a distancia de um ponto qualquer de R, ao
plano Ps.



Problemas ndao métricos: incidéncia e paralelismo

Posicdo relativa entre uma recta R e um plano P:

(@) RCP.

——

(b) R é estritamente paralela ao plano P.




(c) A intersecgdo entre R e P é um ponto.

u - vector com a direc¢do da recta R

w - vector perpendicular ao plano P

A - ponto da recta R

ulw=0 = (a)ou (b).

ulw#0= (c).

(a)ou (b)? AcP = (a), AP = (b)



Consideremos fixado um referencial ortonormado e directo (O; ey, €2, €3)
de R3.

Seja R a recta de equagdes normais

e P o plano que passa pelos pontos

A=(1,0,—-1), B=(2,2,00 e C=(1,1,1).

Vejamos que R é estritamente paralela a P.



Exemplo:

Determinemos um vector u com a direccdo de R e um vector w
perpendicular a P. Conforme referimos, R é paralela a P (podendo ser
coincidente ou estritamente paralela) se, e sé se,

ulw=0.

Para obter u basta determinar dois pontos distintos da recta R, por
exemplo,

D=(2,30) e E=(21-4)

e considerar, por exemplo,

u= DE = (0, -2, —4).



—_— — —

Consideremos, por exemplo, w = ABxAC. Como AB = (1,2,1) e
—
AC = (0,1,2) tem-se

— —

w = ABxAC = (3,-2,1).

€1 € €3
Mnembénica: 1 2 1 |=3e —2e + 1les.
0 1 2

Assim,
ulw=(0,-2,-4)](3,-2,1)=0x3+(-2)x(-2)+(-4)x1=0

e, portanto, R é paralela a P.



Para determinarmos se R C P ou se R é estritamente paralela a P temos
de considerar um ponto qualquer de R e verificar se pertence ou n3o ao
plano P.

Como (3,—2,1) é um vector perpendicular a P e P passa no ponto
A= (1,0,—1), uma equagdo geral do plano P serd

3x =2y +1z+d=0

com
d=—-3%x1-2x0+1x(-1))=-2.



Atendendo a equagao geral do plano P
3x—-2y4+z—-2=0
concluimos que o ponto da recta R, D = (2,3,0), ndo pertence ao plano

‘P pois
3x2—-2x34+0—-2#0.

Logo R é estritamente paralela a P.



Problemas métricos: distancias

Distancia entre uma recta R e um plano P:

Caso (a): d(R,P)=0.

Caso (b): d(R,P) é a distancia de um ponto qualquer da recta R ao
plano P.

Caso (c): d(R,P)=0.



Problemas ndao métricos: incidéncia e paralelismo

Posicdo relativa entre dois planos P; e Pa:

(a) Pl = PQ.
(b) Py e P> sdo estritamente paralelos.




(c) A intersecgdo dos planos P; e P2 é uma recta.

wy - vector perpendicular ao plano P;.

wy - vector perpendicular ao plano Ps.

A1 - ponto do plano P;.

wi e wp tém a mesma direcgdo = (a) ou (b).
wi e wp ndo tém a mesma direc¢do = (c).
(a) ou (b)? Ay € Py = (a), AL &€ P> = (b)



Problemas métricos: distancias

Distancia entre dois planos Py e Ps:

Caso (a): d(Py,P2) =0.

Caso (b): d(Pi1,P2) é a distdncia de um ponto qualquer de P; ao plano
P, (ou de um ponto qualquer de P, ao plano Py).

Caso (c): d(P1,P2) =0.



Problemas métricos: angulos

Angulo de duas rectas R1 e Ro:

Define-se como o menor dos angulos formados por duas rectas complanares
R} e RS, uma com a direcgdo de R e a outra com a direcgdo de Ro.

u - vector com a direc¢do de Ry (e de R}).

v - vector com a direc¢do de Ry (e de R)).

ju v
0 = £(R1,Ry) = arccos .
(R1. R2) TV




Angulo de uma recta R e um plano P:
Define-se como sendo o complementar do angulo formado pela recta R
com uma recta S perpendicular ao plano P.

R

cosa = M =send.
([ ullfwll
£(R,P) =0 = arcsin M
[ullffwl



Angulo de dois planos P; e Po:
Define-se como sendo o angulo formado por duas rectas R1 e Rp, com Ry
perpendicular a P; e Ry perpendicular a Ps.

wy - vector perpendicular a Ps.

wy - vector vector perpendicular a Ps.

lwi | we

£(P1,P2) = arccos ——————.
[[w|[[|we|
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