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Proposicao
Seja f : E — E uma aplicagdo linear.Sejam o € K um valor préprio de f
e
Ey,={u€ E:f(u)=au}= Nuc(f — aidg).
Tem-se:

@ E, é um subespaco de E el < dimE, < dimE.

@ Os vectores préprios de f associados ao valor préprio o sdo os
elementos ndo nulos de E,, isto € sdo os elementos de E, \ {Og}.

Definicdo
Seja f : E — E uma aplicag3o linear e o um valor préprio de . Ao
subespaco vectorial

E,={u€ E:f(u)=au} = Nuc(f — aidg)

chamamos subespaco proprio de f associado ao valor préprio a.
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dizemos que

@ « é valor proprio de A;

@ X é vector proprio de A asociado ao valor préprio a.

Proposicao
A € Mpxn(K), o um valor préprio de A e
M, ={X e Mpx1(K): AX =aX}.
Tem-se:
Q@ M, é um subespaco vectorial de M 1(K).

@ Os vectores préprios de A associados ao valor préprio o« sdo os
elementos de M, \ {Opx1}.
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A€ Mpxn(K) e o um valor préprio de A. Ao subespaco vectorial
M, ={X € Mpx1(K) : AX = aX}
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M., é um subespaco de M ,1(K), tem-se
mg(«) = dim M, < dim M,x1(K) = n.
Como M, # {0,x1} (porqué?) entdo dim M, > 1. Assim

1 <mg(a) <n.
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Proposicao

Seja A € Mpxn(K) e a um valor proprio de A. Tem-se

mg(a) = n—r(A—alp).

Proposicao
Seja A € Mpxn(K) e seja X € Mpx1(K) tal que

AX = aX.

@ Para qualquer k € N, tem-se AKX = ok X.
@ Para qualquer polinémio

q(x) = bx" + by_1x" "1 + ...+ bix + by € K,[x], definindo

q(A) = b, A" + b, 1AL+ ..+ biA+ byl,, tem-se g(A)X = g(a)X.
© Se « € valor préprio de A e q(A) = 0, entdo q(«) = 0.

[m] = = =
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Seja A € Muxn(K). Tem-se que o é valor préprio de A se, e s se,
A= aly| = 0.

Dem. Por defini¢do, v é valor préprio de A se, e sé se, existe X € M,x1(K)
tal que
X#0 e AX=oaX,

ou equivalentemente,
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O sistema homogéneo, com n incégnitas, (A — al,) Y = 0 admite uma solu¢cio
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r(A—al,) <n

ou, ainda, que
|A—al,| = 0.
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Definicdo

A € Mpxn(K). Chama-se polinémio caracteristico de A e representamos
por pa(x), ou simplesmente p(x) se ndo houver ambiguidade, o polinémio

na varidvel x com coeficientes em K, dado por p(x) = |A — xl,|. A
equagdo p(x) = 0 chamamos equacdo caracteristica de A.

Proposicao
Seja A € Mpxn(K) entdo o seu polinémio caracteristico, pa(x), tem grau
n, sendo da forma

n—1

pa(x) = (=1)"x"+ ap_1x""" + - + a1x + ao,

coma; €K,i=1,...,n—1 e em que ag = det A.
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Certos autores definem o polinémio caracteristico de A € M, ,(K) por
|xI, — Al . Notemos que |xI, — Al = |— (A — xIp)| = (=1)" |A — xI,|.
entdo, para qualquer o € K tem-se

laly — Al =0 se esése, |A—al,=0.

Observacao

Seja A € Mpxn(K) com polinédmio caracteristico pa(x). Notemos que os
valores préprios de A sdo os zeros do polindmio caracteristico de A, isto é
os zeros de pa(x).

Teorema Fundamental da Algebra
Qualquer equacdo na varidvel x, da forma

apX" + ap_1x 14 -+ ax+ a9 =0,

coma,#0,n>1ea,c€C,k=0,1,...,n, tem exactamente n zeros em

C.
Departamento de Matematica (FCT/UNL) DS = 10/3
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Seja A € Mpxn(K). Se Bi,...,[Bn sdo os n zeros (ndo necessariamente
distintos), em C, do polinémio caracteristico de A, entio det A = 1 -+ Sp.
v

Proposicao

Os valores proprios de uma matriz A € My n(K) triangular sdo os
elementos da sua diagonal principal.
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A tem os valores préprios

2 com ma(2)=1 e 1 com ma(l)=2.
Determinemos o subespaco préprio de A associado a cada valor préprio,
bem como a multiplicidade geométrica de cada valor préprio.
O subespaco préprio de A associado ao valor préprio 2 é:

Il

0
0 ] (fer)
0

M, = {X S M3X1(R) : (A— 2/3)X = 0}

a 0 0 0
- {[E e [3 4 1|

Célculo auxiliar para resolver o sistema (A —2/3) X = 0:
o 0o o]o 010
0 -1 1|0 [(inhas)| 0 0 1
0 0 -1]0 000
[m] = = =

)}
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Como [ ] #* [ 0 ] a sequéncia ([ 0 }) ¢é linearmente independente e,
0 0
portanto,
1
Base de M, = ([ 0 }) .
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M € Maa(R): b=0 A C:O}z{[é]: aeR}
) - ()

1

Como [ 0 ] #* [ ] a sequéncia ([ }) ¢é linearmente independente e,
0

portanto,

e (1)

Concluimos assim que mg(2) = dim M, = 1.
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Da mesma forma, o subespaco préprio de A associado ao valor préprio 1 é:
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Da mesma forma, o subespaco préprio de A associado ao valor préprio 1 é:
M, = {X € M3><1(R) : (A — l/3)X = 0}

- {[3]ere 3 ][5 3]

= {— —€M3X1(R)Za:0/\C:0}
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Da mesma forma, o subespaco préprio de A associado ao valor préprio 1 é:
M, = {X € M3><1(R) : (A — 1/3)X = O}

[ a ] 1 0 0 0
= b engl(R):[oo1][ ]:[0}
c 0 0 0 0
S
= { b EMgXl(R)ZQZO/\CZO}
c
[ 0] 0
= { b :bER}:{b[l}:bER}:<{
| 0 | 0
De forma andloga concluimos que

o
Base de M; = <[ 1 ) eque mg(l)=1.
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O \VeloreseVectores Préprios 6.1 Definigao, exemplos e propriedades
Exemplos

2. Consideremos a matriz /,. O seu polinémio caracteristico é
p(x) = |ln — xlp| = |(1 = x)In| = (1 — x)".




Exemplos

2. Consideremos a matriz /,. O seu polinémio caracteristico é
p(x) =1, — xlp| = (L = x)1,] = (1 — x)".
Assim [, tem apenas o valor préprio 1 com ma(1) = n.




Exemplos

2. Consideremos a matriz /,. O seu polinémio caracteristico é

P(x) = |In = xIn| = [(1 = x)In| = (1 = x)".

Assim /, tem apenas o valor préprio 1 com ma(1l) = n. O subespago
préprio de /, associado ao seu Unico valor préprio é




Exemplos

2. Consideremos a matriz /,. O seu polinémio caracteristico é

P(x) = |In = xIn| = [(1 = x)In| = (1 = x)".

Assim /, tem apenas o valor préprio 1 com ma(1l) = n. O subespago
préprio de /, associado ao seu Unico valor préprio é

My = {X € Mpa(K): (I, —1l,) X =0}
= {XeMp(K): 0X =0}
= {X e Mna(K)}
= Mpx1(K).




Exemplos

2. Consideremos a matriz /,. O seu polinémio caracteristico é

P(x) = |In = xIn| = [(1 = x)In| = (1 = x)".

Assim /, tem apenas o valor préprio 1 com ma(1l) = n. O subespago
préprio de /, associado ao seu Unico valor préprio é

My = {X € Mpa(K): (I, —1l,) X =0}
= {XeMp(K): 0X =0}
= {X e Mna(K)}
= Mpx1(K).

Logo mg(1l) = dim M; = n.




Exemplos

2. Consideremos a matriz /,. O seu polinémio caracteristico é

P(x) = |In = xIn| = [(1 = x)In| = (1 = x)".

Assim /, tem apenas o valor préprio 1 com ma(1l) = n. O subespago
préprio de /, associado ao seu Unico valor préprio é

My = {X € Mpa(K): (I, —1l,) X =0}
= {XeMp(K): 0X =0}
= {X e Mna(K)}
= Mpx1(K).

Logo mg(1) = dim M; = n. Concluimos que todo o vector X € M ,1(K),
com X #£ 0,

u]
)
I
il
it
)

)



Exemplos

2. Consideremos a matriz /,. O seu polinémio caracteristico é

P(x) = |In = xIn| = [(1 = x)In| = (1 = x)".

Assim /, tem apenas o valor préprio 1 com ma(1l) = n. O subespago
préprio de /, associado ao seu Unico valor préprio é

My = {X € Mpa(K): (I, —1l,) X =0}
= {XeMp(K): 0X =0}
= {X € Mp(K)}
= Mpx1(K).

Logo mg(1) = dim M; = n. Concluimos que todo o vector X € M ,1(K),
com X = 0, é vector préprio de [, associado ao valor préprio 1.
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Proposicao

Seja A € Mpyn(K). S3o equivalentes as afirmagées:
Q@ A € invertivel.

@ A ndo tem o valor préprio zero

© O termo constante do polindmio caracteristico de A é ndo nulo.
Dem.

Sabemos que A é invertivel se, e s6 se, |A| # 0.

Se p(x) = a,x" + -+ + a1x + ag é o polinémio caracteristico de A entdo

p(0) = |A—0la| = |A|

p(0) = ao.
Assim, sdo equivalentes as trés afirmacdes

|Al # 0,

|A - Oln| 7& 0
conforme pretendiamos demonstrar.

e a #0,
oy «F = E = 9ace
‘Departamento de Matematica (FCT/UNL) [y e = 17/32
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Definicdo
Seja f um endomorfismo de um espac¢o vectorial E, com E de dimens3o

finita, e seja B uma base arbitrdria de E. Chamamos polinémio
caracteristico de f ao polindmio caracteristico da matriz M(f; 3, 3).

Proposicao
Seja f um endomorfismo de um espaco vectorial E de dimens&o finita.
Seja B uma base arbitraria de E e A = M(f; B, 3). Tem-se:
© u é vector préprio de f se, e s6 se, a matriz X € Mx1(K), cuja
coluna € a sequéncia das coordenadas de u na base BB, é um vector
préprio de A.

@ « € valor préprio de f se, e s6 se, « € valor préprio de A.

Proposicao

Seja oo um valor préprio de A € My n(K). Tem-se

mg(a) < ma(a).
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linearmente independentes, associados ao valor préprio 3, entdo
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Sejam «, 5 € K valores proprios de A € Mpxn(K), com o # 3. Se
Xi,..., X, sdo os vectores préprios de A, linearmente independentes
associados ao valor prérpio ac e Y1,...,Y) sdo vectores proprios de A,
linearmente independentes, associados ao valor préprio 3, entdo

Xla"'7XkaY17“'aW

sdo linearmente independentes.

Proposicao

Sejam aa, . .., a, valores proprios, dois a dois distintos, de A € My n(K).
Se Xi1, ..., Xi, sdo os vectores propros de A, linearmente independentes
associados ao valor prérpio a;,i = 1,...,r, entdo

Xl].)"'7X1k17"‘7Xr17~~')er,

sdo linearmente independentes.
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6.2 Matrizes e endomorfismos diagonalizdveis

Definicdo

A € Mpxn(K). Dizemos que A é uma matriz diagonalizavel se A é
semelhante a uma matriz diagonal , isto é, se existe uma matriz invertivel
P € Muxn(K) e uma matriz diagonal D € M px,(K) tal que

P~AP = D.

Diz-se, ainda, que P é uma matriz diagonalizante de A.

Os valores préprios de uma matriz diagonal s3o os elementos da sua
diagonal principal (porqué?), conclui-se que

Proposicao

Se A € Myxn(K) é uma matriz diagonalizavel e D é uma matriz diagonal

semelhante a A entdo os valores proprios de A sdo os elementos da
diagonal principal de D.
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O resultado seguinte, é uma das caracterizagdes mais importantes das
matrizes diagonalizaveis.

Proposicao

A € Mpxn(K) € diagonalizdvel se, e s6 se, A tem n vectores préprios
linearmente independentes.

Neste caso, se Xi,...,Xn € Mux1(K) sdo n vectores proprios de A
linearmente independentes correspondentes, respectivamente, aos valores
proprios o, ..., «, (ndo necessariamente distintos) entdo a matriz

P=1[X1] | Xn] € Mpxn(K)

€ invertivel e € uma matriz diagonalizante de A. Mais especificamente,
tem-se

a; 0 -+ 0

. ar -0
Pl1AP = .

0 0 anp
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6 VslorscVectorsProprios 62 Matrizes e endomorfismos diagonalizivels
Dem. Suponhamos que A € M,,,(K) é diagonalizdvel e seja P € M, »(K),
invertivel, tal que
& -

. | =D.
dn

AP =PD



di 0

6 Valorese Vectores Préprios 6.2 Matrizes ¢ endomorfismos diagonalizéveis
Dem. Suponhamos que A € M,,,(K) é diagonalizdvel e seja P € M, »(K),
invertivel, tal que

PlAP =

=D.
Assim

dn

AP = PD
ou, ainda,

di

0]
0 - dy

ARG [ Xa] = X |- [ X




dq

6 Valorese Vectores Préprios 6.2 Matrizes ¢ endomorfismos diagonalizéveis
Dem. Suponhamos que A € M,,,(K) é diagonalizdvel e seja P € M, »(K),
invertivel, tal que

0
PTrAP=| .| =D.
0 dn
Assim
AP = PD
ou, ainda,
& - 0
A I Xl =D - I Xl | ]
0 - d,
sendo X; € Mp«1(K), i=1,...,n, a i-ésima coluna de P.
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6 Valorese Vectores Préprios 6.2 Matrizes ¢ endomorfismos diagonalizéveis
Dem. Suponhamos que A € M,,,(K) é diagonalizdvel e seja P € M, »(K),
invertivel, tal que

PTAP =

=D.
Assim

dn

AP = PD
ou, ainda,

di
AX [ [ Xa] =X |- | Xl

| ]
0 - dy
sendo X; € Mp«1(K), i=1,...,n, a i-ésima coluna de P.
A igualdade anterior é equivalente a

[AXp |-+ [ AXp] = [ Xy | -+ | dnXn]



di 0

6 Valorese Vectores Préprios 6.2 Matrizes ¢ endomorfismos diagonalizéveis
Dem. Suponhamos que A € M,,,(K) é diagonalizdvel e seja P € M, »(K),
invertivel, tal que

PTAP =

=D.
Assim

dn

AP = PD
ou, ainda,

di
AX [ [ Xa] =X |- | Xl

0
0 - d, ]
sendo X; € Mp«1(K), i=1,...,n, a i-ésima coluna de P.
A igualdade anterior é equivalente a
[AXp [ [ AXp] = [di Xy |-+ | dnXi]
e, portanto,

AXi = di X1, -, AXp = dp X,

o <& E z 9ac
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linhas de P so linearmente independentes. Como |P| = |PT| # 0 tem-se que
r(PT) = n. Assim, as n linhas de P s3o linearmente independentes
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Dem.
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colunas de P sdo linearmente independentes.

Conclui-se que Xi, ..., X, sdo n vectores proprios de A linearmente independentes.




6 VslorscVectorsProprios 62 Matrizes e endomorfismos diagonalizivels
Dem.

Como P € Mpxn(K) é invertivel, tem-se r(P) = n e, portanto, as n
linhas de P so linearmente independentes. Como |P| = |PT| # 0 tem-se que
r(P") = n. Assim, as n linhas de P s3o linearmente independentes e logo as n
colunas de P sdo linearmente independentes.
Conclui-se que Xi, ..

A implicacdo reciproca obtém-se de forma idéntica

., X sdo n vectores préprios de A linearmente independentes.
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préprios Xi, ..., X, linearmente independentes,
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Dem. Como P € M;y,(K) é invertivel, tem-se r(P) = n e, portanto, as n
linhas de P so linearmente independentes. Como |P| = |PT| # 0 tem-se que
r(P") = n. Assim, as n linhas de P s3o linearmente independentes e logo as n
colunas de P sdo linearmente independentes.

Conclui-se que Xi, ..., X, sdo n vectores préprios de A linearmente independentes.

A implicacdo reciproca obtém-se de forma idéntica pois, como A tem n vectores
préprios Xi, ..., X, linearmente independentes, basta considerar

P=X]- [ X]

para se concluir que P é invertivel e P~1AP é uma matriz diagonal.
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Proposicao
A € Mpxn(K) € diagonalizdvel se, e s6 se,

r
> mg(o) = n,
i=1

sendo a1, ..., a, os valores préprios, dois a dois distintos, da matriz A.
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Proposicao

Se A € Mpxn(K) tem n valores préprios, dois a dois distintos, entdo A é
diagonalizavel.

Proposicao

A € Mpxn(K) € diagonalizdvel se, e s6 se,
r
3" me(e) = n
i=1

sendo a1, ..., a, os valores préprios, dois a dois distintos, da matriz A.

Exemplos

1A:[

o oN
o = O
== O

] € M3x3(R), estudada num exemplo anterior.
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diagonalizavel.

Proposicao
A € Mpxn(K) € diagonalizdvel se, e s6 se,

r
> mg(o) = n,
i=1

sendo a1, ..., a, os valores préprios, dois a dois distintos, da matriz A.

Exemplos

0 0 1
A tem os valores préprios 2 com mg(2) =1 e 1 com mg(1l) = 1.
Concluimos que A ndo é diagonalizavel.

2 00
1 A= [ 01 1 } € M3x3(R), estudada num exemplo anterior.
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Proposicao
Se A € Mpxn(K) tem n valores préprios, dois a dois distintos, entdo A é
diagonalizavel.

Proposicao
A € Mpxn(K) € diagonalizdvel se, e s6 se,

r
Z mg(a;) = n,
i=1

sendo a1, ..., a, os valores préprios, dois a dois distintos, da matriz A.
Exemplos
2 0 0 .
1 A=]0 1 1| €& M;3x3(R), estudada num exemplo anterior.
0 0 1

A tem os valores préprios 2 com mg(2) =1 e 1 com mg(1l) = 1.
Concluimos que A ndo é diagonalizavel. De facto, sendo a3 =2 e
ap = 1 os valores préprios de A, tem-se Z?Zl mg(a;) =2 # 3.

—
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EXemploS

o -1 0
QSejaA:[1 1o
o 0 3




Exemplos
. 0 -1 0 . . . sy 7
2SejaA=]1 0 0 | € Ms3x3(K), cujo polinédmio caracteristico é
0 0 3
-x -1 0 | Lapl.
1 —x 0 :p(3—x)’ = =B X3 ).
0 0 3-x|HB x
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0 _1 o . . . -
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0 0 3
-x -1 0 | Lapl.
1 —x 0 :p(3—x)’ = =B X3 ).
0 0 3-x|HB x
SeK=R




Exemplos
. O -1 0 . . . sy 7
2SejaA=]1 0 0 | € Ms3x3(K), cujo polinédmio caracteristico é
0 0 3
-x -1 0 | Lapl.
1 —x 0 J(s—x)] = =B X3 ).
0 0 3-x|HB x

Se K =R entdo A tem apenas o valor préprio 3 com ma(3) =1




Exemplos

0
2SejaA:[1
0

—-x -1 0 | Lapl s 1 5
1 —x 0= —x’ =3 —-—x)(x*+1).
I R = R

Se K =R entdo A tem apenas o valor préprio 3 com ma(3) =1. O
subespaco préprio correspondente é:

M; = {X e Msza(R): (A-3k)X =0}

_ {[g]eMsxl(R): {_z = 5]["]:[(3)]}
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Célculo auxiliar para resolver o sistema (A —35) X = 0:



Célculo auxiliar para resolver o sistema (A — 3k) X

0:

-3 -1 0]0 1 -3 0]o0 1 -3 0]0
1 -3 0|0 |heh| -3 -1 0[0 |b+3L| 0 -10 0|0 [
0 0 0|0 0 0 0|0 0 0 0]o0
1 -3 0]o0 1 0 0]o0
— N
~Lp| 0o 1 0|0 |h+3k[ 0 1 0|0 | (fer.).
0 0 0fo0 0 0 0f0
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-3 -1 0]0 1 -3 0]o0 1 -3 0]0
1 -3 0|0 |heh| -3 -1 0[0 |b+3L| 0 -10 0|0 [
0 0 0]o0 0 0 0]o0 0 0 0]o0
1 -3 0]o0 1 0 0]o0
— N
~Lp| 0o 1 0|0 |h+3k[ 0 1 0|0 | (fer.).
0 0 0]o0 0 0 00
Entdo
a
M; = b | €Mzi(R): a=0 A b=0
c




Célculo auxiliar para resolver o sistema (A —35) X = 0:

0 1
0 |Lh+3h| O
0 0

1 -3 0]o0 0
—10/2[0 1 0|0 o] (fer.).
0 0 0]o0 0
Entdo
a
M; = [b]EM3Xl(R) a=0Ab=0, = [
c




Célculo auxiliar para resolver o sistema (A —35) X = 0:

0 1
0 |Lh+3h| O
0 0

1 -3 0]o0 0
—10/2[0 1 0|0 o] (fer.).
0 0 0]o0 0
Entdo
a
M; = [b]EM3Xl(R) a=0Ab=0, = [
c




Célculo auxiliar para resolver o sistema (A —35) X = 0:

-3 -1 0]0 1 -3 0]o0 1 -3 0]0
1 -3 0|0 |heh| -3 -1 0[0 |b+3L| 0 -10 0|0 [
0 0 0|0 0 0 0|0 0 0 0]o0
1 -3 0]o0 1 0 0]o0
— N
~Lp| 0o 1 0|0 |h+3k[ 0 1 0|0 | (fer.).
0 0 0fo0 0 0 0f0

My — {[b] € Msa(R): a=0 A b:O} :{[8] CER}
e ()

= O O



Célculo auxiliar para resolver o sistema (A —35) X = 0:

-3 -1 0]0 1 -3 0]o0 1 -3 0]0
1 -3 0|0 |heh| -3 -1 0[0 |b+3L| 0 -10 0|0 [
0 0 0|0 0 0 0|0 0 0 0]o0
1 -3 0]o0 1 0 0]o0
— N
~Lp| 0o 1 0|0 |h+3k[ 0 1 0|0 | (fer.).
0 0 0fo0 0 0 0f0

My — {[g]engl(R): a:O/\b:O}:{[ :CER}
{05

Assim mg(3) = 1 e, portanto, A € M3x3(R) ndo é diagonalizavel
(para K = R).

n O o
1






Se K = C entdo A tem os valores préprios 3, i e —I.



Se K = C ent3o A tem os valores préprios 3, i e —i. Se determinarmos os
subespacos préprios correspondentes a cada um desses valores préprios
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Se K = C ent3o A tem os valores préprios 3, i e —i. Se determinarmos os
subespacos préprios correspondentes a cada um desses valores préprios
obteremos, respectivamente,
0
M3 = 0 ;
1




Se K = C ent3o A tem os valores préprios 3, i e —i. Se determinarmos os
subespacos préprios correspondentes a cada um desses valores préprios
obteremos, respectivamente,

ae([8]) m-((£) -

or ~



Se K = C ent3o A tem os valores préprios 3, i e —i. Se determinarmos os
subespacos préprios correspondentes a cada um desses valores préprios
obteremos, respectivamente,

w-([3]) m=(G]) - m- (7))



Se K = C ent3o A tem os valores préprios 3, i e —i. Se determinarmos os
subespacos préprios correspondentes a cada um desses valores préprios
obteremos, respectivamente,

(i) =

1

e M,,' = _ll .
0
Assim, para K = C, A é diagonalizdvel,

0



Se K = C ent3o A tem os valores préprios 3, i e —i. Se determinarmos os

subespacos préprios correspondentes a cada um desses valores préprios
obteremos, respectivamente,

0 i —i
M3:<|:O]>, M,':<|:1]> e M,':<|:1:|>.
1 0 0
Assim, para K = C, A é diagonalizavel, pois

mg(3) + mg(i) + mg(—i) =3

u]
)
il
it
S
pel
2



Se K = C ent3o A tem os valores préprios 3, i e —i. Se determinarmos os
subespacos préprios correspondentes a cada um desses valores préprios
obteremos, respectivamente,

(i) =

1

[S] M,,' = _ll .
0
Assim, para K = C, A é diagonalizavel, pois

0

mg(3) + mg(i) + mg(—7) =3
Um exemplo de matriz diagonalizante de A é a matriz

u]
‘ )
I
il
it



Se K = C ent3o A tem os valores préprios 3, i e —i. Se determinarmos os
subespacos préprios correspondentes a cada um desses valores préprios
obteremos, respectivamente,

(i) =

1

[S] M,,' = _ll .
0
Assim, para K = C, A é diagonalizavel, pois

0

mg(3) + mg(i) + mg(—7) =3
Um exemplo de matriz diagonalizante de A é a matriz

u]
‘ )
I
il
it



Se K = C ent3o A tem os valores préprios 3, i e —i. Se determinarmos os
subespacos préprios correspondentes a cada um desses valores préprios
obteremos, respectivamente,

e (8] (]} + o {[2])

Assim, para K = C, A é diagonalizavel, pois
mg(3) + mg (i) + mg(—i) = 3

Um exemplo de matriz diagonalizante de A é a matriz

0 i —i
P=|o0o 1 1
1 0 0

e, de acordo com o Teorema anterior, obteremos

1 30 0
P"AP =10 i o|.
0 0 —i




Q

[1"

0

(=N
= O O

Note que se considerarmos a matriz, também diagonalizante de A,



Note que se considerarmos a matriz, também diagonalizante de A,

i —i 0
R=1|1 1 0
0 0 1

entao

<
-
>
QO
Il
L — |
oo -
ol o
woo
—_



Definicdo

Uma aplicacdo linear f : E — E com E de dimensao finita, diz-se
diagonalizavel se existe uma base B de E tal que

M(f; B, B)
€ uma matriz diagonal.




Definicao
Uma aplicacdo linear f : E — E com E de dimensao finita, diz-se
diagonalizavel se existe uma base B de E tal que

M(f; B, B)

€ uma matriz diagonal.

Proposicao

Se f : E — E é uma aplicacdo linear com dim(E) = n, entdo f é
diagonalizavel se, e s6 se, f tem n vectores préprios linearmente
independentes.




& ValoreseVectores Préprios 6.2 Matrizes ¢ endomorfismos diagonalizavels
Exemplo
f endomorfismo de R dado por
\

(a,b,c)ER3

f(a,b,c) = (a,2b+ c,c).
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Exemplo
f endomorfismo de R3 dado por

Yabcjers f(a,b,c)=(a,2b+c,c).
diagonal e,

Determinar se existe uma base B, de R3, tal que M(f; 3, 3) é uma matriz




0 Velorese Vectores Préprios 6.2 Matrizes e endomorfismos diagonalizaveis
Exemplo

f endomorfismo de R3 dado por

Yabcjers f(a,b,c)=(a,2b+c,c).

Determinar se existe uma base B, de R3, tal que M(f; 3, 3) é uma matriz
diagonal e, em caso afirmativo, indicar uma base nessas condigdes.




0 Velorese Vectores Préprios 6.2 Matrizes e endomorfismos diagonalizaveis
Exemplo

f endomorfismo de R3 dado por

Yabcjers f(a,b,c)=(a,2b+c,c).

Determinar se existe uma base B, de R3, tal que M(f; 3, 3) é uma matriz
diagonal e, em caso afirmativo, indicar uma base nessas condigdes.
Seja B’ a base canénica de R3




0 Velorese Vectores Préprios 6.2 Matrizes e endomorfismos diagonalizaveis
Exemplo

f endomorfismo de R3 dado por

Yabcjers f(a,b,c)=(a,2b+c,c).

Determinar se existe uma base B, de R3, tal que M(f; 3, 3) é uma matriz

diagonal e, em caso afirmativo, indicar uma base nessas condigdes.
Seja B’ a base canénica de R3 obtemos

A= M(f;B,B) = [

o o
o N o

=)
—_




0 Velorese Vectores Préprios 6.2 Matrizes e endomorfismos diagonalizaveis
Exemplo

f endomorfismo de R3 dado por
Yabcjers f(a,b,c)=(a,2b+c,c).

Determinar se existe uma base B, de R3, tal que M(f; 3, 3) é uma matriz

diagonal e, em caso afirmativo, indicar uma base nessas condigdes.
Seja B’ a base canénica de R3 obtemos

A= M(f;B,B) = [

A matriz A tem os valores préprios 1 e 2

o o
o N o

=)
—_




0 Velorese Vectores Préprios 6.2 Matrizes e endomorfismos diagonalizaveis
Exemplo

f endomorfismo de R3 dado por

Yabcjers f(a,b,c)=(a,2b+c,c).

Determinar se existe uma base B, de R3, tal que M(f; 3, 3) é uma matriz

diagonal e, em caso afirmativo, indicar uma base nessas condigdes.
Seja B’ a base canénica de R3 obtemos

B o [r00
A=M(F;B.B)Y=1]0 2 1].
00 1

A matriz A tem os valores préprios 1 e 2 e os subespacos préprios

(D - ()

0

CIRY- = DA

it
)]



& ValoreseVectores Préprios 6.2 Matrizes ¢ endomorfismos diagonalizavels
Exemplo
Logo, A é diagonalizavel,




Exemplo
linearmente independentes.

Logo, A é diagonalizavel, pois tem 3 (= ordem de A) vectores préprios




Exemplo

Logo, A é diagonalizavel, pois tem 3 (= ordem de A) vectores préprios
linearmente independentes.
Como




Exemplo

Logo, A é diagonalizavel, pois tem 3 (= ordem de A) vectores préprios
linearmente independentes.
Como

fel=s) A=) e ARl

podemos afirmar que




Exemplo

Logo, A é diagonalizdvel, pois tem 3 (= ordem de A) vectores préprios
linearmente independentes.
Como

fel=s) A=) e ARl

podemos afirmar que

f(1,0,0) = 1(1,0,0), f(0,-1,1)=1(0,-1,1) e £(0,1,0)=2(0,1,0).




Exemplo

Logo, A é diagonalizdvel, pois tem 3 (= ordem de A) vectores préprios
linearmente independentes.
Como

1 1 0 0 0 0

A[o}zl[o], A[—1:|:1[—1:| e A[l]:2[1}

0 0 1 1 0 0
podemos afirmar que

f(1,0,0) = 1(1,0,0), f(0,-1,1)=1(0,-1,1) e £(0,1,0)=2(0,1,0).

Assim, se tomarmos B = ((1,0,0), (0,—-1,1),(0,1,0))




Exemplo

Logo, A é diagonalizdvel, pois tem 3 (= ordem de A) vectores préprios
linearmente independentes.
Como

1 1 0 0 0 0
A[o}zl[o], A[—1:|:1{—1:| e A[1}:2[1}
0 0 1 1 0 0
podemos afirmar que
f(1,0,0) = 1(1,0,0), f(0,-1,1)=1(0,-1,1) e £(0,1,0)=2(0,1,0).

Assim, se tomarmos B = ((1,0,0), (0,—1,1),(0,1,0)) concluimos que
1
M(f;B,B) = [ 0
0

o = O

0
0
2
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