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Atencao

Os primeiros 5 grupos desta prova sao de escolha multipla. Em cada um destes 5 grupos apenas uma das afirmacoes
é falsa. Determine-a e assinale-a com um X na grelha de respostas. A grelha de respostas da escolha miiltipla sera

recolhida ao fim de 1 hora e 15 minutos de prova.

- Cotagado: A cotacao total desta prova é de 20 valores. Para cada um dos grupos de escolha multipla a cotacgao

atribuida é a seguinte:

® Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
® Se responder correctamente: +1,8 valores;

® Se responder erradamente: —0,6 valores.

A classificagdo da parte de escolha miiltipla (Grupos 1 a 5) é dada por m, onde M designa a soma das

classificagdes obtidas nos 5 grupos de escolha miiltipla.

- Duragdo: 1 hora e 30 minutos (+ 30 minutos de tolerancia).

1. Para «, 8 € R, considere o sistema de equacoes lineares, nas incégnitas x, y, z, sobre R,

r—y+z=1
r+(B-3)y+pz=3

20 -2y +(B+1)z=a+4
3z —3y+3z2=3

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Se f=1e a# —2 entao o sistema é impossivel.
Se B =2 e a =0 entao o sistema é possivel indeterminado com grau de indeterminagao 1.
Se B € R\ {1,2} entdo o sistema ¢ possivel indeterminado.

@ Se 3 =1e a= -2 entao o conjunto solucao do sistema é {(—-1 — z, =2, z) : z € R}.

[Continua no verso desta folha}




Departamento de Matemdtica FCT-UNL ALGA E 2011/12 — 1° Teste

2. Sejam P, Q € M, x,(R).

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Se a forma de escada reduzida de PQ é I,, entdo as matrizes P, () e PQ tém caracteristica n.
A matriz PQ ¢é invertivel se, e s6 se, P e () sao ambas invertiveis.

Se P é invertivel entao PQ e () tém a mesma caracteristica.

[D] Se PQ = QP entdo (P — Q)2 # P% —2PQ + Q2.

3. Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

Se P € M,,xn(R) é invertivel entao det (3P‘1PT) = 3",

Se P,Q, R € M,,xn(R) sio invertiveis entdo PQR é invertivel e (PQR)™' = R71Q~1P~L.
Se P,Q € Myxn(R) com P invertivel e PQ = 0, entdao Q = 0.

@ Para quaisquer matrizes P,Q € M, x,(R) tem-se (P — Q)(P + Q) = P? — Q*.

4. Seja @ € May2(R) e considere que

Q I1+3l2 R lil2 S 5l2 T

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

we- [0 e

~ . . B (1 0 01 L3
SeT:Ig entdo Q ¢ invertivel e Q7! = .
Se @ ¢ invertivel entao |T| = —é|Q\-
3 1 =3 o 11][1 o
@SeTzfzentaoQ:
0 1 1 oflo %
1 0 1 012 0 3 0
bl o 000110
- SejamP: 7R: —1 1 e S =
2 1 0 L 000001
e 00000 0

3

€.

—_—

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qua

A entrada (3,1) de PR é igual & entrada (1,3) de RTPT.
P tem caracteristica 3.
A entrada (4,1) de PR é igual a 0.

@ S esta em forma de escada reduzida.
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Sé serdo consideradas as respostas devidamente justificadas. Na resolu¢do, mude de folha sempre que mudar de grupo.
[Cotacio]

6. Considere a matriz

12 3 1
A= _‘1) (1) ‘z’ 2 € Myu(R).
1 2 3 2
[1.5] (a) Verifique que |A| = —9 e justifique que A é invertivel. Qual o determinante de A~1?
[1.5] (b) Determine os complementos algébricos das posigoes (1,2) e (4,4), isto é, os elementos
Ay e Ay,
[1.5] (¢) Sabendo que a matriz dos complementos algébricos de A é

N 1 4 -3 0
A=

utilize A para determinar A~

7. Considere a matriz
A= E3E)Ey,
1 3 0 5 0 0 0 1 0
emque By =01 0|, EBa=1]0 1 0|lels=]1 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
[1.5] (a) Justifique que E;, FEy e E3 sdo matrizes elementares e indique as respectivas inversas.
[1.5] (b) Justifique que A é invertivel e exprima A~! como produto das matrizes B!, Ey' e
—1
ES .
1 20
[1.5] (c) Justifique que a matriz B= | 2 4 1 | éinvertivel e determine, sem utilizar a matriz
3 70

adj B, a inversa de B. Verifique que apresenta, efectivamente, a matriz B~!.

Mude de Folha

0] 8. Sejam A € M,,,x(R) e B € M,»,(R). Prove que (AB)T =BTAT.






CIENCIAS E TECNOLOGIA .
UNIVERSIDADE NOVA DE LISBOA Primeiro Teste — 23 de Novembro de 2011

Departamento de Matematica

ct FACULDADE DE Algebra Linear e Geometria Analitica E

Uma resolugdo com notas explicativas

W aQ - O Qa

6. (a) Calculemos |A| a partir do determinante de uma matriz A’, obtida a partir de A,
efectuando transformagoes elementares sobre linhas/colunas. Dado que conhecemos
o efeito que cada uma das transformacoes elementares tem sobre o determinante de
uma matriz, sabemos relacionar |A| com |A’|. Como sabemos que o determinante de
uma matriz triangular é igual ao produto dos elementos da sua diagonal principal

(facil de calcular) tem especial interesse que A’ seja triangular. Por exemplo,

1 2 3 1 1 2 3 1 1 2 3 1
Aj=| 003 o] = oo 0ol — o343 __(]3379)__9
111 o2 B0 8 4 3 e 0 0 3 0
1 2 3 2 0o 0 0 1 0o 0 0 1
Dado que |A| # 0 concluimos que A ¢ invertivel. Como |[A7!| = |7}| resulta que
1 1
A7 =—5.

B Alternativamente, podemos utilizar o Teorema de Laplace para o calculo do

determinante de A. Tem-se, por exemplo,

1 2 3 1 1 1 92 1
Lapl.
|A] =] © 0 3 0= ()23 112:—3’112
-1 1 1 2| Il
1 2 2 1 2 2
2 3 2

+1X(_1>1+3‘ -1 1

1 2

1 2
2

Lapl. (1X(_1)1+1 ! )
12— 4) = 2.(—2—2) + 1.(—2 — 1)) — 3(-2+8-3)=-3.3= 9.

+2x(_1)1+2' -1 2

1 2

(b) Por defini¢ao, o complemento algébrico da posi¢ao (7,7) da matriz A, representado
por ﬁij, é
Ay = (=)™ det A(ilj).

em que A(i|j) é a matriz que se obtém de A suprimindo a linha i e a coluna j.

Assim tem-se

~ 0 3 0 |rap.
A = (=1)"*2det A(1]2) = —‘ 12| E —(3 (—1)1”‘ e D = — (=3.(=4)) = —12
1 3 2

e

n 1 2 3 Lapl.
Ay = (—1)4+4 det A(4|4) = ‘ 0o 0 3| 7 3x(—1)2+3‘ ! i ‘ = —3.3 = —-9.
11
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(c) Como a matriz A é invertivel tem-se
1

Al =
|A]

adj A,

em que adj A é a transposta da matriz dos complementos algébricos de A, isto é,
adj A = AT. Atendendo a que

A, 09 6 —-12 0 9
A\: 1 4 -3 0| _ 1 4 -3 0
6 -3 0 0 6 -3 o0 o0’
-9 9 0 Ay -9 9 0 -9
concluimos que
1 (e 20 T 1 6 1 6 -9
AL — adjA=—=| + ¢ -3 o S S R R S
|A| 9 6 -3 0 0 9 0 -3 0 0
9 9 0 -9 9 0 0 -9
. 13 0 5 0 0 o1 0] ‘
7. (a) As matrizes Fy = | 0 1 o|, Ea = |0 1 o] e B3 = |1 o o/ sdo matrizes el-
0 0 1 0 0 1 0 0 1

ementares 3x3 porque cada uma delas é obtida a partir da matriz identidade I3

efectuando uma, e uma sé, transformacao elementar. Concretamente, tem-se

]3 11435 El’ ]3 501 E2 € 13 l1lo Eg.

Sabemos que toda a matriz elementar é invertivel e que

—1 —1 —1
_—
_[3 llJr(*?))lQ El 9 Ig %ll 2 e _[3 ll<—>12 E3 .
. 1 -3 0 . 10 0 ) 01 0
Logo By =0 1 of|,E5 =] 01 o0|leBy =|1 0 o0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

(b) Dado que Ej, Es e E3 sdo matrizes invertiveis 3x3 e como o produto de matrizes

invertiveis é uma matriz invertivel, concluimos que A = E3F,FE; é invertivel. Assim

tem-se
-1 _ -1 _ p-1p—1p—-1
AV = (BB, = BB B
(¢) Como
1 1 2 0 1 2 0
B=]2 2 0 0 1 jbels| 0 10 (f.e.)
3 7 0 0o 1 0 0O 0 1

concluimos que r(B) = 3 = ordem de B. Logo B é uma matriz invertivel.

Abreviadamente, vamos determinar B~! fazendo [B | I3] ~Ginhas) I3 | B71.
1 2 0|1 0 O 1 2 0 1 0 O 1 2 0 1 0 _
[B|Is]=|2 4 1o 1 o|2i20] 0 0 1]|-2 1 0|hohk|o 1 0|3 0 1
3 7 0|0 0 1 o 1 o0o|-3 0 1 o 0 1]|-2 1
1 0 0 7T 0 -2 1
42k o 1 o|-3 o 1|=[3]B]
o 0 1|-2 1 0
Logo
_1 7 0 =2
B =] -3 0 1
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8. Sejam A € M,,,n(R) e B € M,,,,(R). Vamos provar que (AB) = BTAT,

e Como AB € M,,,,(R) resulta que (AB)" € Mum(R).
Dado que BT € Mpun(R) e AT € Mxn(R) vem que BT AT € My, (R).
Entio (AB)' e BTAT pertencem ambas a M (R).

e Vejamos que os elementos homélogos de (AB)" e BT AT sao iguais, isto é, que

((AB)T)U = (BTAT)Z.J. ,i=1,....p, j=1,....,m.
Tem-se
((AB)"),, = (AB)ji =Y  AuBu = BuAu=>Y (B"), (A7), = (B'A") .
k=1 k=1 k=1
Logo

(AB)' =BTA".



