Ct FACULDADEDE o6 Algebra Linear e Geometria Analitica E
UNIVERSIDADE NOVA DE LISBOA Segundo Teste — 18 de Janeiro de 2012

Departamento de Matematica - .
Duragao Total: 1 hora e 30 minutos

Sé serdo consideradas as respostas devidamente justificadas. Na resolugdo, mude de folha sempre que mudar de grupo.

[Cotacao]

1. Considere a aplicacio linear f : May2(R) — R? tal que

f([ a ZD — (a+2d, 30+ 6d),

b
para qualquer { “ 4 } € Maxa(R).
(&

[2.0] (a) Determine uma base da imagem de f.
[2.0] (b) Indique, justificando, se f ¢ injectiva e se f é sobrejectiva.
[2.5] (¢) Considere as bases

oo (LR R]) < mem e

de Myy»(R) e R?, respectivamente. Determine a matriz M(f; By, Ba).

1

2
[2.5] (d) Determine f <[ - }) utilizando a matriz M(f; By, B2) referida na alinea anterior.

Mude de Folha

[2.00 2. Seja A € M, xn(R) e considere o conjunto F = {Y € M, »,(R): YA = AY}. Mostre que F é subespaco

do espago vectorial real M, (R).

Mude de Folha

2 0 0
3. Considere a matriz A = | —2 1 —1 | € M3xs3(R).
-2 -1 1
3
[1.0] (a) Sem calcular os valores e vectores préprios de A, averigiie se | —6¢ | é vector préprio de A.
0
[2.0] (b) Calcule os valores préprios de A.
[2.5] (¢) Determine uma base de cada um dos subespagos préprios de A.
[2.5] (d) Mostre que A é diagonalizdvel e indique uma matriz invertivel P € Mj3y3(R) e uma matriz diagonal

D € M3y3(R) tais que P~1AP = D.

Mude de Folha

[1.0] 4. Mostre que matrizes semelhantes tém o mesmo polinémio caracteristico.
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Uma resolugdo com notas explicativas

1. (a)

Por definicao, temos

Im f { < ): a,b,c,deR}
{(a+ 2d, 3a+6d): a,d € R}
{(a, 3a) + (2d, 6d) : a,d € R}
{a(1, 3)+d(2 6): a,d € R}

={0. 9.2 9)

pelo que ((1, 3), (2, 6)) é uma sequéncia geradora de Im f. Como
1 3]———[ 1 3
I: 9 6 lo + (72)11 I: 0 o :| (f.e.)

concluimos que ((1, 3)) é uma sequéncia geradora de Im f, é linearmente independente e, portanto,
((1, 3)) ¢ uma base de Im f.

Uma aplicagao linear é sobrejectiva se, e s6 se, a sua imagem coincide com o conjunto de chegada que,
neste caso, é R2. Dado que dimR? = 2 e, pela alinea anterior, dimIm f = 1 # dimR?, concluimos
que
Im f S R?

pelo que f nao é sobrejectiva.

Uma aplicacdo linear é injectiva se, e s6 se, o seu nticleo tem dimensao 0. Dado que f : Mayo(R) — R?,
pelo Teorema da Dimensdo, sabemos que dim Msyys(R) = dimNuc f+ dimIm f. Como
dim May5(R) =4 e, pela alinea anterior, dimIm f = 1 concluimos que dimNuc f = 3 # 0 pelo

que f nao é injectiva.

Como _
Al = (3,9 = 3(1,1) + 6(0,1)
f :2 . = (2,6) = 2(1,1) + 4(0,1)
f :2 ; — (2.6) = 2(1,1) + 4(0.1)
f g ? = (2,6) = 2(1,1) + 4(0,1)

de acordo com a definicdo de M(f; By, Bs), temos M(f; By, B2) = { 802022 }

Recordemos que, se (aq, a9, a3, ay) é a sequéncia das coordenadas do vector na base B

entao a sequéncia das coordenadas do vector f ( ; z > na base By é (1, 32) em que
oy
(B, Bo)| 2 | =| 7
M8 By | | =]
oy

A sequéncia das coordenadas do vector na base B; é (a1, as, a3,a4) = (1,1,1,1) pois

Oélzl

as =1
R R R R P FEI E T S S
11 11 11 0 1 3 4 as =1

a4:1
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Como

M(f; By, Bz)

[ e T
—
[V
=N
=N
=N
[E—
= e e

concluimos que (9, 18) é a sequéncia das coordenadas do vector f Q ; i } > nas base By e, portanto,

f <{ Lo D —9(1,1) + 18(0, 1) = (9, 27).
2. Utilizemos o Critério de Subespaco Vectorial para verificar que F = {Y € M,x,(R): YA =AY} é
subespagco do espago vectorial real M, ., (R).

. Atendendo & defini¢ao de F' conclui-se que F' C M, (R).
« Opxn € F porque 0,,5xnA = AO0pxn.

. Sejam X,Y € F. Vejamos que X +Y € F.
Como X,Y € F tem-se XA =AX e YA =AY. Assim tem-se

(X+Y)A=XA+YA=AX +AY = A(X +Y).

Logo X +Y € F.

. Sejam € ReY € F. Vejamos que aY € F.
Como Y € F tem-se YA = AY. Assim tem-se

(aY)A =a(YA) = a(AY) = A(aY).
Logo aY € F.
Concluimos, portanto, que F' é subespago do espago vectorial real M, ., (R).

3. (a) Sabemos que X é vector préprio de A se, e s6 se, X € M3x1(R) é ndo nulo e AX = X, para algum

a e R.

3 3 6 3 3
Como | —6 | #0e Al -6 | = | —12 | = 2| —6 | concluimos que | —6 | é vector préprio de A

0 0 0 0 0
(associado ao valor préprio 2).

(b) O polinémio caracteristico de A é
|A I | 2—x 0 0 Lapl,(2 )( 1)1+1 1_ 2 1
— Tl3| = -2 1—=x —1 = — ) —
o 11— | B hodee

Os valores préprios de A, sendo os zeros reais do polinémio caracteristico, sdo: 2 e 0, com ma(2) = 2
e ma(0) = 1.

(¢) Se a é um valor préprio de A sabemos que o subespago préprio de A associado ao valor a, M,, é:
My ={X e M3,1(R): AX =aX}={X € M3 (R): (A—al5)X =0}.

e Seja M- o subespago proprio de A associado ao valor préprio 2. Tem-se:

M2:{|:Z €M3X1(R)(A—213)[21:|:8]}
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Célculo auxiliar:

o o ofo —2 -1 —1]o —2 -1 -1]o0
_— - =
(A — 215]0) 2 -1 -1|0 |h=l| -2 -1 —1|0 |+(=DL| 0o 0o o0 |~
—2 -1 -1]o0 o 0o oo o 0o o]0
_J1r 3 3|0
—ifii|l o o ofo| (fer.)
0 0 0]o0

we
A

0 }'bceR

|
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o
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e
——
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o = vl
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—
|
=

o ,_.mw—' ——
I
—
()
| ———
|
O — Nl=

1 1
-3 -3
Concluimos entao que a sequéncia ( 1 [ 0 1) é uma base de My porque gera Ms e é
0 1
— _% 0
linearmente independente (pois a{ + 0 } = { 0 1 = a = (# = 0). Tem-se, entao,
1 0

que mg(2) = dim My = 2.

e Seja M, o subespago proprio de A associado ao valor préprio 0. Tem-se:

MOZ{{Z €M3X1(R):(A_OI?)){:}:{g}}.
c c 0

Célculo auxiliar:

2 0 oo 2 0 o0 ——[1 0 ofo
+1
(A=00300) = -2 1 -1 |0 |21 -1 ) 1 -1]o0 (fe.r.)
—2 -1 1]o0 0 -1 1 0o 0lo

Logo,

e M3x1(R): a=0 A b:c} = {{ c
0
=<c|l 1]|:ceR
1
Concluimos entao que a sequéncia <{ }) é uma base de M, pois gera M, e é linearmente

1k

(d) Uma condigao necessdria e suficiente para que a matriz A seja diagonalizavel, é que a soma das

o =]
o
m
~
——

independente (basta notar que ). Tem-se, entao, que mg(0) = dim My = 1.

multiplicidades geométricas dos seus valores préprios iguale a ordem da matriz A. Pela alinea
anterior, temos

mg(2) + mg(0) = 3 = ordem de A,

logo A é diagonalizavel. Nestas condigoes, sabemos que A é semelhante a uma matriz diagonal

2 0 0
D € Ms43(R) com os elementos 2, 2 e 0 na diagonal. Se D = [ 0 2 o0 } entao considerando, por
0 0 0

B
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1 1
. 75 75 0 . . ~
exemplo, a matriz P = 1 o 1 |,onde a primeira e a segunda colunas sao os vectores da base
0 11
de Ms e a terceira coluna é o vector da base de My, a matriz P é invertivel e, além disso, tem-se

P71AP = D.
4. Sejam A, B € M,,x,(R) matrizes semelhantes, isto ¢, existe uma matriz invertivel P € M,,«,(R), tal que
P'AP = B.
Nestas condigoes tem-se

|B —xl,| = |P7'AP — 2I,| = |P"'AP — 2P~ 'I,P| = |P7' (A — zI,) P| = |P"'| |A — a1,,| | P|
=[P Y |P||A—al,| = |P7'P||A—al,| = |I,||A— al,| = |A—zl,|.

e, portanto, A e B tém o mesmo polinémio caracteristico.



