Tépicos de resolucao do segundo teste de ALGA E - 2014/2015
Questao 6: Considere a matriz

1 2 00
1 0 2 0

A= 0 -1 1 3 S M4(R)
5 0 1 0

(a) Aplicando o Teorema de Laplace & segunda linha da matriz A, calcule det A.
(b) Determine A adj A.

Resposta:
(a) Aplicando o Teorema de Laplace & segunda linha da matriz A, obtemos
2 00 1 00 1 2 0 1 2 0
Al = (-1)*" ] -1 1 3 [+0(-1)*2]0 1 3 [+2(-1)*20 -1 3 [t+0(-1)*"*]0 -1 1
0 10 5 10 5 0 0 5 0 1
Assim temos
2 0 0 1 2 0
|[Aj=—| -1 1 3 |+-2{0 -1 3 :—2’} g —10‘_21 g’:6—60=—56.
0 1 0 5 0 0
(b) De acordo com a matéria leccionada, sabemos que A adjA = |A| I4. Por outro lado, pela
resolugao da alinea anterior, temos que |A| = —56. Consequentemente,
1 000 56 0 0 0
. 01 00 0 —56 0 0
Aadjd=[Al L =(=56) | o | 0 0 =5 0
0 0 01 0 0 0 —56

Questao 7: Considere em My (R) os seguintes subespagos
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(a) Indique para cada um dos subespacos, F' e G, uma base.
(b) Determine dim(F + G) e mostre que

1

0 .
Resposta:

Foo=(|
(a) Neste contexto, temos

F:{[Z HeMQ(R):a—?)b:om:c}:{[?’bb Z}:b,ceR}.

Por outro lado, para quaisquer b,d € R,

]l e]ee ]

Do exposto resulta que
3 1 0 0
(] [o )

Também é claro que, para quaisquer b,d € R,

R A B B R B A i R e

Consequentemente, aplicando o critério de independéncia linear, conclui-se que
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é uma sequéncia linearmente independente. Do exposto resulta que

31 0 0
1 0’0 1
é uma base de F.

De acordo com o enunciado, temos

(Vs o))

Por outro lado, para quaisquer a, § € R,
3 4 01| |00 3a 4da+pB | |0 O a=0
“{13}+ﬁ[01}‘mo 0]¢:{cu3a+ﬂ}_[0 0]¢${5=0
Assim, de acordo com o critério de independéncia linear, resulta que
3 4 0 1
1 3 ({0 1

é uma sequéncia linearmente independente. Tendo em consideracao que
3 4 0 1
(s

3 4 0 1
1 3’0 1
é uma base de G.

(b) Fazendo uso dos resultados obtidos na alinea anterior, podemos concluir que

rea= (301100 DAL 10 1))

Atendendo a que

Ll el v

reo=([1 o]0

Para quaisquer «, 3,7 € R,
3 1 0 0 01 |00 [ 3¢ a+y ] [0 O
a[1 0}+5[0 1]*7{0 1}_[0 0}¢:_ a 5+v]_{ 0]‘:>

Aplicando o critério de independéncia linear, conclui-se que
3 1 0 0 [0 1
1070 1|70 1

é uma sequéncia linearmente independente. Do exposto resulta que
3 1 0 0 [0 1
L 0]’[0 1]"[0 1

é uma base de F + G e por conseguinte dim(F + G) = 3. Por outro lado, pelo teorema das
dimensoes, temos dim(F + G) = dim F + dim G — dim(F N G). Portanto 3 = 4 — dim(F N G).
Logo

podemos concluir que

conclui-se que
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dim(FNG) =1.

Também é claro que

2 a)er e [34]=[2 ] eem]d 2]ee



Consequentemente,

(2 4])<roe

Como
am ([ 2 1])) = amirn) -
entao
3 1
< [ ! ] > —FnG.
Questao 8: Seja E' um espago vectorial sobre R. Dado m € N, para cada i € {1,...,m}, seja f; : E — R uma

aplicacao linear.
Consideremos a aplicagao f : F — R™ definida do modo seguinte

(a)
(b)

fu) = (fr(u),..., fm(u)).
Mostre que f é uma aplicacao linear.
Mostre que Nuc f = Nuc f; N...N Nuc f,,.

Resposta:

(a)

Sejam u,v € R™. Por definigao de f, temos f(u+v) = (fi(u+v),..., fm(u+wv)). Como, para
cada i € {1,...,m}, f; é uma aplicacdo linear, entao temos
flutv) = (fi(w) + fi(v),.., fm(u) + fim (V).

De acordo com a definicao de adigdo no espaco vectorial R™, conclui-se que

f(u+v) = (fl(u)a .- afm(u)) + (fl(v)a .- -afm(v))'
Por definigao de f, sai que

flu+v) = fu) + f(v).
Sejam v € R™ e o € R. Por definigdo de f, f(au) = (fi(au),..., fm(au)). Como, para cada
i€ {l,...,m}, f; é uma aplicagao linear, entao temos
Fom) = (@fi(u),- - o fon(w).

Por definicao de multiplicagao por um escalar, no espaco vectorial R™, conclui-se que

flow) = a(fi(u), ..., fm(u)).

Por defini¢ao de f, sai que
flow) = af(u).

Seja u € Nuc f. Por definigdo de ntcleo, f(u) = Ogm. Por definigao de f, temos

(fl(u)a .. afm(u)) = (07 cee 70)
Consequentemente, para todo i € {1,...,m}, fi(u) = 0. Portanto, por definicdo de nicleo,
para todo i € {1,...,m}, u € Nuc f;. Por defini¢ao de intersecgao, temos

u € Nuc f1 N...N Nuc fp,.

Suponhamos que u € Nuc f; N ... N Nuc f,,. Por definicdo de intersecgao, para todo i €
{1,...,m}, u € Nuc f;. Por definigdo de nicleo, para todo i € {1,...,m}, temos f;(u) = 0.
Consequentemente,

(fi(w), ..., fm(w)) =(0,...,0).
Por definicao de f, temos

flu)y=(0,...,0).

Portanto, por definigao de nicleo, temos u € Nuc f.
Do exposto resulta que Nuc f = Nuc f; N... N Nuc f,,.



