Tépicos de resolucao do terceiro teste de ALGA E - 2014/2015

Questdo 6: Considere o endomorfismo f : R? — R? e a matriz

2 00
A=M(f; beps, begs)=1] -1 1 0 | € M3(R)
1 2 3

onde b.c.gs = ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)).
(a) Calcule os valores préprios de f e indique as respectivas multiplicidades algébricas.
(b) Determine uma base para cada um dos subespagos préprios de f.

(c) Mostre que f é diagonalizdvel e indique uma base B de R® relativamente & qual a matriz
M(f; B, B) é diagonal.

Resposta:
(a) Por definigdo, o polinémio caracteristico do endomorfismo f é o polinémio caracteristico da
matriz A:
2—A 0 0
[A—X3l=| -1 1-—2A 0
1 2 3—A

Como A — AI3 é uma matriz triangular entao
[A=A=2-2)1-X0)B-XN)=-A=-1)(A—=2)(A-3).
Assim se conclui que os valores préprios de A sao: 1, 2 e 3. Atendendo a que
A=A = (=)A= (A =2)' (A= 3)",

conclui-se que todos os valores préoprios de A tém multiplicidade algébrica 1. Tendo presente
que

A= M(f; b.cgs, b.cgs),

de acordo com a matéria leccionada, podemos concluir que os valores proprios do endomorfismo
f sao: 1, 2, 3; todos com multiplicidade algébrica 1.

(b) Em primeiro lugar vamos obter uma base de M; (subespaco préprio de A associado ao valor
préprio 1). Consideremos o sistema de equagoes lineares (homogéneo) representado pela matriz

10 0]0
[A-1I5](0]=| -1 0 0]0
1 2 20

O referido sistema de equagoes lineares é equivalente ao que é representado pela matriz

1 0 00
0 1 110
0 0 0]0
Assim se conclui que o sistema de equagoes em aprego é equivalente a
x = 0
y+z = 0
Consequentemente
0 0
M, = —z | :zeR ) = < -1 >
z 1

Tendo em conta que



conclui-se que
0
-1
1

é uma base de M;. Atendendo a que A = M ( f; b.c.gs, b.c.gs) conclui-se que

((07 _]-7 1))
é uma base de E; (subespago préprio de f associado ao valor préprio 1).

Para determinar uma base Ms (subespago préprio de A associado ao valor préprio 2) temos de
resolver o sistema de equagoes lineares (homogéneo) representado pela matriz

0 0 0f0
[A-2I3|0)]=]| -1 -1 0]0
1 2 110
O sistema em causa é equivalente ao que é representado pela matriz
1 0 —-1|0
0 1 110
0 0 00
O referido sistema de equacoes é equivalente a
r—z = 0
y+z = 0
Portanto
z 1
My = —z [:z€eR —< -1 >
z 1
Tendo presente que
1 [0
-1 1#10
1 | 0
sal que
=
-1
1 -

é uma base de Ms. Tendo em consideragdo que A = M ( f; b.c.gs, b.c.gs), podemos concluir
que

((1,-1,1))
é uma base de Fs (subespago préprio de f associado ao valor préprio 2).
Para obter uma base de M3 (subespago préprio de A associado ao valor préprio 3) temos de
resolver o sistema de equagoes lineares (homogéneo) representado pela matriz

-1 0 00
[A-3L|0]=] -1 -2 0|0
1 2 0|0
O referido sistema de equacoes lineares é equivalente ao que é representado pela matriz
10 010
01 0|0
0 0 0]0

Assim se conclui que o sistema de equagoes em aprego € equivalente a

z = 0
y = 0



Consequentemente

0 0
M3 = 0|:zeR )= < 0 > .
z 1
Tendo em conta que
0] [0
0[#]0
1| | 0
conclui-se que
o
0
1 =

é uma base de M3. Como A = M ( f; b.c.gs, b.c.gs), entdo conclui-se que

((0,0,1))

é uma base E3 (subespago préprio de f associado ao valor préprio 3).

(¢) Na resolugao da alinea anterior foi estabelecido que: ((0,—1,1)) é uma base de Ey, ((1,—1,1))
¢ uma base de F3 e ((0,0,1)) é uma base F3. Consequentemente, de acordo com a matéria
leccionada, temos que

((07__171)a(17__1a1)3(07071))
é uma sequéncia linearmente independente no espaco vectorial R3. Como dimR? = 3 entao
((07"171)3(17"171)a(07071))

¢ uma base de R®. Seja B = ((0,—1,1),(1,—1,1),(0,0,1)). Do exposto resulta que B é uma
base de R3, constituida por vectores préprios de f. Tendo presente que: f(0,—1,1) = (0, —1,1),
f,-1,1)=2(1,-1,1), f(0,0,1) = 3(0,0,1), conclui-se que

1 00
M(f;B,B)=]0 2 0
0 0 3
Questao 7: Considere os pontos: A = (2,2,1), B=(3,2,1) e C = (2,4,4).

(a) Determine AB x AC.

(b) Usando o resultado obtido na alinea anterior, calcule a drea do tridngulo cujos vértices sao os
pontos: A, Be C.

(c) Obtenha uma equagdo vectorial do plano P que passa pelos pontos A, B e C.

Resposta:

(a) Consideremos os vectores: e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0), e3 = (0,0,1). Sabemos que a base
(e1,e2,e3) (base canénica de R3) é ortonormada e directa.
Nesta conformidade,

—

AB = (1,0,0) = ey,
—
AC = (0,2,3) = 2e5 + 3es.

Consequentemente,
€1 €2 €3
A—B>><ﬁ:(mneménica 1 0 0 ):’g g el—‘ (1) g ez—l—’(l) (2) es = —3ea+2e3 = (0,-3,2).
0o 2 3
—_— —

(b) Como a sequéncia (AB, AC) é linearmente independente entdo os pontos A, B, C definem um
paralelogramo cuja area é

I 4B x AC| = || — 3¢z + 2eall = v/(=3)2 + 22 = V3.



A area do triangulo cujos vértices sao os pontos A, B e C' é dada por
— —
|AB x AC|| V13
2 2
(¢) Uma equagdo vectorial do plano P que passa pelos pontos A, B e C é da forma
(x7y,z):A+aA—B>+ﬁA—C>’, com «, 3 € R.
Assim se conclui que
(x’y7z) = (2727 1)+a(15070)+5(07273)7 Com a?/BGR

é uma equacgao vectorial do plano P que passa pelos pontos A, B e C.
Questao 8: Mostre que: se u e v sao dois vectores perpendiculares de R3 entéo

e+ ol = [Jull* + Jlv]*.

Resposta:
Sejam u,v € R? tais que u e v sdo perpendiculares. Sabemos que

llu+v|]? = (u+v)|(u+v) = u|(u+v) +v|(u+v) = ulu + ulv + v|u+ vv.
Como ulv = v|u entdo temos

llu+v||? = ulu + 2ulv + v|v.

Tendo presente que, por hipétese, u e v sdo perpendiculares entdo u|v = 0 e por conseguinte

lu+ol* = ulu+ 2ulv + vfo = ulu + vjo = Jul® + o>,



