Uma resolucao do Exame de Recurso de
AML1.

7/2/2011

Grupo 1

(a) Derivamos a funcao f(z) = 2arctan(z) — x e obtemos
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O sinal da derivada é o sinal de (1 — 2%). Logo f'(z) > 0 se x €] — 1,1[ e
f'(z) < 0sex € R/[-1,1]. Concluimos que f é decrescente nos intervalos
] — 00, —1] e [1,+00[ e crescente em [—1,1]. Nos pontos . = —1 ez =1 f tem
respectivamente um minimo relativo e um méximo relativo.

(b) (O grafico deve ressaltar, para além da existéncia dos dois extremos rel-

ativos, a simetria impar da fungao e o facto das rectas paralelas y = —xz — 7 e
y = —x + 7w serem assimptotas obliquas respectivamente em —oo e +00.)
Grupo 2

(a) Temos, para todo o k € N,
2<(k+1).
Tomando sucessivamente k = 1,2, ..., n escrevemos
2<2, 2<3,.., 2<(n+1).
Logo, por comparacao termo a termo,
2"<2-3-..-(n+1)=(n+1).

(b) A sucessdo u,, é trivialmente crescente. Mostremos que é limitada. Pela

alinea anterior,
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Podemos pois concluir que u,, é convergente.

(c) O facto de w,, ser crescente implica que, para todo o n,

1
Up > UL = 5
Logo
lim(1 + uy,)™ > lim(1 +1/2)" = 4o00.
Grupo 3

Escrevemos a férmula de Taylor/MacLaurin com resto de Lagrange:
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em que ¢ €0, z[ (ou ¢ €]z, 0[). Em particular, para x €]0, 1],
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(b) Efectuando a mudanga de varidvel z = tan(t), calculamos

1 dﬁdt — ! 1 dt =
22V/1+ 22 dt tan?(t)4/1 —|— tan?(t) cos?(t)
/ 1 / cos(t 1 e
sin?(t)y/1/ COSQ( sin? ~ sin(t) '

Restituindo a varidvel original & expressao, obtemos como familia de primitivas
de f as fungoes

1
~ sin(arctan(z)) +C.

Atendendo a relagao

sin?(z) tan?(z)

f(x):—wl—i-%—&-C.

também podemos escrever

Grupo 5



A éarea da regiao pretendida pode ser calculada por

e 1 1 4 2
/ a® — 2% dr = [a*z — §x3]‘ia =2(a® — ga?’) =_a®= gbh,

—a
em que b = 2a e h = a®. Arquimedes nio usou este método.

Grupo 6

(a) Resolvendo
e’ +1
e2r 4 2e
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obtemos
"+ 1< (e* +2%) e " =e" 42

ou seja, a condigao é universal em R.
(b)

—+o0
e "dr= lim [e M= lim e'—e™=¢"".
1 M — 400 M — 400

(c) Pelo critério de comparagao de integrais impréprios, temos

—+o0 —+o0
/ g(z)dx < / et =et<1.
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Grupo 7
Escrevemos . .
xsm(z) _ 6sm(:)(:) In(z) )
Temos |
lim sin(z)Iln(z) = lim n(lsc)
z—0t z—0t @)

Vericam-se as condigoes de aplicagao da regra de Cauchy. Calculando o limite
da razao das derivadas, obtemos:

1 .
lim /z = lim —%tan(x):l'():o.
z—0t %s((mm)) z—0t

Pela continuidade da fungao exponencial podemos concluir

lim 50 — 0 = 1,
rz—0t



