
Análise Matemática I C

Exame de Recurso 07/02/2011

Nota: Esta é apenas uma resolução, de entre muitas outras posśıveis.

Pergunta 1

(a) Derivando a função f(x) = 2 arctan(x)− x obtemos:

f ′(x) =
2

1 + x2
− 1 =

1− x2

1 + x2
.

O sinal da derivada é determinado pelo sinal de 1 − x2. Logo f ′(x) > 0
se x ∈] − 1, 1[ e f ′(x) < 0 se x ∈ R \ [−1, 1]. Conclúımos assim que f
é decrescente nos intervalos ] −∞,−1[ e ]1,+∞[ e crescente em ] − 1, 1[.
Nos pontos x = −1 e x = 1 f tem, respectivamente, um mı́nimo relativo
e um máximo relativo.

(b) (O gráfico deve ressaltar, para além da existência dos dois extremos rela-
tivos, a simetria ı́mpar da função e o facto das rectas paralelas y = −x−π
e y = −x+ π serem asśımptotas obĺıquas respectivamente em −∞ e +∞.
Da sua observação poder-se-ia concluir que o contradomı́nio da função é
R.)

Pergunta 2

(a) Temos, para todo o k ∈ N,

2 ≤ (k + 1) .

Tomando sucessivamente k = 1, 2, ..., n escrevemos

2 ≤ 2 , 2 ≤ 3 , ... , 2 ≤ (n+ 1) .

Logo, por comparação termo a termo,

2n ≤ 2 · 3 · ... · (n+ 1) = (n+ 1)! .

Mostremos que a sucessão {un}n∈NN é limitada. Pela alinea anterior,

1
(j + 1)!

≤ 1
2j
,∀j ∈ N.
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Logo, para n ∈ N

0 ≤ un =
n∑
j=1

1
(j + 1)!

≤
n∑
j=1

1
2j

=
1
2

1− (1/2)n

1− 1/2
≤ 1 .

(b) Atendendo a que

un+1 − un =
n+1∑
j=1

1
(j + 1)!

−
n∑
j=1

1
(j + 1)!

=
1

(n+ 2)!
> 0,∀n ∈ N

conclúımos que a sucessão é trivialmente crescente. Sendo {un}n∈N uma
sucessão monótona e limitada, podemos concluir que também é conver-
gente.

(c) O facto de {un}n∈N ser crescente implica que, para todo o n,

un ≥ u1 =
1
2
,

pelo que limun ≥ 1
2 .

Assim,
lim(1 + un)n ≥ lim(1 + 1/2)n = +∞ .

Pergunta 3
Consideremos um desenvolvimento em fórmula de MacLaurin, com resto de
Lagrange de ordem 3, para a função e−x:

e−x = 1− x+
x2

2
− e−c

3!
x3,

em que c ∈]0, x[ (ou c ∈]x, 0[). Em particular, para x ∈]0, 1[,∣∣∣∣e−x − 1 + x− x2

2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣−e−c3!

x3

∣∣∣∣ ≤ 1
3!

=
1
6
.

Pergunta 4

(a) ∫ π

3π
4

tan(x) dx = −
∫ π

3π
4

− sin(x)
cos(x)

dx = −[ln | cos(x)|]π3π
4

= ln

(√
2

2

)
.

(b) Efectuando a mudança de variável x = tan(t), obtemos∫
1

x2
√

1 + x2
dx =

∫
1

tan2(t)
√

1 + tan2(t)

1
cos2(t)

dt =∫
1

sin2(t)
√

1/ cos2(t)
dt =

∫
cos(t)
sin2(t)

dt = − 1
sin(t)

+ C ,
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onde C é uma constante real. Restituindo à expressão a variável original,
obtemos como famı́lia de primitivas de f as funções

− 1
sin(arctan(x))

+ C .

Atendendo à relação
1

sin2(x)
= 1 +

1
tan2(x)

,

também podemos escrever a famı́lia de primitivas de f como as funções

−
√

1 +
1
x2

+ C .

Pergunta 5
A área pretendida pode ser calculada por∫ a

−a
a2 − x2 dx =

[
a2x− 1

3
x3

]a
−a

= 2
(
a3 − 1

3
a3

)
=

4
3
a3 =

2
3
bh ,

em que b = 2a e h = a2. Nota-se que Arquimedes não usou este método para
chegar à relação indicada.

Pergunta 6

(a) Resolvendo
ex + 1

e2x + 2ex
< e−x

obtemos
ex + 1 < (e2x + 2ex) · e−x = ex + 2,

que é uma condição é universal em R.

(b) ∫ +∞

1

e−x dx = lim
M→+∞

∫ M

1

e−x dx = lim
M→+∞

[−e−x]M1 = lim
M→+∞

e−1−e−M = e−1 .

(c) Atendendo a que pela aĺınea (a),

ex + 1
e2x + 2ex

< e−x,∀x ∈ R,

recorrendo ao critério geral de comparação de integrais impróprios, temos
que ∫ +∞

1

g(x) dx ≤
∫ +∞

1

e−xdx = e−1 < 1 .
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Pergunta 7
Comecemos por escrever

xsin(x) = esin(x) ln(x) .

Temos

lim
x→0+

sin(x) ln(x) = lim
x→0+

ln(x)
1

sin(x)

.

Atendendo a que f(x) = ln(x) e g(x) = 1
sin(x) são diferenciáveis em ]0, π2 [ e a

que g′(x) = − cos x
sin2(x)

6= 0 no mesmo intervalo, podemos concluir que se verificam
as condições necessárias à aplicação da regra de Cauchy. Calculando o limite
da razão das derivadas, obtemos:

lim
x→0+

=
f ′(x)
g′(x)

= lim
x→0+

1/x
− cos(x)
sin2(x)

= lim
x→0+

− sin(x)
x

tan(x) = −1 · 0 = 0 .

A regra de Cauchy garante então que

lim
x→0+

sin(x) ln(x) = 0.

Pela continuidade da função exponencial podemos concluir

lim
x→0+

xsin(x) = e0 = 1 .
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