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1. Considere os subconjuntos de R, A={z € R:2? —52+6 <0} e B={1,2,5,7}.
(a) [0.5 val] Mostre que A = ]2,3].
Resposta: 22 — 5z +6 < 0 < (v —2)(x —3) <0< 2 < x < 3, portanto, A = ]2, 3[.
(b) [0.5 val] Determine o interior, fronteira e derivado do conjunto A U B.
Resposta: O conjunto AU B = ]2,3[ U{1,2,5,7} = [2,3[ U{1,5,7}. Entdo
int(AU B) = 12,3,
fr(Au B) ={1,2,3,5,7},
(AUB) =[2,3].

(c) [0.5 val.] Determine o menor conjunto C' tal que AU B U C é fechado.

Resposta: C' = {3}.

2. Calcule o valor dos seguintes limites:
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Resposta: O ntimero de parcelas no somatério é n?> — 1 + 1 = n?.
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pela desigualdade anterior podemos concluir que

lim = +00.
S
3. Considere a funcio real de variavel real definida por

ze’, sex <0

z log?(z), sexz > 0.

(a) [0.5 val.] Determine o dominio de f e estude a sua continuidade.

Resposta:
O dominio de f é o conjunto

D={zeR:z<0Vz>0}=R

Se x < 0, f é continua por ser definida pelo produto de um polindmio por uma fun¢do expo-
nencial que sabemos serem continuas em R.

Se x > 0, f é continua por ser definida pelo produto de um polinédmio por uma poténcia da
funcio logaritmica que sabemos serem continuas em R*.

Em 2 = 0 vamos estudar os limites laterais:

lim f(z)= lim ze* =0

z—0~ z—0~
1 = li 1
M, f(a) = Jlim, @ log”(@).

No célculo deste limite, surge a indeterminacdo 0 x oo que podemos transformar numa inde-
. ~ 00 .. .. - . .
terminacdo —, obtendo-se o valor zero para este limite. Dado que estes limites sdo iguais e
00

iguais a f(0), f é continua em x = 0. Podemos concluir que f é continua no seu dominio.



(b) [1.0 val] Estude a diferenciabilidade de f.

(d)

Resposta:

Vamos calcular a primeira derivada de f.

() = (14 x), sex <0
log(x)(log(z) +2), sex >0
No ponto z = 0 temos
0) .z log?(x) )
fa(0) o . Jim ——"—— = lim log (x) = 400
f2(0) = lim J) = 1) = lim —< = lim e’ =1,

z—0~ x =0 T z—0~
portanto, ndo existe f/(0).

[1.0 val.] Determine os extremos e estude a monotonia de f.

Resposta:

Para estudar os intervalos de monotonia de f e os seus extremos vamos estudar o sinal da
derivada.
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Podemos concluir que f é crescente nos intervalos | — 1,0[, ]0,e~2[ e |1, 4+oc[, decrescente nos
intervalos | — oo, —1[ e Je™2,1[; tem um minimo em = = —1 (isto é, f(—1) = —e~! é um
minimo relativo de f), um minimo em x =1 (isto é, f(1) = 0 é um minimo relativo de f) e
um maximo em z = e~ 2 (isto é, f(e™2) = 4e~2 é um maximo relativo de f).

[1.0 val.] Determine os pontos de inflexdo e estude o sentido das concavidades de f.

Resposta:

Para estudar as concavidades e os pontos de inflexdo de f fazemos o estudo da segunda derivada:
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Podemos concluir que f tem a concavidade voltada para baixo nos intervalos | — co, —2[ e

]0,e71[, e voltada para cima nos intervalos | — 2,0[ e Je!, +co[. Tem pontos de inflexdo em

r=-2eemuzx=c¢e L



(e) [0.5 val.] Determine o contradominio de f.

Resposta:

Se x > 0, a fungdo f é continua e n3o negativa, tem um minimo relativo f(1) = 0 e
lim f(x) = +oo, portanto, R estd contido no contradominio.

T—r+00

Se x < 0, a fungdo f é menor ou igual a zero, tem um minimo relativo f(—2) = —2¢ 2 e

lim f(z) =0. Como a fung¢do é continua, decrescente até atingir o minimo e crescente até
T—r—00

zero, o contradominio contém o intervalo [—2¢72,0].
Pocemos concluir que o contradominio é o conjunto [—2e2, +o0].
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Figura 1: O gréafico da fun¢do do exercicio 3.

4. [2.0 val] Calcule, justificando, o valor do seguinte limite:
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Resposta: (Notemos que o maior intervalo em que podemos trabalhar que seja uma vizinhanga de
zero é o intervalo | — 1,1[.) Ao calcular o limite pretendido surge a indeterminagdo 1°°. Mas
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Sejam f(z) =log (z + 1) e g(z) = arcsen(z). Consideremos o intervalo |—1,1[. Temos

lim f(z) =0 e limg(x)=0,

z—0 z—0

. : . .. 0 . e
portanto, ao calcular o limite pretendido obtemos a indeterminacdo o Ambas as funcdes s3o dife-

1 1
rencidveis tendo-se f'(x) = 271°¢ g (z) = Nivrh Além disso, ¢'(x) # 0, Vz € |-1,1] \ {0}.

Aplicando a regra de Cauchy obtemos
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5. Seja f a funcdo real de varidvel real definida por f(z) = z €?*.
(a) [1.5 val] Usando o Principio de Indugdo Matemdtica, prove que

fO(z) =271 e® (n+22), VneN.

Resposta: (O ponto chave nesta questo € identificar que a derivada de ordem n+1 é a derivada
da derivada de ordem n)

Se n = 1 na férmula indicada obtemos f/(x) = 2171 e2* (1 + 22) = €2 (1 + 2x).
Derivando a fungdo f directamente obtemos f/(x) = (z €2¥) = €%* + 27 €2* = (1 + 2x) €**.
As duas expressoes coincidem o que significa que a igualdade é vélida para n = 1.

Hipétese de Indugdo: f(™)(z) = 271 e2® (n + 2z).

Tese de Inducdo: f(*T1)(z) =27 e (n 4 1+ 2z).

Demonstracao:
f(n+1)(x) _ (f(n)(x)), _ (2n71 e2e (n+ 290))/ — on—1 (2 eQx(n +21) + 2621)

— on—1 26223(” + 2z + 1) = on e2z(n +1+ 256)

Pelo Principio de Indugdo Matematica podemos concluir que a,, < 1, Vn € N.

(b) [1.5 val.] Escreva a férmula de Taylor de f, em torno do ponto a = 1, com resto de Lagrange de
ordem n.

Resposta: Como f é uma fungdo de classe C°°(R) podemos escrever a sua férmula de Taylor
de qualquer ordem em qualquer ponto a € R. Em particular, se a = 1, existe c entre 1 e x tal
que

(z—1) (z—1)°
fla)=f) + Q) (@ =1+ (1) ———= BT
Pela alinea a) sabemos a expressdo geral das derivadas de f, portanto, sé precisamos de as
substituir na férmula anterior.
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6.

(a) [0.5 val.] Sem resolver o integral, mostre que usando a substituicdo tg(x) =t o integral

/% 1 + cos?(x) dx
0

tg(x) + 2

se converte no integral de uma fun¢do racional.

1
Resposta: Fazendo a substituicdo tg(z) = ¢, isto é, x = p(t) = arctg(t), temos ¢’ (t) = e
Como ¢ 1(0) = tg(0) =0 e ¢! () =tg(Z) = 1, o intervalo de integracdo é [0,1]. Além
1
disso, cos(r) = ——. Entdo
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e a fungdo integranda é uma fungdo racional.

(b) [1.5 val] Calcule
/0 2+ 1
——dxz.
1 (@ = 2)(z — 1)
Resposta: A funcdo integranda é uma func3o racional em que o denominador tem dois zeros

reais, t = 2 e x = 1, o primeiro com multiplicidade 1 e o segundo com multiplicidade 2. Em

consequéncia,
2 +1 A B C

(x—2)(x—1)2:x—2+(x—1)2+x—1’

com A, B e C constantes a determinar. Reduzindo ao mesmo denominador temos

2?4+ 1 _Alz-1?+Bx-2)+Cz—1)(z—2)
(@-2)(@—172 (x—2)(x — 1)?
e pelo método dos coeficientes indeterminados obtemos os valores A =5, B=—-2e C = —4.

0 2 0 0 0
e +1 5 -2 —4

———— dz = d —d d

/_1(95—2)(95—1)2 ! /—196'—2 x+/—1(9€—1)2 x+/—19€—1 !

0 1 19 0
:5[1og\x—21] 42 [ﬁ] —4[1og\x—1\]
- - —1



(c) [1.0 val.] Determine a primitiva de f(x) = 22 sen(z).

Resposta: Fazendo duas primitivagdes por partes obtemos
Pa?sen(z) = —z% cos(xz) — P (—2x cos(x))
= —22cos(z) + P2z cos(x)

= —z2cos(z) + 2(zsen(z) — Psen(z))

= —z%cos(z) + 2xsen(z) + 2 cos(x) + C, C €R.

7. [2.0 val] Calcule o valor da drea do dominio plano limitado pelas fun¢Ges

f(z) = sen(z) e g(x) = cos(x),

com 0 <z <.

Resposta:
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w/4 ™
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Figura 2: O dominio limitado do exercicio 7.

8. [2.0 val] Estude a natureza do seguinte integral impréprio
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Resposta: A funcio integranda é continua no seu dominio, R™. Como o intervalo de integracio é
[1, +00] este integral € impréprio de primeira espécie. Consideremos o integral impréprio de primeira

. oo
espécie convergente /1 = dz.
O limite
r—1
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é finito e diferente de zero, o que implica que os dois integrais tém a mesma natureza, portanto, o
integral em estudo é convergente.



