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Analise Matemética - I (C)
Resolucao do Exame de Epoca Normal- 27 Janeiro 2010

int(AUB) =1
(AU B) = [-V3,-1] U {0}

B=BU fr(B) = BU{0} # B, logo B nao ¢ um conjunto fechado.

Para escrever o conjunto C' na forma de intervalo ou uniao de intervalos ha que
resolver a desigualdade arccos(3 — 1) < 7.

arccos(3 —1) <& 0<f-1<1&2<r<4

Como z € N, C' = {3,4}.

AUBUC = ([-V3,-1]nQ) U {e ™ n € N} U {3,4}.

O conjunto dos majorantes de AUBUC é [4,+0c0[. O conjunto dos minorantes
de AUBUC é]— 00, —3]. O maz(AU BUC) = 4 porque é um majorante
que pertence ao conjunto. sup(A U B U C') = 4 porque é o elemento minimo
do conjunto dos majorantes. Nao existe minimo porque nenhum minorante
pertence ao conjunto. inf(AUBUC) = —+/3 porque é o elemento méximo do
conjunto dos minorantes.
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A sucessao sen(n) é uma sucessao limitada. Como lim 5 log 31 T =
n2 n

1 3+0
log i = () a sucessao correspondente é um infinitésimo. O produto
1+0 3+0

de uma sucessao limitada por um infinitésimo é um infinitésimo, assim lim¢,, =

0.

Pretende-se provar pelo principio da indug¢ao matematica que
on 9 n—2
—§2(§> Vn € N\ {1,2}.

n!
(1) : A proposicao é verdadeira para n = 3.

23 2\°7? 2 8 4 2
Paran:3vem:§§2(§) .Como§:6:§:2(§)queéuma

proposicao verdadeira.



(77) : Hereditariedade
De seguida, é necessario demonstrar que p(k) = p(k + 1), com k um natural
qualquer maior ou igual a 3.

A hipotese de inducao é:

2k 2 k—2
H:— <2

Pretende-se provar que:

2k+1 2 k-1
T: —<2| =
(k+1)! 3

Dem :

o1 2k 9 2k 9 2\" 7 2
—_ = —— hipot de ind — < - —_—
(k+1)! k! (k+1) por hipotese de in ugao E'(k+1) — <3> kE+1

1 1

Como n € N\ {1,2} tem—sek+l>3<:>m§§

o\ k2 9 9\ k-1
Assim, 2 | = — <2 =

3 kE+1 3
Por (i) e (i7) prova-se, pelo principio da indu¢do matematica, que
on 2 n—2
m<2<3> ,Vn e N\ {1,2}.

2 n—2

Seja {vy tnemq1,2) definida por v, = 2 <§) ,Vn € N\ {1,2}, limv, =

n—2
lim 2 3 = 0. Pela alinea (a) z, < v,,Vn € N\ {1,2} logo limz, <

limv, = 0. Como {x,},er ¢ uma sucessao de termos positivos, limz, > 0
logo lim z,, = 0.

A sucessao é convergente como se provou pela alinea anterior, logo a sucessao
{Zn}nen € limitada.

Di={zeR:2>0Vz<0}=R.

Estudo da continuidade:

Para x > 0: A funcao esta definida por uma funcao polinomial, continua em
R, logo ¢ continua neste subconjunto.

Para x < 0: A funcao esta definida por uma fungao trigonométrica, continua
em R, logo é continua neste subconjunto.

Para z = 0:

Estude-se a continuidade da fun¢ao no ponto x = 0 comecando por calcular os
seus limites relativos.



lim (x3 + 2332) =0

z—0t

xlirgl_ sen(z) =0

A fungdo no ponto x = 0 toma o valor 0 (f(0) = 0). Como xllr(% flz) =
xlirgl_ f(z) = f(0) entao QIUILI(I) f(x) = 0 pelo que a fungao é continua no ponto
xz =0.

Consequentemente, a fungao é continua em R.

Estudo da diferenciabilidade:

Para x > 0: A funcao esta definida por uma funcao polinomial, diferenciavel
em R, logo é diferenciavel neste subconjunto.

Para x < 0: A fungao esta definida por uma fungao trigonométrica, diferen-
ciavel em R, logo ¢é diferenciavel neste subconjunto.

Para x = 0:
Estude-se a existéncia de derivada no ponto 0.
33,2 2,3
— + 52 =0 + 3
7i(0) = tim FO SOy A 20, w@ )
z—0+t 1 —0 z—0+ xz—0 z—0+ x

= lim (:ﬁ + §:zc) =0
z—07t 2

0) = i T O sen() 0

© z—0~ z—0 z—0~ z—0
Como f;(0) = f.(0) nao existe f'(0). .. f & diferenciavel em R\{0}.

Para determinar os extremos relativos, comege-se por determinar os pontos de
estacionaridade da funcao.

Para = > 0:
3.\ 3
f(z) = (:1:3 + 51:2) = 3z% + 5.2x =32% + 3z = 3z(z + 1)

f(z)=0&3z(z+1)=02=0Ve=—1
10, +oo]

Para ¢ < 0:

f'(x) = cos(x)

f’(w):()(:)cos(a:):()(:)a::g—l—knr,kEZ.

Os pontos de estacionaridade que estao no intervalo | — 0o, 0[, sdo todos os

pontos da forma x = g + km, k € Z~. Dada a periodicidade da fungao cos(z),



bastaréd analisar um subintervalo de R~ de amplitude 27, para se indicar todos
os extremos relativos da fungao.

—00 | —27 —%W -5 0 +00
cos(z) |... + | + 0 — N\ A+ AN AN
3z( 4 1) AN | AN VNN AN AN WY W W+
fl(x) |... + |+ 0 | =10+ [\\\| +
f(zx) 0 e 1 Nl-1] 7| 0 /

Da analise do quadro e atendendo a continuidade da funcao pode-se afirmar
que:

- 08 pontos da forma x = g+ (2k+1)m, k € Z~ sao pontos de minimos relativos
da funcao, tendo a fun¢ao o seu minimo relativo nestes pontos igual a —1;

- 0s pontos = = g + 2km, k € 7Z~ sao pontos de méximos relativos, correspon-

dentes ao maximo relativo da funcao igual a 1.

Alternativamente, para o estudo dos extremos da funcao f em R~ poder-se-
ia ter desenhado o grafico da fungdo sen(x), num subintervalo de R™, como
se mostra na figura abaixo, e referir que devido & periodicidade desta funcao,

todos os pontos x = g + (2k + )7,k € Z~ sdo pontos de minimo da fungao e

todos os pontos x = g + 2km, k € Z~ sao pontos de maximo de f.
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(c) Estude-se o sinal da segunda derivada para analisar a concavidade de f.
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Para z > 0:

f'(z) =6x+3
1
f'x) =0 6rx+3=0&20= —3 Z 10, +o00[, logo f”(z) nao tem zeros no

intervalo ]0, +o0.

Para ¢ < 0:

f"(xz) = —sen(x)
f"(x)=0& —sen(x) =0z =kr,keZ .

Para z = 0:

Como nao existe f'(0) também nao existe f”(0).

Analogamente ao que foi efectuado para o estudo dos extremos, apresenta-se
apenas o comportamento de f”(z) num subintervalo de R~ de amplitude 27.

—0o0 | =27 —T 0 +00
—sen(zx) | ... 0 — | 0 | 4+ A\ [\
6z 4+3 |\ AN AW WA WV W]+
f(x) | ... 0 — 10 | + |\\\| +
flz) |... 0 N1 1]uU/|o0 U

f(x) tem a concavidade voltada para cima em todos os subintervalos de R~ da
forma |(2k — 1), 2kn[, k € Zy e em |0, +0o0].

f(z) tem a concavidade voltada para baixo em todos os subintervalos

12k —2)m, 2k — 1)7[, k € Z~.

Todos os pontos x = km, k € Z~ sao pontos de inflexao de f.

Alternativamente, para o estudo dos sentidos de concavidade da funcao f em
R~ poder-se-ia recorrer ao esbogo grafico da alinea anterior e retirar as con-
clusoes anteriores, quanto ao sentido de concavidade e pontos de inflexao de f.

3
No intervalo [0,1] a fungao esta definida por x® + 5:62. Foi visto nas alineas

anteriores que a fungao é continua e estritamente crescente neste intervalo,logo
no maximo admite um zero, o que equivale a afirmar que a equagao f(z) =0
tem no maximo uma raiz.

2

x
No calculo do limite lim (—) = lim (3:1:)7"’32 surge uma indeterminagao
z—0+ \ 3x z—07t
do tipo 0° que podemos converter numa do tipo 0 x oo. lim+ (331:)_‘1”2 =
z—0

lim —2?log(3z)

.2
lim, R (C i R . Calcule-se o lim —2%log(3z), que é
z—0 z—0



uma indeterminacao do tipo 0 X co, que pode ser convertida numa indetermi-

log(3

nagao do tipo 2 considerando lim+ og(lm)' Por forma a utilizar a regra de
z—0 -z

Cauchy. Considere-se f(z) = log(3z) e g(z) = —=, e verifique-se as condi¢oes

necessarias a sua aplicagdo num intervalo I =|0, a[,Va > 0.
e indeterminagao do tipo 22
e f e g sao diferenciaveis em [
e J(x)=%#0Vzel

I
Calcule-se lim / (w) Se este limite existir entao lim f(z)
z—0t ¢ (.CE) z—0t g(.ﬁlﬁ)

0 mesmo valor.

existird e tomara

/ 1 2
tim L0 2= &g
z—07t g/(ZL‘) z—07t o3 z—0t+ 2
Pela Regra de Cauchy, hm+ fé ) existe e toma o mesmo valor, pelo que,
z—0T g(T
tim 17—,
a—0+ g(z)
x lim —x?log(3x
lim i) = ez—0* ( ):ezl
z—0+ \ 3%

Sendo f(z) = v/1+ x, de dominio [—1,400[, uma fun¢ao de classe C* em
[—1, 400], pode fazer-se o desenvolvimento de Taylor em torno do ponto 0 de
f(x) até a ordem n € N.

A Formula de Taylor em torno do ponto 0, com resto de Lagrange de ordem 2
¢ dada por:

f(x) = f(0)+xf(0) + %f”(c) com ¢ entre 0 e .
fla)=V1+z

f0) =1
F/(x) = (1 + )12
F(0) =5
F() =31+ 2)02
f'(e)=—3(1+0)7%2
1 2 2
Assim, V1+z =1+ g — Z%(l +0) =1+ g — %(1 +¢)7%% VY > 0.
Como z > 0, '

O<e<ze
l<l4ce<ltze
1<+ <1+2) s
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1 1
< <
(1+z)32 = (1+¢)3/?
L < L <
(14 ¢)3/? (1+ x)3/2

1=

-1 < - 0

Considerando,

v
2 8
(b) V2 =+/1+1, pela alinea (a)

1+ S\/1+x§1+g,VI>O

1 1 1
1+§_§§\/1+1§1+§

1
L5—§§VE§L5

Quando se afirma que v/2 ~ 1,5 comete-se um erro inferior ou igual a é.

(c) Pela alinea (a)

145 -T<Vitasivse
Vitz-—1-2
_gg +x 2§0
x

lim — % = 0 e lim 0 = 0 logo pelo Teorema das fungoes enquadradas

z—0 z—0
. Vit —-1-73
lim =0
z—0t T
Uma resolugao alternativa seria:
o VIFz—1-2 14T (14212 (] )78
lim = lim = lim
z—07t 21' x—0t xT z—0t T
- — — — + +
ST — W g e om O <e <z Sew = 07 = e = 07,
: . - 0
assim lim —— = — = 0.

z—0t 8(1 +C)3/2 8



7.

8.

(a) Mostre-se que quando tan(3) = ¢ se tem cos(z) = }jr—g
. T\ tan2(2)  1—tan?(Z) 142
cos(z) = 0052(5) - sen2(§) = 1+ta1112(g) - 1+tan22(g) - 1+tan2(%) - }+§2'
d 1
tan($) =t < § = arctan(t) < z = 2arctan(t) donde d—f = QE' Quando
r=0=t=tan(0) =0equando z = § = ¢t = tan(}) = 1
2 1 Lo 1 ! 2
Assim, ———dr = X2 dt =
/0 5+ 3cos(x) /0 5+3;—§ 1+ ¢ /o 5(1 +2) + 3(1 — ?)
1 1 1 1
2 1/4 1 1/2 1 t
/ 2dt:/ Lﬁdt:/ —;t?dt: = {arctan (—)1 =
1 1 1 1
— | arctan | = | — arctan(0) | = —arctan | =
2 2 2 2
(b) Primitive-se g(x) por partes. Para tal derive-se a fungao log(z%+1) e primitive-
se a fungao z.
2z
2 I _ z?
[log(z* +1)] = o] e [xdr =% +C.
2 2
2
2 2 2
Zlog(z?+1)— [ (z+ %;ﬁl) dr = % log(2® +1) — & + 1 log(2* +1) + C, com
CeR
() r? 2x 3 x 1 2z
— = =z — =z— :
22241 2241 x2 41 22241
02 0?
Quando z = 0, /zlog(m2 + 1)dz toma o valor 1. Assim 5} log(0% +1) — 5 +
1 2
§log(02 +1)+C =1« C = 1. A primitiva pretendida ¢é %log(xz +1) —
2 1 9
?—i—élog(x +1)+ 1
3r+1
A funcao integranda f(x) = (82 + 1) cos(x) tem dominio Dy = R\{-1,0,1}. A

3 —x
fungao esta definida no intervalo [2,4o00] pelo que estamos perante um integral
improéprio de 1* espécie.

Como 3x+1>0,Vr >2, 23—z >0,V >2e —1<cos(z) <1vem

(3x 4 1) cos(z) < 3x + 1,‘v’x > 9, (1)
3 —x -z
to 3z +1

Estude-se a convergéncia do integral dx, que é um integral impréprio

-z
2
de 1* espécie com funcao integranda nao negativa.

+00
Considere-se o integral convergente / —dx, de fungao integranda nao negativa.
9
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w

x+1 1
. R o 323+ a? . 3+
Determine-se lim — = lim — = lim 1

T—-+00 = r——+00 ;[;3 — X r——+00 — =3
X

te3r+1
-
3z + 1) cos(x)
3 d
3 —x

= 3, finito e nao nulo.

Entao os integrais sao da mesma natureza, isto é, / dx é um integral

T é

+o00
convergente. Atendendo & desigualdade (1) o integral / ‘<
2

+o00o
3 1
convergente pelo que o integral / (32 +3 ) cos(z)
2 3 —x

dz é absolutamente conver-

gente.

. Considere-se a func¢ao g(x) = log(f(z)) que estd bem definida pois f(x) é positiva
em [a,b]. A fungao g(z) é continua em [a,b], por ser a composta de duas fungoes
continuas em [a, b] e é diferenciavel em |a, b[, novamente por ser a composta de duas
L@ Pelo Teorema de

fungoes diferenciaveis em |a, b sendo a sua derivada ¢'(x) =

f(@)
Lagrange existe ¢ €]a, b tal que ¢'(c) = W. Assim ¢'(c) = W &
Flo) _loB(F0) ~loB(f(@) _ o F(O 1 (FD)Y . ewte _ F0)
g = T e - = () @ 8 = 0



