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up =141 =2, u, é uma sucessao decrescente (porque — é uma sucessao decrescente) e
n
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lim u,, = lim (1 + —) =1.
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int(A) =]0,1]

1

fr(A)={0,1} U {n:;,n € N}

A =[0,1]
int(A) =]0,1[# A, logo A nao é aberto.
A=10,1]U{%L n e N} = 4, logo A é fechado.

(a) Pretende se provar pelo principio da indugdo matemética que
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A proposu;ao é verdadeira para n = 1.
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A hipétebe de inducao é:
By

Pretende-se provar que:
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Por hipét d d — =

or hipdtese de in u(;aoz 1

Vn € N.

P+1

=3 a proposicao é verdadeira.

Hereditariedade (p(n) = p(n + 1) com n um ndmero natural qualquer)

pelo que a expressao anterior é igual a
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k=1

limu, = lim

lim 2t =b € R ou b = +o0, entao lim v, =b.
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pelo que lim {/v,, = 1 ou seja limu,, = 1.

Vn2+3+sen(n) Vn? + 3 1
= lim sen(n)

lima, = lim

+
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No célculo do lim —————= surge uma indeterminagao do tipo 2. Para levan-

2+nyn+3

tar esta indeterminagao vamos dividir tanto o numerador como o denominador pela

poténcia de maior grau. Assim este limite vem igual a

Vn? + 3 o/ 1 3
R R A L
lim —————= =lim =-=0.
24+nyn+3 2 48 /1 4 3
3 n4 3 77,4 n
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A sucessao sen(n) é uma sucessao limitada e lim —————= =0

2+nvyn+3

Como o produto de um infinitésimo por uma sucessao limitada é um infinitésimo,

lim —————sen(n) = 0.

2+n/n+3 (n)
Assim,

vn2+3 1
lima, =lim———————+1lim———+———sen(n) =0+0=0.
24+ nn+3 24+nn+3 (n)

. . 2n —1\"
hmbn—hm<2n+4>

No célculo deste limite surge uma indeterminagao do tipo (1°°). Para levantar esta

indeterminacao vamos usar o conhecido limite de Neper. Assim,

1 2n7 2n )
on _ 1\" 1-— on -1 hm%
lim = lim 2 — (& = (6_5)0 = =1.
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Di={zcR:(Jz| >0 A x#0)Va =0} edado que |z| > 0 é equivalente a x # 0,

podemos afirmar que Dy = R.



Para x # 0: A funcéo estd definida como o produto de uma fungdo polinomial pela
composta de uma fungao polinomial, com uma funcao logaritmica e a fungao moédulo,
todas funcoes continuas nos respectivos dominios, sendo a funcao resultante continua
em R\{0}.

Para z = 0:

lirrb flx) = lir%xlog2(|x\). Trata-se de uma indeterminagao (0 x oco) pelo que poder-
xr— xr—

R - ( . .. (00
emos rescrever o limite hn%J M obtendo uma indeterminagao (—) Vamos
xTr— xX0

x
aplicar a regra de Cauchy para o calculo deste limite. Considere-se g(z) = log?(|z|)

e h(x) = —. Ambas as fungoes sao diferencidveis em R\{0}, logo fica provada a
x

diferenciabilidade das func¢oes numa V;(0)\{0}, com ¢ = 1, por exemplo.

1 /
W(x) =——= #0, Va € V-(0)\{0}. Calcule-se lim g (x) Se este limite existir, entao

x? a—0 I/ (x)
_oglx) }
lim existird e tomara o mesmo valor.
z—0 h(.’l?)

2log [2] >
! og |T|— 2]

lim J (=) _ lim — 2 — Jim =28 i que é novamente uma indeterminacao do
z—0 h,’(x) z—0 . i z—0 1

x2 oz
00
tipo (—) Dado que ambas as fun¢Ges numerador e denominador sao diferencidveis
00
em V;(0)\{0} e dado que a derivada da fungao do denominador ¢é diferente de zero

para todos os pontos desse conjunto, podemos aplicar novamente a regra de Cauchy,
2

21 ' z —22?
calculando lim M = lim % = lim —— = 0. Logo lim f(z) = 0. Dado
z—0 1 z—0 _i z—0 X z—0
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que f(0) = 0, podemos concluir que f é continua em z = 0, ou seja f é continua em

todo o seu dominio.
Estudo da diferenciabilidade:
zlog?(x) , sex >0
f(x) = zlog?(—x) , sex <0
0 ,sex =0
Para = # 0: A fungfo estd definida pelo produto de uma fungao polinomial pela com-
posta de uma funcao polinomial, com uma func¢ao logaritmica e com a fung¢ao mdédulo,

todas fungoes diferencidveis nos respectivos dominios, sendo a fungao resultante difer-
encidavel em R\{0}.

Para z = 0:
Vamos estudar a existéncia de derivada no ponto 0.
, _ xlog?(z) — 0 ) 9 . -
f2(0) = lim ————— = lim log*(z) = +o0. Como a derivada lateral direita
z—0t xr — z—0t

nao ¢ finita, a fungdo podera admitir derivada no ponto, mas nao serd diferenciavel

em x = 0.



. f é diferencidvel em R\{0}.
Para determinarmos os extremos relativos, vamos determinar os pontos de estacionar-
iedade da funcao.

Para z > 0:

f'(z) = (zlog?(z)) = log?(x) 4 22 log(x)% = log?(z) + 2log(z) = log(z)(log(z) + 2)

fl(x)=0&1log(z) =0 Vlog(z)+2=0z=¢" Viog(z)=22=1V 2=
e 2= —. Ambos os pontos estdo no intervalo |0, +oo].
e

Para z < 0:

f(z) = (zlog?®(~2))' = log*(~x) + 22 log(—x% = log(—z)(log(—2) + 2)

f(z)=0&log(—z) =0 Viog(—z)=-2c 2=V —z=e2or=-1Vr=
1

~ o que sao ambos pontos do intervalo | — oo, 0].
—00 ~1 -3 0 % 1 +00

log(—x) s L e e e AN AN AN AN AR AN
log(—x) +2 i ol I I e A SN AN A A AN
log() MWW W W W W] = = =10 ] +
log(z) + 2 WATW W W WV W] = o+ 14+ +
I'(x) + 0 =10+ |\\|+]O0| —-1]0] +
f(z) Lo N -2 /0] /& N]0] /

Da anélise do quadro e atendendo a continuidade da fungao podemos afirmar que:
1

f(=ef <—2> sdo méximos relativos da funcao;
e

1 ~ . .
f | == | e f(1) sao minimos relativos de f;
e
dado que f é continua em x = 0 e a funcdo nao apresenta mudanga de monotonia na

vizinhanga do ponto, conclui-se que f(0) néo é extremo.

Estudemos o sinal da segunda derivada para analisarmos os sentidos de concavidade
de f.
Para = < 0:
" 1 1 2
7(z) = ~ (1og(~2) +2) +log(~z) - = - (log(~) +1)

2 1
f'z)=0« 520 % log(—x)+1:O<:)$:—e_1(:)x=—g €] — 00, 0].
—
C. impossivel

2
Para x > 0: Analogamente se obtém f”(z) = —(log(z) +1) e
x

" _ _}
f (m)-O@x—e



(b)

—00 —% 0 % +00
: - = o
log(—;) +1 L0 T = W PW AW W
- WP PN N+ ]+
log(z) + 1 W ww = o] +
f'(x) — 10 |+ |\\| —]0] +
fx) N —% u|lo|n % U
f(x) tem a concavidade voltada para cima em | — %, 0[ e em ]%, +0o0]
f(x) tem a concavidade voltada para baixo em | — oo, —1[ e em |0, %[
Os pontos <—é, —%) e <é, %) sdo pontos de inflexao de f.

Dado que existe mudanca do sentido de concavidade de f numa vizinhanca de x = 0,
teremos de avaliar a existéncia de derivada no ponto, para garantir que (0, f(0))
é ponto de inflexdao de f. Para isso calculemos a derivada a esquerda do ponto.

2
’ . xlog”(—x) =0
0)= lim ————— =
1(0) z—0- x—0
calculada anteriormente, pelo que f é derivavel em x = 0 e portanto o ponto (0,0) é

lim log?(—z) = +00, que é igual & derivada & direita

também ponto de inflexao de f.

f(x) é uma fungao continua no intervalo [O, g}, por ser a soma de uma funcao
polinomial com a fungao trigonométrica sen(z), ambas continuas em R.

fO)=—-1ef (g) = ngseng —-1= g, pelo que f(0) f(g) < 0. Pelo corolario do
teorema de Bolzano, podemos garantir que f tem pelo menos um zero no intervalo

7'(' T
}0, ) [ e portanto a raiz estd necessariamente em [0, 5} .

f(z) é uma fungao diferencidvel em R e f'(x) = 1 + cos(z).

fl(x) =0 e cos(z) = -1 & o = 7+ 2km, k € Z. Como f'(z) ndo tem nenhum
. ™ p - . .

zero no intervalo [0, 5} , € é sempre positiva, podemos garantir que neste intervalo a

funcao f serd estritamente crescente, tendo por isso no maximo uma raiz real. Assim

sendo, a raiz que garantimos a existéncia na alinea (a), é inica.

Pretende-se determinar a expansao em férmula de MacLaurin de ordem 5 para a

funcdo log(1+2?). Sabemos que a expansdo em férmula de MacLaurin para log(1+x)
2 3 4
¢ dada por log(l + ) =z — % + % - % + x*e1(x), com lin%sl(;v) = 0.
Tr—

Considerando h(z) = 2% e dado que h(0) = 0, podemos utilizar a propriedade do
desenvolvimento polinomial da funcao composta para obter o desenvolvimento poli-

nomial para a fungao g(x), dado por
4

log(1 + 2?) = 22 — % + ztey(z), com lir%sg(m) =0.



7.

8.

(b) No célculo do lim log(1 +77) — 22 surge uma indeterminacao do tipo <9> Dado
o cos(x) — 1+ x2 0

que na alinea anterior determindmos a expansao em féormula de MacLaurin para a

funcdo log(1 + 2?), podemos determinar também o desenvolvimento polinomial lim-

itado de ordem 5, em torno do ponto zero, para a fungao cos(x), que nos permitira

resolver a indeterminagcao.
2 4

cos(z) =1 — — + = 4+ xe3(x) com lim e3(x) = 0. Daqui resulta que
2 24 z—0
oy 2 xt
. log(1+2?) —22 vog e exw) | —w T + ztes(z)
lim 5 = lim 3 7 5 = lim —F————
o0 cos(a:)—1+x— o 1- 2 4+ 4 e (x) 1+ o 4 oate (x)
2 2 24 ’ 2 24 ’
1

—5 +82(J))
hr%li =—12
Tr—

21 + e3(z)

Vamos calcular o valor do integral / (z 4 2)%sen(x)dz utilizando o método de integracio
0
por partes. Seja f(z) = sen(z) e g(x) = (z + 2)%
/ (z + 2)%sen(z)dz = [—(z + 2)* cos(z )]g - / (—=2(z + 2) cos(z))dx =
0 0

™

—(m+2)%(-1) = (=22 x 1) + 2/ (x +2) cos(x)dx
Utilizando novamente o método de integragao por partes para o calculo deste integral, com

f(z) = cos(x) e g(z) = = + 2, obtemos:

(7r—|—2)2—|—4—|—2[(:v—|—2)sen(x)]g—2/7rsen(x)dx: (m+2)2+4+2((r+2) x0—2x0)—
0

2[—cos(@)]f = (m+2)? +4-2(=(-1)+1) = (7 +2)? +4—4= (1 +2)?

(a) Tal como é sugerido vamos recorrer ao método de substitui¢do para determinar a
familia de primitivas de \/m . Considerando a > 0 constante e fazendo a sub-
stituigdo = = acos(t) = ¢(t) temos ¢'(t) = —a sen(t). Procedendo & substituigao
obtém-se
[ V(a2 = 2%)dz = [ /(a2 — a2cos?(t))(—asen(t))dt = [ \/a2(1 — cos?(t))(—asen(t))dt =
[ay/(sen2(t))(—asen(t))dt = —a? [ sen?(t)dt

1 — cos(2t
Para que o célculo desta primitiva seja imediato, recorde-se que sen?(t) = — (2t) .
Entao
) ) 51 —a? 1
—a? [sen*(t)dt = —a 5 J 1 —cos(2t)dt = - t— §sen(2t) + 4, com C; € R.
x x
Da equagao de substituigdo sabemos que — = cos(t), ou seja, t = arcos (—) e aten-
a a

dendo a que
T\2 T a2 —122 1
sen(2t) = 2sen(t)cos(t) = 2 y/1 — cos?(t) cos(t) = 24/1— (7) —=2—
a/ a a a
podemos desfazer a substituicdo na primitiva calculada, obtendo-se
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@ (arcos (E) -5 g YO~ 77 E) +C, = Taarcos (E) + gan —224+C,
a a
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(b) Atendendo ao gréfico das fungoes

\ 4

x1 x2

verifitamos ci?lg o caleflo da 4°% serd a'soma dos valores de érea A1 e Ay, Para
isso necessitamos de determinar os pontos de interseccao entre a recta y = 3z e a
circunferéncia (ponto de abcissa x1) e entre a pardbola e a circunferéncia (ponto de

abcissa x2).

Ponto de abcissa x1:

2 2
Tty =2 1 1 0
Y <:>$2+(3x)2=2(:>10x2=2(:>m2=—<:>:U::I:\/j<:>x::i:£,
J =3 5 5 5

V5

e como x1 estd no 1° quadrante, x1= =

Ponto de abcissa x2:
Ty =2 & 22+ (2%)? = 2 & 2* + 22 — 2 = 0, fazendo uma mudanca de
y =a?
varidvel z = 22 obtém-se uma equacdo de 2° grau, 22 4+ z — 2 = 0, cujas solucdes
sdo z = 1V z = —2. Desfazendo a mudancga de varidvel, apenas a solugdo z = 1 é
possivel, o que conduz as solucoes x = 1V x = —1. Consequentemente x2=1, por ser

um ponto do 1° quadrante.

Da equacao da circunferéncia z? + y? = 2, retiramos a expressao analitica da circun-
feréncia no 1° quadrante, 3> =2 — 22 &y =+V2 — 22 = y = V2 — 2?2

/5 1
(V2 — 22 — 2?)dx
5

Area= A} + Ay = / ’ 3z — 2%)dx + /
0 V5

5
Para o célculo do 2° integral vamos utilizar o resultado da alinea anterior, obtendo-se
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1
T 3 ( 2 T T a3 2 5
z oz — el Vo — g2 2 — |32 _ ¥Y*
[32 3 + arcos(\/§>+2 x 3]\/5 {32 5 +
5
V5 V5 5 V5 3 V5 o1
_ - _Z [ 222 ) - X2 /9 y)Ul - = _ Y- _ =
[arco&( )—I— +arcos<5\/§ 10 25+ 5 10 5 4+
1 f\/45+\/3 7r+1+ 1
— 4+ arcos | — —_— = —— arcos | ——
6 \/10 10 5 75 6 /10

3
9. A funcao integranda f(x) = % tem dominio Dy = R™, pelo que estd definida
x(z

Va € [1,400[. Estamos perante um integral impréprio de 1? espécie.

Como f(z) >0, Va € [1, 400, podemos aplicar os critérios de convergéncia para estudar

+oo 1
este integral. Compare-se com o integral / — que sabemos ser um integral divergente.
1 x2
Para tal, determine-se
z+3 3
. Va(@+5) _ (z+3)az .1t
lim Y~ = lim ——~"— = lim —% =1 € R", pelo que podemos
Z—+00 i z—+oo (x +5) \/x T—+00 5

Wl
8|

x
To 43

. Va@ts)

concluir que os integrais sao da mesma natureza, ou seja, o integral

divergente.



