Exercicios de Analise Matematica I

Topologia e Inducao Matematica

1. Indique se os seguintes subconjuntos de R sao majorados, minorados ou
limitados. Indique ainda, caso existam, o supremo, o infimo, o maximo
e o minimo de cada um desses conjuntos.

(a) {x eR: |x — 3| =2|z|}; (b) {:EER:%<£%};

(c) {xGR: x:sin(%) ,nEN}; (d) {xr e R: x =log(n),n € N}.

2. Determine o interior, a fronteira e o derivado dos seguintes subconjun-
tos de R. Indique quais sao abertos e quais sao fechados.

(a) [0,2[U]3,5[U{6,7};

(b) {reR:z—1>z};

(©) [0,1]NQ

(d) {z eR: |z —1| = [z[};

(e) {r eR: 2% > z};

(f) {r=1eR:neN}

(8) {r=m+LeR:mneN};

(h) ({x =cos(nw/3) eR:neZ}NQ)U] —2,—1].

3. Quando possivel, dé um exemplo de um subconjunto nao vazio de R
que:

b

(a) seja finito e aberto;

(b)

(c) seja igual ao seu derivado;
)

seja fechado e nao limitado;

(d) tenha por exterior um intervalo limitado;
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(e) seja aberto e fechado.

Sempre que adequado, justifique a inexisténcia de um subconjunto com
as caracteristicas pedidas.

. Sentados no Parnasso, Euclides e Zenao debatem. Afirma Euclides: “O
intervalo [0, 1[ ndo possui maximo, posto que o supremo deste intervalo
¢ 1. Ora 1 ¢ [0,1[.” Rebate Zenao: “Como estais enganado, meu caro.
Vede:

0,9999999999.....

pertence a [0, 1[ e é maior que cada um dos elementos deste intervalo.”
Quem fala verdade?
. Considere o seguinte conjunto:

F={reN:2?-52+9>3}N{reR:2°-Tr —1<7}.

(a) Determine o interior, o exterior e a fronteira de F.

(b) Determine a aderéncia, o derivado e o conjunto dos pontos isolados
de F'.

(¢) Indique, justificando, se F' é aberto, fechado, ou nem aberto nem
fechado.

. Considere o seguinte conjunto:
H:{:EGQ : x2<9}U{x€R\Q : x2—2:v—5§0}.

(a) Determine o interior, o exterior e a fronteira de H.

(b) Determine a aderéncia, o derivado e o conjunto dos pontos isolados
de H.

(c) Determine, se existirem, o conjunto dos majorantes, o supremo, o
maximo, o conjunto dos minorantes, o infimo e o minimo de H.

. Prove por inducao matemaética as seguintes propriedades:

Vn € N,

(a)2+4—|—6+ A+ 2n=n?+n;
(b) 2Ry (=1)k = n;
(C)Zklk‘k" (n+1)!—1;
(d) n>4 = nl>2";

(e) Py 172 < (n+1)%



(f) (14 k)" > 1+ nk para k € [—1,+0o0[ ;
(g) 9" — 1 é multiplo de 8.

8. Considere a fungao definida em R\{0} pela expressao:

1
x)=—.
fa) =~
(a) Calcule fM(z), f@(z) e fO)(z).
(b) Conjecture a férmula para a n-ésima derivada f™(z) da funcio
f. Certifique-se da sua correcao fazendo a respectiva prova utilizando
indugao matematica.



9.

10.

11.

12.

Exercicios de Analise Matematica I

Sucessoes

De entre as seguintes sucessoes, definidas pelo seu termo geral, indique
quais sao majoradas, minoradas ou limitadas:

(a) @, = " (b) b = (=1)"n?

1", _ 1 1 1
(c) cn =nt=D"; ) dy=1+3+5+---+2L.

Considere a sucessao {uy, nen definida por recorréncia

Uy = \/§7
Upi1 = V22U, , VYneN.

(a) Utilizando a indugao matemadtica, mostre que 0 < u,, < 2, ¥n € N.
(b) Prove que a sucessao é mondtona crescente.

Considere a sucessao
()*

Uy =

N4
Indique, justificando, quais das seguintes sucessoes sao subsucessoes de
{un}nEN:

(a) —=;
(b) 7=
(€) =
(d) o=

Em cada uma das alineas seguintes, indique uma ordem N € N tal que
para n > N se verifique:

(a) |22 —2[ <107
(b) |52 — 1] <1075 ;
(c) n2+n\<105-
(d) e > 10° .



13.

14.

Utilizando a definicao de convergéncia de uma sucessao, prove que:

2n—1

lim =2

Y

Indique o valor do limite da sucessao u,, =

et +2
lim =

=1, linoloe”2:+oo.
_n2 _
i 5 nt . Utilizando a
n?+n

definicao de sucessao convergente, prove a sua validade.

Determine, se existirem, os limites das sucessoes de termo geral:

2n+3

an = )
3n—1
J— 2n+1 .
Cn*ﬁv

3

1 n
ew=(1+73)

gn =/ (n+ 1) —nl;

P Vn? 4+ 5+ /n
" \"/2n3+n2+%’

bn:n2—1;
nt+3
. = cos(n)sin ()
, = cos(n)sin | — ) ;
n

1\"
h=(145)

Vn?+1(vn+1)

hn == )
3nvn +1

jnZQ{L/ﬁ;

l, = Vn?+5n—mn;
o (2n+1>3"
dn 4+ 4
p— n 1 .
pn—n 23nn!’
rn = /nsin | —;

n

sin?n

5nd + k-

n

b=y

k=0




15. Indique, justificando, quais das seguintes proposigoes sao verdadeiras:

(a) Se o conjunto dos termos de uma sucessdo nao tem maximo, a
sucessao € divergente.

(b) Se o conjunto dos termos de uma sucessao nao tem supremo, a
sucessao € divergente.

(c) Se para todo n € N se tem u,, > 0 e se lim, .., u, = 0 entao a
sucessao {uy, fnen € decrescente a partir de uma certa ordem.

16. Dé um exemplo de uma sucessao cujo conjunto dos sublimites seja:

(a){3,4}; (b) N; (c)orajosos: R .

17. Considere a sucessao {u, }nen definida por:

Uy = 1
1
Upt1 = §un +2,¥Yn € N.

(a) Num referencial ortonormado represente as rectas A e D, de equagoes
Yy = %x + 2 e y = z, respectivamente.
Represente no eixo das abcissas os termos wuy, us, usz € uy da
sucessao. O que pode conjecturar?

(b) Prove que a sucessao de {u, }ren € crescente e majorada por M =
4.

(c) Determine h tal que a sucessao de termo geral v, = u, + h seja

geométrica. Deduza o valor de

= lim u,.

n—oo

(d) Calcule o valor de [ por um método distinto do utilizado na alinea
anterior.

18. Considere as sucessoes de nimeros reais definidas por

Uq :g 5
u —
Upt1 = n6 s Vn € N

Up = du, + 3,Vn € N,



19.

20.

21.

22.

(a) Mostre que {v, }nen é uma progressao geométrica.
(b) Deduza a expressao analitica de {v, }nen € {tn }nen-
(c) Calcule o limite de {uy,}nen.

Considere a sucessao de nimeros reais positivos definida por recorréncia
por

U1:5

Bu,, — 4
Upp1 = 22 YneN.

n
(a) Utilizando a indu¢ao matemadtica, mostre que 4 < u,, ¥n € N.
(b) Prove que a sucessdo é convergente e determine o valor do seu
limite.

Considere o conjunto S das sucessoes reais que verificam a seguinte
propriedade:
Vn e N, Upio = Upi1 + 2Uy,.

(a) Dé o exemplo de duas sucessoes geométricas {a™}en € {0 bnen
que pertencam a S.

(b) Dadas duas constantes reais A e p, mostre que a sucessao
{\a™ + pf"}en pertence a S.

(c) Determine o termo geral da sucessao {u,}nen, pertencente a S,
tal que uy =2 e ug = 1.

Considere os pontos do plano euclidiano A; = (2,0) e Ay = (0,1).
Considere a sucessao de pontos {A, }n,en do plano euclidiano definida
da seguinte forma:

As é o ponto médio de A; e As;

A4 é o ponto médio de As e As;

Vn > 2, A,y1 € o ponto médio de A, e A,,_1.

Inspirando-se no exercicio 20., calcule explicitamente as coordenadas
do ponto A,. Para que ponto tende no plano a sucessao {A,}nen ?

Considere a sucessao L,, correspondendo ao nimero maximo de regioes
do plano euclideano que conseguimos delimitar com n rectas.

(a) Verifique que Lo =1, L1 =2, Ly=4e L3 =1T1.



(b) Observe que L, é dado pela seguinte relacao de recorréncia:

Ly=1
Ln:Ln—1+n

1
ann(n;—)—i-l.

(c¢) Conclua que



Exercicios de Analise Matematica I

Limites e Continuidade

23. Considere f(x) = 24/|z|cos(3x). Determine € > 0 tal que, para = €

]_6’6[’ 1
[f(@)] < =

50
24. Prove, recorrendo a defini¢ao de limite segundo Cauchy, que:
(a) lin%3x+2 =5;
2
(b) i o9

11m =
a—too g+ 1

25. Justifique que nado existem os seguintes limites (utilize a defini¢ao de
limite recorrendo a sucessoes — defini¢ao segundo Heine):

(a) lim sin(zx);

/26
b) lim ———;
(b) 20 sin(z3)’
(c) lim [x]e”;

o ; ‘or intei .
x|, ou “parte inteira de x”, designa o maior inteiro menor ou igual a =

(d) Jim ——— sin(z);
2
(e) lim 1 —cos< )
z—0 v

26. Seja f a funcao definida em R por

x4+ 2, sex > 1
T) = .
/() {2—3:1:, sex <1

(a) Mostre que nao existe lim f(z).
(b) Defina uma funcao g, de dominio R, tal que lin%(f +g)(x) = 4.

27. Fixando um numero real m, a expressao seguinte define uma funcao
real de varidvel real em R\{0}:

ma?+m+4, se x>0
h(x) = ) :
|z — 3| +m?, se x <0



(a) Determine m de modo a que exista lim h(x).

(b) Para os valores de m determinados na alinea anterior, estude a
injectividade de h.

28. Sejam a e b ntimeros reais tais que a < b. Seja f : [0, +00[— R definida

v +tb
a
=1
(a) Justifique que f(t) = +1L+t’ para constantes « e 3 apropriadas.
(b) Mostre que f é estritamente crescente e determine o seu con-
tradominio.

(c) Esboce o gréfico de f.

29. Considere a funcao f definida em R por

(a) Mostre que f é impar.

(b) Sem recorrer ao calculo de qualquer derivada, prove que f é cres-
cente. Determine o seu contradominio.

30. Considere a funcao f : R — R definida por
flz) =2 —[z].

(a
(b

) Esboce o gréfico de f.
)

(c) Justifique que f é periddica de periodo 1.
)

Estude a existéncia de maximo, minimo, supremo e infimo de f.

(d) Identifique o conjunto dos pontos em que f nao tem limite.

31. Considere a funcao real de variavel real

3% 4 2%

Se , sex >0
flz)=2S 2—e" :

arctan(z), sex <0

(a) Determine o dominio de f. Estude a continuidade de f.

(b) Calcule os limites de f em 400 e em —o0.
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(c) Estude a existéncia de maximo ou minimo da fungao f no inter-
valo [—1,1]. Poderfamos aplicar o Teorema de Weierstrass neste
mesmo contexto?

32. Seja f :[a,b] — [a,b] uma func@o continua.
(a) Prove a existéncia de um ponto fixo de f, i.e., a existéncia de
xo € la,b] tal que f(zg) = xo.

(b) Adicionalmente, suponha que existe uma constante k& € [0, 1] tal
que

Neste caso, f designa-se por uma contraccao. Justifique que o
ponto fixo determinado na alinea anterior é unico.

33. Determine, justificando, o dominio e os pontos de continuidade das
funcoes definidas pelas seguintes expressoes. Sempre que possivel, pro-
longe as fungoes por continuidade aos pontos aderentes ao dominio.

z+1

fi(z) = ] fo(z) = cos(1/v/1 — x2)
B rz+1 |z
B = rs A=

34. Considere a funcao real de variavel real definida por

1 s
—cos(—x), sex <1
T 2
flx) =
e® — log(z?), sex >1

(a) Determine os pontos do dominio Dy em que f é continua. Con-
siderando a aderéncia de Dy, indique um seu subconjunto ao qual
a funcao possa ser prolongada por continuidade.

(b) Averigtie a existéncia de assimptotas verticais ou horizontais ao
grafico de f.

(c) Serd f diferencidvel em z = 17

35. Responda as questoes do exercicio anterior considerando agora a funcao

g(x) = f(x)e - 1|5
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36.

37.

Seja f : [a,b] — R uma funcao continua, injectiva e tal que f(a) < f(b).
Utilize o teorema do valor intermédio de Bolzano para concluir que f
é estritamente crescente no seu dominio.

Sugestao: Comece por mostrar, utilizando o método de reducao ao
absurdo, que nao existe x €|a, b[ tal que f(x) < f(a) ou f(z) > f(b).

Seja f uma funcao definida em R que verifica as seguintes condigoes:
i) f(x) € Z, Vx € R;

ii) lirf f(x)=¢c, ceR.

Recorrendo a defini¢ao de limite, justifique que:

(a) ¢ é um numero inteiro.

(b) Existe a € R tal que f(x) = ¢, sempre que x > a.
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38.

39.

40.

41.

42.

43.

Exercicios de Analise Matematica I

Diferenciabilidade

Determine uma equagao da recta tangente ao grafico de f no ponto
(a, f(a)), sendo:

(a) f(z) =5z —a?ea=4
(b) flz)=%ea=-2

Faca um esboco dos graficos das fungoes e das tangentes determinadas.

Determine os pontos onde a tangente ao grafico de:

1 — 2

(a) f(l’) = m é horizontal;

(b) f(x) = —cos(z) + % cos®(x) é horizontal;

(c) f(z) = arcsen (%) ¢ paralela & recta y = 3z + 3.

Determine, caso existam, os valores de ¢ para os quais a tangente ao
grafico de
T
xr) =
/(@) r+1
no ponto (¢, f(c)) é paralela a recta que passa pelos pontos (1, f(1)) e

(3, f(3))-

Considere a fungao polinomial

1 1
e(az):1+x+§x2+8x3, r€R.
Determine a equacao da recta tangente ao grafico de e no ponto de
abcissa zero. Averigue a possibilidade da existéncia de rectas tangentes
ao grafico de e com declive nulo.

Exercicio andlogo ao anterior, considerando agora a funcao

L g 1
s(x)—:c—gx +§x, r €R.
Considere a funcao f(z) = z|z| (x € R). Estude a diferenciabilidade
de f indicando o dominio e a expressao da funcao derivada.
Resolva a mesma questao, considerando agora a fungao g(z) = |z* — z|.
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44. Considere a funcao f real de variavel real definida por

f(z) = x286n<1>—|—;, sex #0

x
0, sex =0

(a) Mostre que f é continua em todo o seu dominio.
(b) Mostre que f ¢é diferencidvel e que f'(0) =1/2.

(c) Existe alguma vizinhanca do ponto 0 onde f seja mondtona cres-
cente?

(d) Verifique se f’ é continua no ponto 0.

45. Diga, justificando, se sao verdadeiras ou falsas as seguintes afirmagoes:

(a) A fungao f: R — R definida por

f(z) = {cosx, sex <0

ax +b,sex >0

¢ diferenciavel no ponto 0 qualquer que seja o valor de a € R desde
que b seja igual a 1.

(b) Se f: R — R é uma fungao diferencidvel em todos os pontos de
R, também o é a funcao

g(x) = log(2 + sin(f(x))) .

46. Calcule a derivada das seguintes fungoes, sem se preocupar com os con-
juntos em que estao definidas e em que sao diferenciaveis.

(a) fi(x) = (2 +1)*7;

(b) fa(x) = tan(x)e(13+1)5.

?

(©) fli) = )

(d) fa(x) = log(log());
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(e) fs(z) = sin(2%) arccos(log(x));
(f) f¢(z) = arctan(x) + arctan (i) :

(8) fr(z) =" log (i) ;

sin(cos(z))

(h) fs(x) =

sin(x)

(i) fo(x) = cosh®(3z + 2) — sinh*(3z + 2);

G) fiolz) = 22 logQ(\/cos(x) arccos(z? + e?));

(k) fur(z) = sin(y/log(tan(e=+¥?)));

(1) fiz2(x) = sin(z)|sin(z)|.

47. Determine a expressao geral para a derivada de ordem n das seguintes
funcoes:
(a) sin(2z) (b) ze” (c) zlog(x+1).

48. Considere a fungao f(z) = 2% — 322 + 2x.

(a) Indique os intervalos de monotonia de f.

(b) Determine um intervalo fechado no qual os extremos absolutos da
restricao de f sao atingidos no interior do intervalo.

(¢) Faga um esbogo do grafico de f.

49. Analise o comportamento das seguintes fungoes, indicando o seu dominio
de definicao, os pontos de continuidade e os pontos onde é possivel
prolongar a funcao por continuidade, os pontos de diferenciabilidade
as assimptotas horizontais e verticais (caso existam), os intervalos de
monotonia, os pontos estaciondrios e os extremos relativos, o sentido
das concavidades e os pontos de inflexao, o contradominio e os extremos
absolutos.

—_— x .
142

(a) g1(x)
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50.

ol.

52.

93.

o4.

(b) gala) = 281,

xz

(¢) gs(x) = wlog(x);
(d) gu(x) = log(1 + 2?) — arctan(z);

(€) gs(x) = e

(f) g¢(z) = xtan(x) (considere a fungao restrita ao intervalo |—7/2,7/2[) .

Considere a fungao definida por

222 —4x+5 <9

——, secx
fl@)=1 (@-1)

r + 3, se x > 2.

a) Determine o dominio de f;

(
(b

)

) Estude f quanto a continuidade;
c) Estude f quanto a derivabilidade;
)
)

(
(d

(e) Determine os pontos de inflexao e as concavidades de f.

Determine os intervalos de monotonia e os extremos locais de f;

Considere a fungao polinomial p(z) = 23 + ax? + bz. Determine uma
condicao sobre a e b que implique o crescimento estrito de p.

(a) Mostre que, de entre todos os rectangulos de area 1, o quadrado
é aquele que tem o menor perimetro.

(b) Mostre que, de entre todos os rectangulos inscritos no circulo
trigonométrico, o quadrado é aquele que tem maior area.

Pretende-se construir um depdsito de forma cilindrica com volume
unitario, sem tampa, de modo a minimizar a sua superficie exterior.
Determine as dimensoes do depdsito, isto é, o valor do raio da base r e
da altura h.

Considere a funcao



95.

96.

o7.

38.

59.

60.

61.

(a) Verifique que p é diferencidvel em R e que satisfaz a relacao
p'(t) = p(t)(1 = p(t)) .

(b) Admitindo que p(t) modela (percentualmente) o nimero de in-
dividuos de uma populagao como funcao do tempo, interprete o
valor de p/(t). Identifique o instante ty em que ocorre o maior
nimero de nascimentos.

Prove que a equacao x> + 3z — 1 = 0 tem uma tnica solucao o em R e
que o €10, 1].

Mostre que a equagao
3"+ 47 =5

admite exactamente uma solugao real.

Seja f uma fungao duas vezes diferencidvel tal que f(0) =0, f(1) =1
e f(2) = 2. Mostre a existéncia de zq €]0, 2[ tal que f”(zg) = 0.

(a) Justifique, utilizando o Teorema de Rolle, a existéncia de dois
pontos estaciondrios para a fungao sin(x) no intervalo |0, 27].

(b) Considere uma fungao f, diferenciavel em R, periédica de periodo
T. Justifique a existéncia de pelo menos dois pontos estacionérios
no intervalo |0, 7.

Considere a fungao f : [0,1] — R definida por f(z) = 2% — 2? + .
Verifique que f estd nas condigoes do Teorema de Lagrange e determine
o valor intermédio ¢ nele referido.

Suponha f continua em V; :=Ja — €, a + €[ e diferencidvel em V. \{a}.
Suponha ainda que existe o seguinte limite
. / .
lim f'(z) = L.
Justifique, utilizando o Teorema de Lagrange, que f é diferenciavel em
a, sendo

@)=L

Para cada uma das seguintes funcoes, estude a continuidade, determine
as derivadas laterais da funcao no ponto ¢ indicado e verifique se a
funcao ¢é diferenciavel em c. Interprete geometricamente os resultados
obtidos.
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322, sex <1
203+ 1, sex>1
x+1, sex < —1
(r+1)% sex>-—1

22—z, sex <2
(c) h(z) = e c=2.
20 — 2, sex > 2

62. Considere a seguinte funcao definida por ramos

f(2) = arctan (2z) + sex <0
) tan(2z) + log(1 + ), se0<x<7%.

Estude a diferenciabilidade de f em zero. (Sugestao: utilize o resultado
do exercicio 60.)

63. Mostre que, para todo o x > O:
2

(a) e$>1+x—|—£;

2
(b)

LR log(1+z) < x;

1+
x3
(¢) x — 5 < sen(z) < x;
X 1 2 1 n ~ 1. . s .
(d) e > 1+2x+ =2+ ...+ —2" (Sugestao: utilize o Principio de
Inducio Matematica). '

64. Justifique as afirmacoes verdadeiras e apresente um contra-exemplo
para as falsas.

(a)

(b)

(c) Se f e g sao crescentes, entdo f + g e f — g s@o crescentes.
)

d

Toda a fungao continua é limitada.

Se f é diferenciavel entao é continua.

Se f e g sdo crescentes, entao fg e f/g (onde g ndo se anula) sdo
crescentes.

(e) Se f e g tém concavidade voltada para cima, entdo f+g¢g e fg tém
concavidade voltada para cima.

18



(f) Se f tem um extremo absoluto no ponto a entdo f? também.
(g) Se f crescente, entdao f? é crescente.
(h) Se f tem um extremo local num ponto a, entao f’'(a) = 0.

(i) Se f'(a) =0, entdao f tem um extremo local no ponto a.
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Exercicios de Analise Matematica I

Regra de Cauchy e Férmula de Taylor

65. Calcule os seguintes limites por um método a sua escolha (regra de
Cauchy, expansao de Taylor ou reconhecendo a defini¢ao de uma derivada).

arcsin(x)

(a) lim

z—0 €T

(b) lim 8@ e

r—+00 x

r—+00 x
1/x

(@) 1 1+ /
i) lim

z—0 11—z

1

S (L g (1+ )
0 ()

66. Verifique que nao é possivel calcular o seguinte limite através da regra
de Cauchy, e determine-o directamente:
x — sen(x
)
z—-+oo 1 + sen(z)

67. Qual o erro cometido no célculo do seguinte limite, onde foi usada
sucessivamente a regra de Cauchy?

3 +r—2 32?41 . 6z
lim —— = = lim ———
=12 —3x+2 212 —3  a—1 2
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68.

69.

70.

71.

72.

73.

Determine um polinémio P(z) de grau 2 tal que P(1) =3, P'(1) = -2
e P'(1) = 4.

Desenvolva o polinémio f(z) = ® —22% + 3z + 5 em poténcias inteiras
de z — 2.

Escreva a formula de MacLaurin, com resto de ordem 3, para as seguintes
funcoes

f(z) =ze®, g(x) =In(cos(x)).
Escreva a férmula de Taylor, para as seguintes funcgoes:
(a) f(z) =log(1+ z?), com poténcias de = e resto de ordem 3;
(b) f(x) = cos(z), com poténcias de (m — Z) e resto de ordem 2;

(¢) f(z) = xsin(2z), com resto de ordem 2, no ponto z = 0;

(d) f(z)= eszgx), com resto de ordem 3, no ponto xy = 0;

(e) f(z) =1+ x+ a2 com resto de ordem 4, no ponto xy = 0;

(f) f(z) = x%, com resto de ordem 5, no ponto zo = 1.

Esboce o grafico de cada uma destas funcoes numa vizinhanca do ponto
considerado, prestando particular atencao a sua posicao relativamente
a recta tangente.

Calcule, usando a expansao de Taylor de ordem 3, valores aproximados
de:

(a) V/98;
(b) 2%
(c) arctg(1.05).

Com o auxilio da expansao de Taylor, calcule os seguintes limites e
indique se sao atingidos por valores superiores, inferiores ou nenhum
dos casos anteriores.

sin(x)

(a) lim

z—0 x
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6
(b) limy —3
tg(x) —
(c) lim —==7%
T sin(x)
€ €
(d) Ty —3

74. Utilize a férmula de Taylor para estabelecer as seguintes desigualdades:

(a) cos(z) > 1—%2, Vxe}—ﬁ,g[,
2—1)2
(b)#g(@<1—(x_1)+3(21) s
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