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Prefacio

Embora muita aten¢fo tem sido dada a estrutura dos cursos de célculo na dltima década, pou:
lem se falado a respeito do pré-calculo.

Esta edi¢do de Pré-cdlculo, a fim de atender as necessidades do publico brasileiro, foi tot:
mente adaptada e estruturada com o objetivo de fornecer ferramentas bésicas a alunos que inicia
os estudos de cdlculo diferencial e integral, por meio de defini¢des abordadas de maneira intuiti
¢ sem se apegar aos desenvolvimentos tradicionais.

A interpretagio de graficos e sua utilizagdo ao resolver exercicios € uma caracteristica pred
minante em todo o livro cuja elaboragdo, preocupou-se em unir a dlgebra das fungdes com as idéi
intuitivas, a partir da visualizagio gréfica.

Nossa abordagem

Uma das principais caracteristicas dessa obra € o equilibrio entre os métodos algébrico, num
rico, grafico e verbal, quando da resolugdo dos problemas. Por exemplo: obtemos solugdes graf
camente quando esse € o método mais apropriado a ser usado ou usamos os métodos numéricos
graficos quando a dlgebra € dificil de ser usada. Guiamos o aluno de forma que ele use um méto
para resolver uma questdo e, depois, usamos outras técnicas para confirmar suas solugdc
Acreditamos que, além de saber usar esses métodos, o aluno precisa entender todo o problema
apos isso, decidir qual deles usar4.

Ao longo de todo o livro, exemplos e exercicios fazem com que o aluno entenda o problem
desenvolva um modelo matemdtico, encontre uma solugdo, confirme-a e interprete-a. Além disso,
aluno aprende a analisar e modelar dados, representd-los graficamente para, ento, interpretd-lo
Tabelas auxiliam os alunos a construirem a conexdo entre nimeros e graficos, além de permitire
que todos os métodos de resolucdo sejam reconhecidos.

Outro aspecto importante desse livro € que ele auxilia os alunos a compreenderem todo o voc
bulério das fungdes.

Com esse perfil de texto, o aluno €, a todo momento, convidado a interpretar € a tirar concl
sOes do que estd sendo feito.

Nossa estrutura

Como ndo poderia deixar de ser, o Capitulo 1 tem um aspecto introdutério no qual se trata di
conjuntos numericos, enfatizando o conjunto dos niimeros reais, suas operagdes € suas propriedade

No Capitulo 2, apresenta-se a parte de mianipulagfo algébrica, destacando o uso da potenciagfio
radiciagdo, seguida da definicdo de polindmios e técnicas de fatora¢do que se destacam no Capitulo

O Capitulo 4 desenvolve problemas com expressdes fraciondrias; 0 5, o estudo das equagde
0 6, o estudo das inequagdes; e o 7 introduz toda a nogéo de fungdo e sua linguagem, além de apr
sentar muitos exemplos.

A partir do Capitulo 8, inicia-se a apresenta¢do dos principais aspectos das fungdes do primeis
e segundo graus, que ¢ desenvolvido até o Capitulo 14, passando por fungdes poténcia, fungdes pol
nomiais. funcoes exponenciain. funcdes looaritmicas flINeRes Comnoetac @ fIneRec TNUareae o
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Com o objetivo de apresentar os primeiros topicos dessa drea das ciéncias exatas, o Capitulo
ta tépicos essenciais relacionados & derivada e a integral de fungo.

Como muitos alunos das mais diversas dreas do conhecimento podem utilizar esse livro, os apén-
trazem matrizes e sistemas, andlise combinatdria, no¢des de trigonometria e estudo de conicas.

ss0s recursos didaticos

Com o objetivo de tornar o livro ainda mais didético, além de um texto simples e de facil com-
1530, alguns recursos graficos fazem com que os alunos saibam que tipo de informacéo estd
) transmitida.

i Determine a forma decimal d

| SOLUCAO
; 1 55

; 6= 0,0625 e > = 2,037037037. . .

E correto dizer que 1/17 = 0,0588235294. O simbolo = significa “¢ aproximadamente igual a”.
" Neste caso, pelo fato de o nimero ser racional, ele possui um bloco que repete infinitamente,
. como esse bloco possui muitos digitos, o resultado néo deixa evidente que bloco € esse para que
i se escreva com a notagfio da barra sobre o mesmo. Por essa razio, utilizamos o sfmbolo

Os exemplos — por exemplo — sfio acompanhados de um fio lateral até que eles sejam conclui-
quando esse mesmo fio passa para direcio horizontal. Defini¢des e explica¢des especiais tam-
receberam diferentes destaques a fim de facilitar o processo de ensino/aprendizagem. Além disso,
s com dicas esto distribuidas por todo o texto com informagdes adicionais sobre o assunto que
sendo tratado.

DEFINICAO Raiz n-ésima de um numero real

Sejam n um nimero inteiro maior que 1 e a € b niimeros reais.

1. S¢ b" = a, entdo b ¢ uma raiz n-ésima dc a.

2. Se a tem uma raiz n-ésima, entdo a principal raiz n-ésima de @ ¢ aquela com o mesmo sinal
de a. _

A principal raiz n-ésima de a € denotada pela expressiio com o radical 2 a. O inteiro positivo n

€ o indice do radical ¢ a € o radicando.

Ainda, cada capitulo termina com uma lista de exercicios bastante diversificada, que envolvem
Oes abertas, questdes de miiltipla escolha e questdes de verdadeiro ou falso. Alguns capitulos
cntam exercicios para uma revisdo rapida de tépicos essenciais antes de partir para os exerci-
de fixacdo. Refor¢ando, os exercicios procuram testar a manipulag@o algébrica e analitica dos
s, a conexdo da dlgebra com a geometria, a interpretagio dos gréficos, a representagdo gréfica
nérica das funcdes e a andlise dos dados. Permite-se, ainda, que o aluno utilize recursos tecno-
0s, como calculadoras que tenham recursos graficos. '

rvalos limitados de nimercs reais
1 a e b nimeros reai

glo de Tipo d
valo i

b]

NOTAGAO DE INTERVALO COM oo

Como —oo ndo é niimero real, usa-
mos, por exemplo j—oe, 2[, em vez
de [—oo, 2[ para descrever :
x < 2. Da mesma maneira, usamos
[—1, +ee[, em vez de [-1, +oo] para
descrever x = —1. :

Companion
Wabsite

rretfacio Xxv
Material adicional
‘3 No site de apoio deste livro (www.aw.com/demana_br), professores e estudantes (ém

de aprendizagem.

» [ara o professor: apresentacoes em PowerPoint.

lisscs materiais sfo de uso exclusivo dos professores e estdo protegidos por senha. Para ter acesso a cles,
os professores que adotam o livro devem entrar em contato com seu representante Pearson ou enviar um
¢-mail para universitarios @pearsoned.com.

» Para o estudante: exercicios adicionais

acesso a materiais adicionais que facilitam tanto a exposi¢@o das aulas como o processo
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Capitulo 1

Conjuntos numeéricos
e 0S numeros reais

Representacao dos niimeros reais

Um nimero real € qualquer nimero que pode ser “m Representaciio dos nimero
escrito na forma decimal. Niimeros reais sdo representados . reais. , T
por simbolos, como —8, 0, 1,75, 2.333..., 0,36, 8/5, V'3, i
V16, ee .

O conjunto dos niimeros reais contém vdarios subcon-
juntos importantes:

Obfetivos de aprendisagem

Conjunto dos niimeros naturais: {0, 1,2, 3, .. .}

Conjunto dos niimeros inteiros: {. . .,—3,—2, —1, 0,
1,2,3,..}

Conjunto dos mdmeros racionais (cujos elementos
descreveremos a seguir)

Conjunto dos ndmeros irracionais

As chaves { } sfo utilizadas para descrever conjuntos
com seus elementos.

Um ndmero racional € qualquer nimero que pode ser escrito como uma razdo a/b de dois
ndmeros inteiros, onde b # . Podemos usar a notacéio de conjunto com propriedade para des-
crever os nimeros racionais:

. a ra M 3 bk
A barra vertical que segue 5 € lida como “tal que”.

A forma decimal de um niimero racional pode ter uma quantidade finita de casas apds a vir-
gula, como 7/4 = 1,75, ou ndo, como podemos ver em 4/11 = 0,363636... = O,%. A barra sobre
o0 36 indica quais digitos se repetem. Um niimero real € irracional se nédo for racional. A forma deci-
mal de um nimero irracional ndo possui bloco de digitos que se repete infinitamente. Por exem-plo,
V3 = 1,7320508. . . e 7 = 3,14159265. . .

N}

a, b sdo inteiros, e b # 0

S

¢ Determine a forma decimal de 1/16, 55/27, ¢ 1/17.
SOLUCAO

1 55
— = 2 — = 037. ..
16 0,0625 e 7 2,03703703
E correto dizer que 1/17 = 0,0588235294. O simbolo = significa “é aproximadamente igual a”.
Neste caso, pelo fato de o niimero ser racional, ele possui um bloco que repete infinitamente, e
como esse bloco possui muitos digitos, o resultado néo deixa evidente que bloco € esse para que
se escreva com a notagéo da barra sobre 0 mesmo. Por essa razdo, utilizamos o simbolo =,
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Para representar os nimeros reais, comegamos com uma reta horizontal e marcamos o niimero
real zero com o valor 0, a origem. Nilmeros positivos estdo 4 direita da origem e nimeros nega-
tivos, 4 esquerda, como mostrados na Figura 1.1.

-3 o T
e+t
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
I.\Ilimero.s Nﬁmeros
reais negativos reais positivos

Figura 1.1 A reta de numeros reais.

Todo niimero real corresponde a um e somente um valor na reta real e todo valor na reta real
corresponde a um e somente um nimero real. Entre dois niimeros reais na reta existem infinitos
numeros reais.

O niimero associado ao ponto € a coordenada do ponto. Ao longo do texto seguiremos a con-
vengao de usar o nimero real para as duas situagdes, tanto para o nome do ponto como para sua
coordenada.

A ordem na reta e a notacao de intervalo

O conjunto dos nimeros reais € ordenado. Isso significa que podemos comparar quaisquer
dois nimeros reais que ndo sdo iguais usando desigualdades; podemos dizer que um € “menor que”
ou “maior que” o outro.

Ordem dos numeros reais

' S"Jam a ¢ b dois mimeros reais ;

mbolo De Leitura

a € maior que b
menor que b

a € maior ou igual

Geometricamente, a > b significa que a estd a direita de & (de modo equivalente, b estd i
esquerda de @) na reta dos nimeros reais.

Podemos comparar dois nimeros reais quaisquer devido a seguinte propriedade importante
desses niimeros.
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Desigualdades podem ser usadas para descrever intervalos de nimeros reais, como ilustrado
no Exemplo 2.

Descreva e represente graficamente os intervalos de niimeros reais para as desigualdades.

(a)x<3 b)-1<x=4

SOLUCAO
(a) A desigualdade x < 3 descreve todos os niimeros reais menores que 3 (Figura 1.2a).

(b) A dupla desigualdade —1 < x < 4 representa todos os nimeros reais entre —1 e 4, excluindo
—1 e incluindo 4 (Figura 1.2b). .

- Escreva os intervalos de niimeros reais usando desigualdade e represente graficamente.
- (a) Os niimeros reais entre —4 ¢ —0,5.
- (b) Os niimeros reais maiores ou iguais a zero.

SOLUCAO
(a) —4 <x < —0,5 (Figura 1.2¢).
(b) x = 0 (Figura 1.2d).

L e a mes e S — o) ——t—> X
3 -2-1 0 1 2 3 4 5 -3 2-1 0 1 2 3 4 5
(@) (b)
~0,5
s > X oo —> X
5 -4 -3 -2-1 01 2 3 -3 2-1 0 1 2 3 4 5
© (d)

Figura 1.2 Nas representagdes graficas das desigualdades, bolas vazias correspondem a <e >
e bolas cheias a e =.

Como foi mostrado no Exemplo 2, desigualdades definem intervalos sobre a reta real. N6s usa-
mos a notagdo exemplificada por [2, 5] para descrever um intervalo limitado que representa o con-
junto {x € R|2 =< x = 5}. Além de limitado, esse intervalo é fechado porque contém os extremos
2 e 5. Existem quatro tipos de intervalos limitados.
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Notacdo de  Tipo de intervalo Notacéo de Repfeséntagﬁo

intervalo desigualdade  : gréfica

la, b[ Aberto a<x<hb
[a, b Fechado & esquerda e aberto A direita =~ a = x < b“
“Ja, b] Aberto 4 esquerda e fechado 2 direita a<x=b

QSnumeros a e b siio os extremos de cada intervalo,

O intervalo de niimeros reais determinado pela
" desigualdade x < 2 pode ser descrito pelo intervalo infinito
- NOTACAO DE INTERVALO COM *co  |_o, J[ Este intervalo é aberto, pois ndo contém seu

Como —o° ndo é nimero real, usa-  extremo 2.
. mos, por exemplo |-, 2[, em vez | Usamos a notagdo de intervalo J—eo, +cof para repre-
sentar todo o conjunto dos nimeros reais. Os simbolos —oo
. (infinito negativo) e +oo (infinito positivo) nos permitem
~ usar a notagio de intervalo para intervalos ndo limitados e
ndo sdo nimeros reais. Existem quatro tipos de intervalos
nao limitados (ou intervalos infinitos).

. de [—oo, 2[ para descrever

- x < 2. Da mesma maneira, usamos
[—1, +oof, em vez de [-1, +o] para
i descrever x = —1.

1 Converta a notagio de intervalo para desigualdade ou vice-versa. Encontre os extremos e verifi-
. que se o intervalo € limitado, seu tipo e a representacio grafica.

@1[—6,3 (b)]—o, —1[ (¢)-2=<x<3




CAPITULO 1 Conjuntos numéricos e os nimeros reais 7

. SOLUGAO
(a) O intervalo [—6, 3[ corresponde a —6 = x < 3, ¢ limitado e € do tipo fechado a esquerda e
aberto 3 direita (veja a Figura 1.3a). Os extremos sdo —6 e 3.
* (b) O intervalo ]—oo, —1[ corresponde a x < —1, ndo é limitado e € aberto (veja a Figura 1.3b).
‘ O extremo € somente —1.
(c) A desigualdade —2 = x =< 3 corresponde a um intervalo fechado e limitado, dado por [-2, 3]
(veja a Figura 1.3c). Os extremos sdo —2 e 3.

(@)

'

(D) timmmpossasmameemmon)————————

=

(©) g

-5 -4 -3 -2-1 0 1 2 3 4 5

Figura 1.3 Representagdes gréaficas dos intervalos de niimeros reais do Exemplo 4.

Propriedades basicas da algebra

A idlgebra envolve o uso de letras e outros simbolos para representar nimeros reais. Uma
varidvel € uma letra ou simbolo (por exemplo, x, , ¢, 6) que representa um nimero real néo espe-
cifico. Uma constante é uma letra ou simbolo (por exemplo, —2, 0, \/37, 77) que representa um
nimero real especifico. Uma expressio algébrica ¢ a combinagdo de varidveis e constantes envol-
vendo adigfo, subtragdo, multiplicacdo, divisdo, poténcias e raizes.

Apresentamos algumas das propriedades das operagdes aritméticas de adig@o, subtragéo, mul-
tiplicagiio e divisdo, representadas pelos simbolos +, —, X (ou +) € + (ou /), respectivamente.
Adicdo e multiplicagdo sdo as operag@es primdrias. Subtragdo e divisdo sdo definidas em termos da
adicdo e multiplicacdo.

Subtracio: a —b=a + (—b)

P A R
D1v1sao.b a (b),b#O

Nas duas definigdes, —b € a inversa aditiva ou opos- | ‘
to de b, e 1/b é a inversa multiplicativa ou reciproca de b, = SUBTRACAO VERSUS NUMEROS
As inversas aditivas nem sempre sdo nimeros negativos. = NEGATIVOS
A inversa aditiva de 5 € o nimero negativo —5. Porém, a = Em muitas calculadoras existem
inversa aditiva de —3 € o nimero positivo 3. . duas teclas “—", uma para sub-

As seguintes propriedades sdo vdlidas para nimeros - tragao e outra para numeros
reais, varidveis e expressdes algébricas. ne??f“’“ ou opostos.
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O lado esquerdo das equagdes na propriedade distributiva mostra a forma fatorada das
expressdes algébricas e o lado direito mostra a forma expandida.

. (a) Escreva a forma expandida de (a + 2)x.
i (b) Escreva a forma fatorada de 3y — by.

SOLUCAO
(@) (@ + 2)x = ax + 2x (b) 3y — by = (3 — b)y

Eis algumas propriedades da inversa aditiva, juntamente com exemplos que ajudam a ilustrar
seus significados.
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Potenciacdo com expoentes inteiros

A notacgfio exponencial é usada para diminuir/encurtar produtos de fatores que se repetem.
Vejamos: ‘

(=3)(=3)(=3)(-3)=(=3)* e (x+DRx+1)=Qx+1)?

As duas expressdes exponenciais do Exemplo 6 tém o mesmo valor, porém com diferentes
bases.

: (a) Em (—3)%, a base € —3.
& (b) Em —35, a base € 3.

Eis as propriedades bdsicas de potenciagdo, juntamente com exemplos que auxiliam na com-
preensdo dos seus significados.
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(8 2abY)(5a%%) = 10(aa)(bb%) = 10a%"

Notacao cientifica
Todo niimero positivo pode ser escrito em notacio cientifica:
¢ X 10", onde 1 = ¢ < 10 e m é um inteiro.

Esta notagdo auxilia quando temos niimeros muito grandes ou muito pequenos e utilizamos
poténcias de 10.

Por exemplo, a distancia entre a Terra e o Sol € de, aproximadamente, 149.597.870,691
quilémetros. Em notagfo cientifica,

149.597.870,691 km = 1,5+ 103km

O expoente positivo 8 indica que, a0 mover a virgula do nimero decimal 8 casas para a direi-
ta, temos a forma original do mimero.
A massa de uma molécula de oxigénio & de aproximadamente

0,000 000 000 000 000 000 000 053 gramas.

Em notacio cientifica,
0,000 000 000 000 000 000 000 053 g = 5,3 X 10~ g.

O expoente negativo —23 indica que, ao mover a virgula do niimero decimal 23 casas para a
esquerda, temos a forma original do niimero.

(@) 2,375 X 108 = 237.500.000
~ (b) 0,000000349 = 3,49 X 10~7

£

(370.000)(4.500.000.000) *

Simplifique 18.000

| SOLUGAO

: (370.000)(4.500.000.000) (3,7 X 105)(4,5 X 109)
18.000 = 1,8 X 104

* Vale observar que os parénteses serviram apenas para separar os ntimeros que sdo valores altos. (N.T.)
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_60@s

)« 1p5+9-4
18 10

=925 X 1010
= 92.500.000.000

REVISAO RAPIDA

1. Cite os ndmeros inteiros positivos entre —3 e 7.
2. Cite os nimeros inteiros entre —3 e 7.

3. Cite todos os nimeros inteiros negativos maiores que —4.
4. Cite todos os nimeros inteiros positivos menores que 5.

Nos exercicios 5 e 6, use calculadora para desenvolver a express@o. Deixe o resultado com duas casas apds a

virgula.

5. (a) 4(—3,1)° — (-4.2)° p) X539 —6
74— 38

6. (a) 5[3(—1,1)2 — 4(—0,5)] (b) 5-2 + 24

Nos exercicios 7 e 8, calcule o valor da expressdo algébrica para os valores das varidveis dadas.

7.x3=2x+1,x=—-2ex=15
8.a2+ab+ b’ a=-3eb=2

EXERCICIOS

Nos exercicios ! a 4, encontre a forma decimal para
o nimero racional. Verifique se tem finitas ou infini-
tas casas apds a virgula.

1. -37/8
2. 15/99
3. —13/6
4.5/37

Nos exercicios 5 a 10, descreva e represente grafica-
mente o intervalo de ndmeros reais.

B.x=2

6. 2=x<5
7. 100, 7[
8.[—3,3]

9. x & negativo.

10. x é maior ou igual a 2 e menor ou igual a 6.

Nos exercicios 11 a 16, use desigualdade para descre-
ver o intervalo de nimeros reais.

11. [-1,1]

12. ]-oo,4]

|
[
|
N
I
w
|
[\
|
—
o &
—
™
w
N
W

| i { &, 4 4 4
T T 1 w T T T

-5 -4 -3 -2 -1 0 1

N O

15. xestd entre —1 ¢ 2.

16. x € maior ou igual a 5.

Nos exercicios 17 a 22, use notagéo de intervalo para
descrever o intervalo de mimeros reais.

17. x> =3

18. -7 <x < =2

19.

e ——p————f——-> X
-5 -4 -3 -2-1 01 2 3 4 5
20.

ekl

T T T T hd T T

-5 -4 3 -2 -1

o
—_
&)
w
N
)
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21. x é maior que —3 e menor ou igual a 4.

22. x ¢ positivo.

Nos exercicios 23 a 28, descreva o intervalo de nime-
ros reais.
23.4<x=9
24. x = —1
25, [—3, toof
26. 1-5,7(
27. |

|
T T T T &

-5 -4 3 2 -1

3 4 5

=

o 4
—_
[\

28, (| o

1 I | I
1 1 & t ? T T T T > X

S5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Nos exercicios 29 a 32, converta para notagdo com
desigualdade. Encontre os extremos, verifique se o
intervalo ¢ limitado ou ndo, e seu tipo.

29. ]-3, 4]
30. -3, —1[
31. ]—o, 5[
32. [—6, oof

Nos exercicios 33 a 36, use tanto desigualdade como
notag@o de intervalo para descrever o conjunto de
nimeros. Escreva o significado de quaisquer varid-
veis que vocé usar.

33. Bill tem pelo menos 29 anos.
34. Nenhum item na loja custa mais de R$ 2,00.

35. O prego do litro de gasolina varia de R$ 2,20 a
R$ 2,90.

36. A taxa de juros ficard entre 2% e 6,5%.

Nos exercicios 37 a 40, use a propriedade distributi-
va para escrever a forma fatorada ou a forma expan-
dida da expressdo dada.

37. a(x? + b)
38. (y — )¢
39. ax? + dx?
40. a3z + a’w

Nos exercicios 41 e 42, encontre a inversa aditiva dos
numeros.

41.6 — 7

42. -7

Nos exercicios 43 e 44, identifique a base da poténcia.
43. —5°

44. (-2)’

Nos exercicios 45 a 50, simplifique a expressdo. Supo-
nha que as varidveis nos denominadores sejam diferen-
tes de zero.
4,3
a5, 22
x2S
3x2)2y4
a6, 32
3y

2
4
47. (;)

-3
2]
Xy
ayH™
T2

4a’b)( 3b?
50. ( a%b’ )(2a2b4)

Nos exercicios 51 e 52, escreva o nimero em notagio
cientifica.

419

51. A distancia média de Jupiter até o Sol € de apro-
ximadamente 1780.000.000 quildémetros.

52. A carga elétrica, em Coulombs, de um elétron € de
aproximadamente —0,0000 0000000000000016.

Nos exercicios 53 a 56, escreva o nimero na forma
original.

53.3,33 X 1078

54. 6,73 X 101!

55. A distancia que a luz viaja em um ano (um ano-luz)
¢ aproximadamente 9,5 « 10'? quilémetros.

56. A massa de um néutron € aproximadamente
1,6747 X 1072* gramas.

Nos exercicios 57 e 58, use notagdo cientifica para
simplificar.

(1,35 X 1077)(2,41 X 10%)
1,25 X 10?

57.

(3,7 X 10°7)(4,3 X 105)
58.
2,5 X 107

59. Para inteiros positivos m e n, nés podemos usar a
defini¢do para mostrar que @™« a" = a™*",
(a) Examine a equagdo a™+a" = a"*" paran = 0
¢ explique por que € razodvel definir a® = 1
paraa # 0.



60.

61.

62.

63.

CAPITULO 1

(b) Examine a equagdo a™ » a" = a™"" para
n = —m e explique por que € razodvel definir
a™™ = 1/a™ paraa # 0.

Verdadeiro ou falso A inversa aditiva de um

niimero real precisa ser negativa. Justifique sua

resposta.

Verdadeiro ou falso A reciproca de um niime-
ro real positivo precisa ser menor que 1. Justifique
sua resposta.

Qual das seguintes desigualdades corresponde ao
intervalo [—2, 1{?

(@x=-2 by 2=x=1
(c) 2<x<1 d-2<x=1
(e) 2=x<1

Qual € o valor de (—2)*?
{(a) 16 (b) 8
(c)6 (d) -8

(e) —16

Conjuntos numéricos e os numeros reais 13

64. Qual ¢ a base da poténcia —72?

(a) —7 (b) 7
(c) —2 (d) 2
(e) 1

65. Qual das seguintes alternativas € a forma simpli-

6
ficada de =, x # 0?

@axt (b) 2
(c) (d) x*
(e) x8

A magnitude de um nimero real € sua distincia da

origem.

66. Cite todos os ndmeros reais cujas magnitudes sdo
menores que 7.

67. Cite todos os nimeros naturais cujas magnitudes
sd0 menores que 7.

68. Cite todos os nimeros inteiros cujas magnitudes
sdo menores que 7.













Capitulo p/
o B e ‘mm & =

Radiciacao e
potenciacao

Radicais

Se b? = g, entdo b € a raiz quadrada de a. Por exem-
plo, 2 e —2 sdo raizes quadradas de 4 porque 22 =
(—2)? = 4. Da mesma maneira, se b> = a entiio b € araiz
cibica de a. Por exemplo, 2 ¢ a raiz ctibica de 8 porque
23 =38,

DEFINICAO Raiz n-ésima de um numero real

Sejam »# um nidmero inteiro maior que 1 € a e b niimeros reais.

1. Se b" = a, entdo b é uma raiz n-ésima de a.

2. Se a tem uma raiz n-€ésima, entdo a principal raiz n-ésima de a € aquela com o mesmo sinal
de a.

A principal raiz n-ésima de a € denotada pela expressao com o radical \/a . O inteiro positivo n

¢ o indice do radical e a € o radicando.

Todo niimero real tem exatamente uma raiz n-ésima real quando n € impar. Por exemplo, 2
¢ a unica raiz cibica real de 8. Quando n € par, ndmeros reais positivos tém duas raizes n-ésimas
reais e nimeros reais negativos ndo tém raizes n-ésimas reais. Por exemplo, VA6 = +2e —16 ndo
tem raiz quarta real. A principal raiz quarta de 16 € 2.

Quando n = 2, uma notagéo especial € usada para raizes. Omitimos o indice e escrevemos Va
2 . , I . . I ’ o .
em vez de \/t; . Se a ¢ um nimero real positivo € » um inteiro par positivo, suas duas raizes n-€si-
-~ u n
mas sdo denotadas por Vae -Va.

(@) V36 = 6 porque 62 = 36.

327 3 3V 27

| (b) s 2 porque | | = g
@ 23 (3
A 5 borqu > 5

(d) V=625 ndo € um nimero real porque o indice 4 € par e o radicando —625 € negativo (ndo
existe niimero real cuja quarta poténcia seja negativa).
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Eis algumas propriedades de radicais, juntamente com exemplos que auxiliam a ilustrar seu
significado.

Simplificacdo de express6es com radicais

Muitas técnicas de simplificag@o de raizes de nimeros reais ndo sdo mais usadas, devido a uti-
lizagdo das calculadoras. No entanto, vamos mostrar com exemplos o que podemos fazer em casos
sem o uso delas.

(@ V80 = V16-5 (b) V18x° = VOox*. 2x
=24 .5 = 3x2V2x
=2V5

() Vot = Vig)? (@) V—24y6 = V(-2y?)3 .3

= |xy] = -2y2V3

Racionalizacao

O processo de reescrever fragdes contendo radicais de modo que o denominador fique sem
esses radicais € a racionalizacio. Quando o denominador tem a forma \"/u_k, multiplicando
numerador e denominador por V u"~* poderemos eliminar o radical do denominador, pois
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N uk e Nk = X ke = X/ = X =

O Exemplo 3 ilustra o processo.

Potenciacao com expoentes racionais

Sabemos como manipular expressdes exponenciais com expoentes inteiros. Por exemplo,
x3ext=x7, (x3)2 = x5 x3/x?=x3 x72 = 1/x% e assim por diante. Mas os expoentes podem ser
também nimeros racionais. Como deverfamos definir, por exemplo, x1/29 Para comegar, podemos
supor que as mesmas regras que aplicamos para expoentes inteiros também se aplicam para
expoentes racionais.

DEFINICAO Expoentes racionais

Seja u um nimero real, varidvel ou expressdo algébrica e n um inteiro maior que 1. Entdo
um = ~/u.
Se m € um inteiro positivo, m/n estd na forma reduzida e todas as raizes sdo nimeros reais, entio

umn = (ul/n)m = (\"/_u—)m e wmnin = (um)l/n = /ym.

O numerador de um expoente racional é a poténcia para a qual a base estd elevada e o deno-
minador € o indice da raiz. A fragdo m/n precisa estar na forma reduzida, pois, caso contrario, isso
pode ocasionar algum problema de defini¢do. Vejamos:

u?3 = (\3/;)2

e esta expressdo estd definida para todo nimero u real, mas

w6 = (Y )t

estd definida somente para u = 0.

(a) A /(x + y)3 (x +y)3/2 (b) 3x‘\5/x2 — 3x.x2/5 —_ 3x7/5
2313 — (324)1/3 = /2 o 11
(c) x?/3y (x%y) X%y (d) z N
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Uma expressio envolvendo poténcias estd simplificada se cada fator aparece somente uma vez
e todos os expoentes s30 positivos.

6)(1/6

: 3x2/3 2 -1/2
(@) (x2y%)3(xy2) = (x2/3)3)(xy2) = x5/35 (b) ( i )( x2/5 ) = 2o

y y

O Exemplo 6 sugere como simplificar uma soma ou diferenga de radicais.

(b) Vaxly = Vy? = Vnhy - Vyy
= 2x[Vy = y[Vy
= @lx| = IyDVy

(@) 2V80 — V125 =2V16+.5 — V25.5
=8V5 —5V5
=3V5

Eis um resumo dos procedimentos usados para simplificar expressdes envolvendo radicais.

pressdes com radicais

dicais (Exemplo 2).
nominadores e denominadores dos radicandos (Exemplo 3).
s radicais, se possivel (Exemplo 6).

EXERCICIOS
Nos exercicios 1 a 6, encontre as raizes reais indi- 15, V15,625 16. V12,25
cadas. 17. 8132 18. 16%/4
1. Raiz quadrada de 81. 19. 30-2/5 20. 2743
. Raiz quarta de 81. -1/3 -1/3
o 21 [+ 22, -2
. Raiz ciibica de 64. 8 64

. Raiz quinta de 243.
. Raiz quadrada de 16/9.
. Raiz cibica de —27/8.

(=220 S I N VL T ]

Nos exercicios 7 a 12, calcule a expressdo sem usar
uma calculadora.

7. V144 8. V=16
9. V-216 10. V216

3l 64 64

Nos exercicios 13 a 22, use uma calculadora para
encontrar o valor da expresséo.

13. V256

14. V3125

Nos exercicios 23 a 32, simplifique removendo fatores

do radicando.
23. V288

25, V=250
27. V2xdy*
29. V3x8y6
31. V96x10

24. V/500

26. V192

28. V/—27x3y0
30. V/8x0y%
32. V 108x%°

Nos exercicios 33 a 38, racionalize o denominador.

4

33. A

3 1
5. 5 xz

3. ——
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2 3
3/ X s/a
37. /—y 38. /—bz

Nos exercicios 39 a 42, converta para a forma expo-
nencial (forma de poténcia).
39. V(a + 2b)? 40. Vx2y?

41. 2xVx2y 42. xyVxy3
Nos exercicios 43 a 46, converta para a forma radical.
a3, q3/Ap1/A 44. x2/3y1/3
45, x5/ 46. (xy)~3¥4

Nos exercicios 47 a 52, escreva usando um radical

simples.
48. VV3x2

47. VV2x
49. VVxy 50. V'Vab

51. 562. VaVa?
Va
Nos exercicios 53 a 60, simplifique as expressdes
exponenciais.
PREMVE
53. —a3'/2— 54. (x2y4)1/2
x72\6
55. (a5/3b3/4)(3a1/3b5/4) 56. m
—8x6? (pgY"”
7. AN
5 ( y*3 ) 58 (27q3p6)1/3
(x%y6)~1/3 (le/z)(3x—2/3)
59. ———=—> 60.
(x6y2)~172 Y23\ Tyl

Nos exercicios 61 a 70, simplifique as expressdes
radicais.

61. V9x 6y? 62. V16y8;72
4/3x8 y? s/ 4xby
63. /= 64. o0

2 2
65. 3/‘;—);. "/% 66. V/9ab - V2742

67.3V48 — 2V108  68.2V175 — 428
69. Vx3 — Viaxy?  70. Vi8x2y + V2y?

Nos exercicios 71 a 78, substitua O por <, = ou >
para tornar a expressdo verdadeira.

71.V2+60V2 + V6
72.V4 +V90OV4+9
73.37)71203

75. V(-2)* 0 -2

77. 22/3 O 33/4

74. (273)302
76. V(-2 0 -2

78. 472/3 ®) 3—3/4

79. O tempo ¢ (em segundos) que uma pedra leva para
cair de uma distincia d (em metros) € aproxi-
madamente ¢t = 0,45 - \/c_i Quanto tempo uma
pedra leva para cair de uma distincia de 200
metros?






Polinomios e
fatoracao

Adicao, subtracéo e
multiplicacdo de polinémios

i TR R Um polinémio em x € qualquer expressdo que pode
u Produtog'niotdveis. .. 0. ser escrita na forma

, atoragéode deSusan- -

. . . : n n—1 .
,dQ p:OtilltOS' notévels ; ax" + a,_x + + ax + a,
_ = Fatoragéo dem;wmos . onde n é um inteiro nfo negativo e a, # 0. Os nimeros a, i, .. .,

' Patoracdo por agrupamento. 41, 4o $30 niimeros reais chamados coeficientes. O grau do

T L : polindémio € 7 e o coeficiente principal € o niimero real a,.

Polindmios com um, dois, trés termos sdo mondémios,

bindmios ¢ trinémios, respectivamente. Um polindmio escrito com as poténcias de x na ordem

decrescente estd na forma padrao.

Para adicionar ou subtrair polindmios, nds adicionamos ou subtraimos fermos semelhantes

usando a propriedade distributiva. Termos dos polindmios que tém a mesma varidvel, cada uma ele-
vada & mesma poténcia, sdo termos semelhantes.

f@ =32 +4x -1+ (P +2x2-5x+3)
b) @x2+3x—4) —2x3+x2—x+2)
SOLUCAO
(a) Agrupamos termos semelhantes e entdo os combinamos, como segue:
(2x3 + x3) + (=3x2 + 2x?) + (4x + (=5x)) + (-1 + 3)
=3x3-x?—x+2
(b) Agrupamos termos semelhantes e entdo os combinamos, como segue:
(0—2x3) + (@x?~x2) + Bx—(—x) + (-4 - 2)
=-2x+3x2+4x-6

Para expandir o produto de dois polindmios, nés usamos a propriedade distributiva, por

emplo:
CXEMPIOT 3y 4 D(4x — 5) =

= 3x(4x — 5) + 2(4x — 5)
= (3x)(4x) — 3x)(5) + (2)(4x) — (2)(5)

= 12x2 — 15x + 8& — 10
— —— —— —
produto dos produto dos produto dos produto dos

primeiros termos  termos externos termos internos  dltimos termos
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Os produtos dos termos externos e internos sio termos semelhantes e podem ser adicionados
€OMO na expressdo a seguir:

(Bx + 2)(4x — 5) = 12x* — 7x — 10

A multiplicago de dois polindmios requer a multiplicag@o de cada termo de um polindmio por
todos os termos do outro. Uma maneira conveniente de desenvolver o produto € organizar os
polindmios na forma-padrdo, um sobre o outro, de modo que os termos iguais fiquem alinhados ver-
ticalmente, como no Exemplo 2.

¢ Bscreva (x2 — 4x + 3)(x2 + 4x + 5) na forma-padrio.
SOLUCAO
x2—4x+3
x?+4x+5

x* —4x3 + 3x2
4x3 — 16x2 + 12x
5x2 —20x + 15
x4+ 0x3 — 82— 8x + 15

i Assim,

(x* —4x +3)(x2 + 4x + 5) = x* — 8x2 — 8x + 15

Produtos notaveis

Alguns produtos sdo teis quando, por exemplo, precisamos fatorar polinémios. Eis uma lista
de alguns produtos notéveis.

Piades

© Faga a expanséo dos produtos:

(@) (3x + 8)(3x — 8) = (3x)2 — §2 (b) (Sy — 4)? = (5y) — 2(5y)(4) + 42
= 0x2 — 64 = 25y2 — 40y + 16

T
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() 2x — 3y)3 = (2x)° — 3(2x)*(3y)
+3(2x)(3y)? — (3y)?
= 8x3 — 36x%y + 54xy? — 27y}

Fatoracédo de polindmios usando produtos notaveis

Quando escrevemos um polinémio como um produto de dois ou mais fatores polinomiais,
estamos fatorando um polinémio. Um polindmio que ndo pode ser fatorado usando coeficientes
inteiros € um polindomio irredutivel.

Um polindmio estd fatorado completamente se estiver escrito como um produto de seus
fatores irredutiveis. Por exemplo,

202+ 7x—4=02x— Dx +4)

P+ x+l=(x+ D2+ 1)
estdo fatorados completamente (pode ser mostrado que x? + 1 € irredutivel). Mas,
B2 =9x=x(x2-9)
ndo estd fatorado completamente porque (x2 — 9) ndo é irredutivel. De fato,

x2=9=(x—3)(x+3)

x3 = 9x = x(x — 3}(x + 3).

Agora o polinémio estd fatorado completamente.
O primeiro passo na fatoragdo de um polinémio € remover e colocar em evidéncia fatores
comuns de seus termos usando a propriedade distributiva, como no Exemplo 4.

(@) 2x3 + 2x2 — 6x = 2x(x2 + x — 3)

{
s (D) udv + uvd = uv(u? +v?)

Reconhecer a forma expandida dos cinco produtos notdveis citados nos ajudard a fatorar uma
expressio algébrica. A forma mais fécil de identificar € a diferenga de dois quadrados.

(a) 25x% — 36 = (5x)> — 62
= (5x + 6)(5x — 6)
(b) 4x% — (y +3)* = (2x)* = (y +3)°
=[2x+ (y + 3)2x — (y + 3)]
=2x+y+3)Q2x—y—3)
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Um trindbmio quadrado perfeito é o quadrado de um bin6émio e tem uma das duas formas
mostradas aqui. O primeiro e o dltimo termo s3o quadrados de u e v e o termo central € duas vezes
o produto de u e v. Os sinais da operagdo antes do termo central e no bindmio s3o os mesmos.

| (M;;) 9x2 + 6x + 1 = (3);)5+02‘E3x)(“1) + 12

= (3x + 1)?
(b) 4x2 — 12xy + 9y% = (2x)* — 2(2x)(3y) + (3y)?
= (2x — 3y)?

Observe agora a soma e a diferenga de dois cubos (mais dois casos de produtos notiveis).
Mesmos sinais Mesmos sinais

N N

W+ v3=(u+ v — uv +1?) w—=v3=(u—v)u?+ u +v?

NS N

Sinais opostos

Sinais opostos

(b) 8x3 +27 = (2x)3 + 33
= (x — 4)(x? + 4x + 16) = 2x + 3)4x*— 6x+9)

(a) x3 — 64 = x3 — 43

scsyesesrrtisieny

Fatoracao de trinémios

Fatorar o trindmio ax? + bx + ¢ como um produto de bindmios com coeficientes inteiros
requer fatorar os inteiros a e c.

Fatores de a
ax?+ bx+ c = (0Ox + O)dx + 0O)

Fatores de ¢
Pelo fato de o nimero de fatores de a e ¢ ser finito, podemos listar todos os possiveis fatores
binomiais, isto €, os possiveis fatores formados pela soma de dois mondmios. Entdo, iniciamos

checando cada possibilidade até encontrarmos um par que funcione (se nenhum par funciona, entio
o trindmio € irredutivel), como no Exemplo 8.

z

i

Fatore x2 + 5x — 14.

SOLUCAO

O tnico par de fatores do coeficiente principal € 1 e 1. Os pares de fatores de 14 sdo 1 e 14, como
também 2 e 7. Eis as quatro possiveis fatora¢des do trindmio:

(x+ D(x—-14) (x — D(x + 14)
x+2)x—-17) x—2)(x+7)
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Ao comparar a soma dos produtos dos termos externos e internos da forma fatorada com o
termo central do trindmio, vemos que o correto &:

2+5x—-14=x-2)x+7)

Com a pritica vocé verd que ndo € necessério listar todos os possiveis fatores binomiais.
Muitas vezes, podemos testar as possibilidades mentalmente.

Fatore 35x%2 — x — 12.

SOLUCAO
- Os pares de fatores do coeficiente principal sdo 1 ¢ 35, como também 5 e 7. Os pares de fatores
de 12 sd0 1 e 12, 2 e 6, como também 3 e 4. As possiveis fatoragoes precisam ser da forma:

(x—*35x+ 7 (x +*(35x—17)
GBx—®(Tx+?) Bx +#)(Tx = ?)
onde * e ? sdo um dos pares de fatores de 12. Como os dois fatores binomiais tém sinais opostos,

existem seis possibilidades para cada uma das quatro formas, um total de 24 possibilidades ao
todo. Se vocé tentar, mental e sistematicamente, deverd encontrar que

35x2—x—12=05x—-3)Tx+ 4)

Para fatorar o trindmio, uma outra opgéo € utilizar o seguinte resultado:
ax®> + bx + ¢ = a(x — x)(x — x)
com x; e x, solugdes da equagdo ax? + bx + ¢ = 0 (veremos a resolugio dessa equagdo posterior-
mente).

Podemos estender a técnica dos Exemplos 8 ¢ 9 para trindmios com duas varidveis como temos
no Exemplo 10.

Fatore 3x> — 7xy + 2y°.

SOLUCAO
A inica maneira de obter —7xy como o termo central é com 3x? — 7xy + 2y* =
Bx — W)x — 7).

Os sinais nos bindmios precisam ser negativos porque o coeficiente de y* € positivo e o coeficiente
do termo central € negativo. Conferindo as duas possibilidades, (3x — y)(x — 2y) e (3x — 2y)(x — v),
temos que

3x2 — Txy + 2y% = (3x — y)(x — 2y)
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Fatoracao por agrupamento

Note que (a + b)(c + d) = ac + ad + bc + bd . Se um polinémio com quatro termos € o pro-
duto de dois binémios, podemos agrupar os termos para fatorar. Para isso, utilizamos a fatoracdo
colocando o termo comum em evidéncia duas vezes.

(@) 3x3 + x2 — 6x — 2 (b) 2ac — 2ad + be — bd
=(@Bx3+x2) — (6x+2) = (2ac — 2ad) + (bc — bd)
=xX3x+1)—-2Bx+1) = 2a(c — d) + b(c — d)
= (3x+ 1)(x2 - 2) =(c — d)(2a + b)

Eis uma lista com algurrdl'as orientacdes para fatorar polindmios.

L3

polinémios

atores comuns.

s formas especiais dos
0S.
s de fatores.

M- quatro termos, tentar

Algumas férmulas importantes de algebra

Poténcias

Se todas as bases sdo diferentes de zero: V= (V) V= [|ZI ’:zrfjlilrpar

O p—— ur _ ynn ulln = N/y umnn = (ylinym = (/3 )m

Pt ;‘in _ u_ln wnin = (ymylin = /g

(uv)ym = ymym (wmn = ymn Produtos notaveis e fatoracdo de
polinémios

(Z)mzim”i (w4 v)(u—v)=u?—?

Y ’ ( +v)?=u? + 2uv + 12

Radicais e expoentes racionais (w—v)2=u? = 2uy +12

Se todas as raizes sdo ntiimeros reais: (4 V)3 = 13 + 3y + 3w + 17

NV = Vu Xy \"/§=\;E(V¢O) (u—vP3=ud—3uv + 3w —3

N (\n/;)nz;) (+v)@?—w +v?) =3 +13
(u—=v) @+ u +1v%) = ud -3
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Nos exercicios 1 a 4, escreva o polindmio na forma-
padrdo e verifique seu grau.

1.2x — 1 + 3x2 2. x2-2x—2x3+1
3.1—-4x7 4, x2—x*+x-3

Nos exercicios 5 a 8, verifique se a expressdo € um
polinémio.
2x—4
tox
8.1—3x+x*

5. x3 — 2x% + x7! 6
7. (x2+x+ 1)

Nos exercicios 9 a 18, simplifique a expressdo.

Escreva sua resposta na forma-padrio.
9.(x2—3x+7)+(3x2+5x;3)

10. (-3x2 = 5) — (32 + Tx + 12)

11. (4x3 — x2 + 3x) — (x3 + 12x — 3)

12, —(y2+2y = 3) + (52 + 3y + 4)

13. 2x(x2 — x + 3) 14. y22y* + 3y — 4)

15. —3u(du — 1) 16. —4v(2 — 3v3)

17. (2 —x = 3x)(5x) 18. (1 — x% + x*)(2x)

Nos exercicios 19 a 40, faga a expansdo do produto.

Use alinhamento vertical nos exercicios 33 e 34.
19. (x — 2}{(x + 5) 20. 2x +3)dx+ 1)

21. 3x — 5}(x + 2) 22. 2x — 3)2x + 3)

23. (3x — y)Gx + y) 24. (3 — 5x)?
25. (3x + 4y)? 26. (x — 1)}
27. Qu —v)} 28. (u + 3v)?
29. (2x3 = 3y)2x* + 3y)  30. (5x% — 1)?

31. (X2 —2x+3)(x+4)

32, (x2+3x—2)(x—3)

3. (2 +x—3)(xr+x+ 1)
34, 2x2 - 3x+ (x2-x+2)
35. (x — V2)(x + V2)

36. (x'2 — y!/H)(x12 + y1/2)
37. (Vu + Vv)(Vu — V)
38. (x2 — V3)(x2 + V3)

39. (x —2(x* +2x + 4)
40. (x + D(x2—x+1)
Nos exercicios 41 a 44, fatore colocando o fator
comum em evidéncia.
41. 5x — 15

43. yz? — 3yz2 + 2yz

42.5x3 — 20x

44.2x(x + 3) — 5(x + 3)
Nos exercicios 45 a 48, fatore as diferencas de dois
quadrados.
45. 72 — 49
47. 64 — 25y*

46.9y2 — 16

48.16 — (x + 2)?

Nos exercicios 49 a 52, fatore o trindmio quadrado
perfeito.

49.y2 + 8y + 16
51.4z2 —4z + 1

50.36y2 + 12y + 1
52.9z2 — 24z + 16

Nos exercicios 53 a 58, fatore a soma ou a diferenga
de dois cubos.

53.y° — 8 54.73 + 64
55. 27y’ — 8 56.647° + 27
57.1 — x? 58.27 — y°

Nos exercicios 59 a 68, fatore o trindmio.

59, x2+9x + 14 60.y2 — 11y + 30
61.72—5z—24 62.6t2 + 5t + 1

63. 14u> — 33u— 5 64.10v2 + 23v + 12
65. 12x2 + 11x — 15 66.2x2 — 3xy + y?

67. 6x2 + 11xy — 10y? 68.15x% + 29xy — 14y?

Nos exercicios 69 a 74, fatore por agrupamento.
69. x3 — 4x? + 5x — 20

70.2x3 - 3x2 +2x— 3

71.x6 —3x*+ x2 -3

72.x% + 2x* + x2 + 2

73. 2ac + 6ad — bc — 3bd

74. 3uw + 12uz — 2vw — 8vz

Nos exercicios 75 a 90, fatore completamente.
75.x3 + x 76.4y3 — 20y? + 25y
77. 18y% + 48y2 + 32y 78.2x3 — 16x% + 14x
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79. 16y — y3 80. 3x* + 24x

81. 5y + 3y? — 23 82. 7 — 87*

83.2(5x + 1)2 — 18 84.5(2x — 32— 20
85. 12x2 + 22x — 20 86.3x2 + 13xy — 10y?
87. 2ac — 2bd + 4ad — bc

88. 6ac — 2bd + 4bc — 3ad

89.x —3x2—4x+ 12

90. x* — 4x3 — x2 + 4x

91. Mostre que 0 agrupamento

(2ac + bc) — (2ad + bd)

leva 2 mesma fatoragfio como no Exemplo 11b.

Explique por que a terceira possibilidade,
(2ac — bd) + (—2ad + bc)

ndo leva a uma fatoragdo.



Expressoes e P A
fracionarias

Dominio de uma expressao
algébrica

Um quociente de duas expressdes algébricas, além de ser
outra expressio algébrica, € uma expressao fracionaria ou
simplesmente uma fragdio. Se o quociente pode ser escrito
como a razdo de dois polinémios, entdo a expressdo fra-
ciondria € uma expressao racional. A seguir temos um exem-
plo de cada uma dessas expressdes:

-5k +2 2% -4
Vat+ 1 5x°—x—3

Vemos que o primeiro exemplo € uma expresséo fraciondria, mas nio € uma expressdo racional.
O segundo € tanto uma expressdo fraciondria como racional.

Diferentemente dos polindmios que sdo definidos para todos os niimeros reais, algumas
expressdes algébricas ndo sdo definidas para alguns nimeros reais. O conjunto dos niimeros reais
para os quais uma expressdo algébrica € definida é o dominio da expressao algébrica.

(a)3x2—x +5 (b) Vx — 1 (c)

x—2

' SOLUCAO

- (a) O dominio de 3x? — x + 5, como de qualquer polindmio, € o conjunto de todos os niimeros
reais.

(b) Como a raiz quadrada estd definida para ndmeros reais ndo-negativos, entdo devemos ter
x —1=0,isto é, x = 1. Em notag¢do de intervalo, o dominio é [1, + oo[.

(c) Como nio existe divisdo por zero, entdo devemos ter x — 2 # 0, isto €, x # 2. O dominio é
todo o conjunto dos nimeros reais, com excecéo do 2.

Simplificacdo de expressoes racionais

Sejam u, v e z ndmeros reais, varidveis ou expressdes algébricas. Podemos escrever expressdes
racionais na forma mais simples usando

uz u

vz 1%

contanto que z seja diferente de zero. Isto requer uma fatoragdo do numerador e denominador em
fatores primos. Quando todos os fatores comuns do numerador e denominador forem removidos, a
expressdo racional (ou nimero racional) estd na forma reduzida.
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: X 3x . . ..
¢ Escreva — g ha forma reduzida. Verifique o dominio

_ SOLUCAO

x2—3x_ _xx—-3)

x2=9 (x +3)x — 3)

X
= , XF3ex+ -3
x+3
Vemos que x ndo pode ser — 3, mas incluimos a condicdo x # 3 porque 3 n&o estd no dominio da
expressdo racional original. Dessa forma, ndo deve estar também no dominio da expressdo racional
¢ final, que € o conjunto dos niimeros reais, exceto 3 e — 3.

Duas expressoes racionais sdo equivalentes se elas t€m o mesmo dominio e os mesmos valo-
res para todos os mimeros no dominio. A forma reduzida de uma expressdo racional precisa ter o
mesmo dominio que a expressdo racional original. Esta € a razdo que nos levou a adicionar a
restrigdo x # 3 para a forma reduzida no Exemplo 2.

Operacoes com expressoes racionais

~ ~ s .. U Z
Duas fragoes sao 1guais, — = — se, € somente se, uw = vz.
v w

(2x% + 11x — 21) (x> —8)

(a) (F + 262 + 4x) (2% + 5x — 14)

_ @ -)aHT Tl BT 20 -3

= , x#2, x#-7, x#0

(e FE) (T x
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*+1) . x-x+1)
(FP-x—-2) (FF-4x+4)

(b)

D -+ )
W mx -2 -x+ 1)

_ MMX -2

=x—2, x*+ =1, x#2

X + 3 _x(x=5+33x—-2)
3x—2 x—5 Bx—2)(x—9)

_x2-5x+9%—6

T Bx—2(x—5)

_ x*+4x—6

C (Bx—2)(x=5)
; : Se os denominadores das fragbes t€m fatores comuns,
| OBSERVE UM EXEMPLO . entdo podemos encontrar 0 minimo multiplo comum desses
Vale observar que a expresséo poliménios. O minimo multiplo comum € o produto de
{ x* 4+ 4x — 6 é um polinémio . todos os fatores primos nos denominadores, onde cada fator
- primo; néo é possivel fatora-lo. ‘1 estd elevado & maior poténcia encontrada em qualquer um

dos denominadores.

Escreva a seguinte expressdo como uma fragao na forma reduzida

SOLUCAO

Os denominadores fatorados sdo x(x — 2), x e (x — 2)(x + 2), respectivamente. O menor deno-
minador comum € x (x — 2)(x + 2).

2 1 3
x2—2x+;_x2—4
-2 3
x(x—2) x (x—=2)x+2)
2(x + 2) N (x — 2)(x +2) 3x

= x(x—=2)(x+2)  x(x—2)(x+2) B x(x —2D(x +2)

2+ 2) + (x —2)x +2) — 3x
x(x —2)(x +2)
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_2x+4+x?—4-3
x(x —2)(x +2)
2

_ X% —x

T ox(x ~2)(x +2)
x(x — 1)

x(x = 2)(x +2)
x—1

_-— #+ —
G- +2) x#0, x 2ex ¥+ 2

Expressoes racionais compostas

As vezes uma expressdo algébrica complicada precisa ser transformada anteriormente para
uma forma mais fdcil de ser trabathada. Uma fra¢io composta (is vezes chamada fracio com-
plexa), na qual os numeradores e denominadores podem eles mesmos conter fragdes, € tal como no
exemplo a seguir. Uma maneira de simplificar uma fragdo composta é escrever numerador e
denominador como fragdes simples e, entdo, inverter e multiplicar. Se a fragdo toma a forma de uma
expressdo racional, entdo escrevemos a expressdo na forma reduzida ou na forma mais simples.

31 3x+2)—7
__x+2 . x+2

x =3 x—3
3x—1
x+2
x—4
x—3
_ Bx = Dx—3)
x+2)(x—4)"

xF3, xF+F—-2exF4

Uma segunda maneira de simplificar uma fragdo composta é multiplicar o numerador e o
denominador pelo minimo muiltiplo comum de todas as fragdes existentes na expressio, como
ilustrado no Exemplo 7.

shsiia

11
s
1_1
a b

SOLUCAO

O menor denominador comum das quatro fragdes no numerador e denominador é a252.
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b2 — a2
" ab® — a?
_(b+ab-a
ab(b — a)
b+a
= . #*b
ab “
EXERcic10S
Nos exercicios 1 a 8, reescreva como uma Unica
fragdo.
5,10 17 9
L 9 + 9 2 32 32
20 9 33 20
TR 4557
2.4 9. 15
5 3°5 6. 410
1 4 5 1 6 4
714+15 21 8'6+35 15

Nos exercicios 9 a 18, encontre o dominio da expressdo
algébrica. Os exercicios 15 e 16 trazem restrigdo da
expressdo racional original.

9.5x2-3x—-7 10. 2x — 5
2
11. Vx — 4 12. —
Vx+3
2x + 1 x:—2
13. x% 4+ 3x 14. x2—4
15— x#2 16. 2L %0
x—1 x—2
17. x2 + x~! 18. x(x + 1)72

Nos exercicios 19 a 26, encontre o numerador ou o
denominador que estd faltando, de modo que as duas
expressdes racionais sejam equivalentes.

2 ? 5 15y
19. = = —— L= =2
93x 123 20 2y ?

x—4  x*—4x x _ 7
21. x 2 22'x+2_xz—4

?
23x+3_ !

"x—2 x2+2x—8

x—4 x2—x—-12

45 7
x¥*-3x_ x-3

28. 7 2+
? 2+ —

26. =X Fx-6

x*=9 x—3

Nos exercicios 27 a 32, considere a fragio original e sua
forma reduzida do exemplo especificado. Explique por
que a restricdo dada ¢ necessdria na forma reduzida.

27. Exemplo 3a, x # 2, x # —7.
28. Exemplo 3b, x # —1, x # 2.
29. Exemplo 4, nenhum.

30. Exemplo 5, x # 0.

31. Exemplo 6, x # 3.

32. Exemplo 7, a # b.

Nos exercicios 33 a 44, escreva a expressdo na forma
reduzida.

33, 187 34.ly42

15x 9y2
35. x? -)53 2x 36. 31»); -:-162y

2 _ 2
37. 29 = :22 38. 502 + i"flg
39. —'——yyzz__3yy__3& a0, L2y erj y_zé;:; 2
a1 2Z28_z+_3 ;Zl_ - 42. 273 -:36_2.22-; 18z
@RS w
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Nos exercicios 45 a 62, simplifique.

45

47.

49.

50.

51.

52.

53.

55.

57.

59.

3 x2—1 x+3 14
"x-1 9 % T ve
x+3 1 —x 18x2 — 3x  12y?

L By 48. .
x—1 x*—9 3xy 6x — 1
-1 4x

2x*  xT+x+1
Y +2y2+4y yI—4

y3 +2y? y -8
2y2 +9y—5 y -5

=25 2r-y

y2+8y+ 16 3y?+2y

3 —y—2 " y+4
1.1 4x 8y
2x 4 54. y ox
x2—3x;_2£y_ 56 Tx =Ty . 14x — 14y
14y 3y2 T4y 3y
2x2%y x2 —y?
G =3 ss. _ 29
8xy Ty —x2
x—3 4x%y
2x + 1 3 3 x+1
- . +
x+5 x+5 60 x—2 x—-2

3 1 6
61'x2+3x x x—9
5 2 4
. - +
62 X*+x—-6 x—-2 x-4

Nos exercicios 63 a 70, simplifique a fracdo composta.

-3 L
¥ a2 2y
- 1
5y 1353 ,_ 13
65 x—4 66 X+
R IE T2
R’} x—3
1 1 x+h x
67 (x+h? X2 68 x+h+2 x+2
i ; ) :
1
b =%
69. T— 0.5
a b a b

Nos exercicios 71 a 74, escreva com expoentes posi-
tivos e simplifique.
+ )1
2 XN
(x =)
74.(x7 '+ y )7t

71. (—1— + l)()c +y7 7
Xy

73. x4+ y7!




~ Definicédo e propriedades
s de aprendizagem

Uma equacio € uma afirmativa de igualdade entre duas
expressdes. Eis algumas propriedades de igualdade que
usamos para resolver equacdes algebricamente.

Resolucao de equacoes

Uma solucio de uma equacio em x ¢ um valor de x para o qual a equacio € verdadeira.
Resolver uma equac¢io em x significa encontrar todos os valores de x para os quais a equagdo €
verdadeira, isto €, encontrar todas as solugdes da equagéo.

| Prove que x = —2 € uma solugdo da equagio x> — x + 6 = 0.
SOLUCAO
(2P —-(-2)+620
—-8+2+620
0=0

Equacoes lineares com uma variavel

A equagdo mais bdsica na dlgebra € uma equagdo linear.
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DEFINICAO Eguacdo linear em x

Uma equacdo linear em x € aquela que pode ser escrita na forma
ax+b=0

onde a e b sio nimeros reais com a # 0.

A equacio 2z — 4 = 0 € linear na varidvel z. A equagdo 3u? — 12 = 0 ndo € linear na varidvel
u. Uma equagdo linear em uma varidvel tem, exatamente, uma solucdo. Nés resolvemos uma
equagio desse tipo transformando-a numa equagdo equivalente cuja solugdo € 6bvia. Duas ou mais
equagdes sdo equivalentes se elas t8m as mesmas solugdes. Por exemplo, as equagdes 2z — 4 = 0,
27 = 4 ¢ 7 = 2 siio todas equivalentes. Aqui temos operagdes que produzem equagdes equivalentes.

Os préximos dois exemplos ilustram como usar equagdes equivalentes para resolver equagdes
lineares.

= B
! Resolva2(2x — 3) + 3(x + 1) = 5x + 2. E possivel conferir o resultado com uma calculadora.

SOLUCAO
22x =3 +3(x+1)=5x+2
4x —6+3x+3=5x+2
Tx—3=5x+2
2x =15
x=2,5

Para conferir o nosso desenvolvimento algébrico, podemos usar uma calculadora para substituir x
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Se uma equagdo envolve fragdes, encontramos o minimo miiltiplo comum dos denominadores
das fragdes e multiplicamos ambos os lados por esse valor encontrado. O Exemplo 3 ilustra isso.

S5y —2

: Resolva =2+ %

8

SOLUCAO

Os denominadores sdo 8, 1 e 4. O minimo multiplo comum € 8.

S5y —2 y
[ +._
8 2 4
S5y —2 y
—_— | = +_
8( g ) 8(2 4
S5y —2 _ y
8-——8 =8.2+8 .
S5y —2=16 + 2y
Sy=18 + 2y
3y =18
y=6

Agora vocé pode conferir o resultado usando l4pis e papel ou uma calculadora.

Solucdo de equacdes por meio de graficos

O gréfico da equag@o y = 2x — 5 pode ser usado para resolver a equagdo 2x — 5 = 0 (em x).
Podemos mostrar que x = 5/2 é a solugfio de 2x — 5 = 0. Portanto, o par ordenado (5/2, 0) € a
solucdo de y = 2x — 5. A Figura 5.1 confirma isso, pois sugere que o ponto por onde a reta inter-
cepta o €ixo x seja o par ordenado (5/2, 0).

x=2,5/ [Y=0

[—4,7; 4,7] por [—10, 5]

Figura 5.1 Graficode y = 2x — 5.
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Uma maneira de resolver uma equagio graficamente € encontrar os valores de x por onde a reta
intercepta o eixo horizontal x. Esses valores de x podem ser chamados de raizes. Existem muitas
técnicas gréficas que podem ser usadas para encontrar €sses valores.

© Resolva a equagfio 2x* — 3x — 2 = 0 gréfica e algebricamente.

| SOLUCAO
Solugéo grafica Encontrar os valores por onde 0 grifico de y = 2x2 — 3x — 2 intercepta o €ixo
. x (Figura 5.2). Usamos o gréfico para ver que (—0,5; 0) e (2, 0) sdo pontos do grafico que estio

10 eixo x. Assim, as solugdes desta equagdo sdo x = —0,5 e x = 2. Respostas obtidas graficamente
sdo realmente aproximagdes, embora em geral elas sejam aproximagcdes muito boas.

X=-0,5 [Y=0

[—4.7;4,7] por [—5, 5]

. Figura 5.2 O graficode y = 2x2 — 3x — 2 (Exemplo 4).

Solucéo algébrica Neste caso, podemos fatorar para encontrar valores exatos.
22 —3x—-2=0

x+DHx—2)=0

Podemos concluir que
2x+1=0 ou x—2=0

- ou seja,
x=—-12 ou x=2

-~ Assim, x = —1/2 ¢ x = 2 so as solugdes exatas da equacao original.

O procedimento dado pela solugdo algébrica usada no Exemplo 4 ¢ um caso especial da
seguinte propriedade importante.

Solucédo de equagdes quadraticas
Equagdes lineares (ax + b = 0) e equagdes quadrdticas sio dois membros da familia de

equagdes polinomiais.
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DEFINICAO Equacio quadratica em x

Uma equacao quadratica em x € aquela que pode ser escrita na forma
ax?+bx+c=0

onde a, b e ¢ sdo nimeros reais com a # 0.

Revisamos uma das técnicas algébricas bdsicas para resolver equagées quadraticas. Uma téc-
nica algébrica que ja foi usada no Exemplo 1 € a fatoracdo.

EquagBes quadraticas da forma (ax + b)?> = ¢ sdo féceis de resolver, como ilustraremos no
Exemplo 5.

Resolva (2x — 1)? = 9 algebricamente.

SOLUCAO

2x—1)?=9
2x—1==%3
2x=4 ou 2x=-2

x=2 ou x=-—1

A técnica do Exemplo 5 € mais geral do

que pensamos, pois toda equa¢do quadritica  yTILIZAMOS O SEGUINTE RESULTADO
pode ser escrita na forma (x + b)? = ¢. O pro-

. . ( : 2 = ot = =—
cedimento que precisamos executar € o de com- ~ Se ° =k > 0, entéo ¢ Vkour = - Vk.
pletar o quadrado. ‘

por meio:do procedimento de completar o quadrado, adicionamos
‘da equagfio e fatoramos o lado esquerdo da nova equagéo.

Para resolver a equag@o quadrdtica completando o quadrado, nés simplesmente dividimos
ambos os lados pelo coeficiente de x? e completamos o quadrado, como ilustrado no Exemplo 6.

Resolva 4x? — 20x + 17 = 0 pelo procedimento de completar o quadrado.

SOLUCAO
4x2 —20x+17=0
02— se Lo
4 17
x2—5x=—

4
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- Completando o quadrado na equagéo:

x=%+ 253,910uxE%—\/§’=*1,09

O procedimento do Exemplo 6 pode ser aplicado para a equacfo quadratica geral ax? + bx +
¢ = 0 para construir a férmula a seguir.

- Resolva a equagiio 3x? — 6x = 5.

SOLUGAO
i Em primeiro lugar, subtraimos 5 em ambos os lados da equagéo para colocar na forma ax? + bx +
¢ =0:3x*— 6x — 5= 0. Podemos observar que a = 3, b = —6e ¢ = —5.

—b+= Vb2~ 4qc

2a
= —(26) ¥ V(=6 — 43)(=5)

2(3) \
x=6t\/%

6 [—5, 5] por [—10, 10]

6 + Vo6
S

X =

FTTT[ I T TITTT

6 — Vo6 Figura 5.3 O grafico de
=— =

=263 ou -0, y = 3x2 — 6x — 5.

- O griéfico de y = 3x2 — 6x — 5 na Figura 5.3 mostra que os valores por onde passa no eixo x
sdo aproximadamente —0,63 e 2,63.
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Solugdes aproximadas das equacdes por meio de grafico

A solugio da equagio x> — x — 1 = 0 € o valor de x que faz o valor de y = x> — x — 1 igual
a zero. O Exemplo 8 ilustra a construgdo de grifico em calculadora adequada para encontrar tais
valores de x.

Resolva a equagio x> — x — 1 = 0 graficamente.
SOLUCAOQ
A Figura 5.4 sugere que x = 1,324718 € a solugfo que procuramos.

Zero A
X=1,324718 |Y=0

[—4,7; 4,7] por [—3,1; 3,1]

Figura 5.4 O graficode y=x* —x — 1

Quando resolvemos equagdes graficamente, usamos solugdes aproximadas e ndo solugdes
exatas. Usaremos o seguinte critério sobre aproximacéo.

Com esse critério sobre aproximacdes, poderiamos, entdo, concluir a solucio encontrada no
Exemplo 8 como aproximadamente 1,32.
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As vezes, podemos reescrever uma equacdo e resolvé-la graficamente por meio da identifi-
cagdo dos pontos de intersecgdo de dois graficos. Um ponto (g, b) € um ponto da interseccdo se
ele pertence, por exemplo, aos dois grificos envolvidos.

Tlustraremos esse procedimento com a equagdo do valor absoluto no Exemplo 9.

Resolva a equagdo |2x — 1] = 6.

{ SOLUCAO

A Figura 5.5 sugere que o grifico de y = |2x — 1| em forma de “V” intersecciona duas vezes o
- gréfico da linha horizontal y = 6. Os dois pontos da interseccio tém as coordenadas (—2.5; 6) e
(3,5; 6). Isso significa que a equagio original tem duas solugdes: —2,5 e 3,5.

Podemos usar a dlgebra para encontrar as solu¢des exatas. Os niimeros reais que tém valor abso-
" luto igual a 6 s30 —6 € 6. Assim, se |2x — 1| = 6, entdo

2x—1=6 ou 2x—1=-6

x=—=35 ou x=-——=-25

Interseccao -
X==2,5 -Y=6

[—4,7;4,7] por [—5, 10]

Figura 5.5 Os graficosdey =|2x— 1 [ ey=6

REvViSA0 RAPIDA

Nos exercicios 1 e 2, simplifique a expressdo combinando termos equivalentes.
L 2x+5x+7+y—3x+4y+2

2.4+ 2x—3z+5y—x+2y—z-2

Nos exercicios 3 e 4, use a propriedade distributiva para expandir os produtos. Simplifique a expressio resul-
tante combinando termos semelhantes.

B32x—y)+4y—x)+x+y 4. 52x+y—-1)+4(y—3x+2)+1

Nos exercicios 5 a 10, reduza as fragdes ao mesmo denominador para operar com as fragdes. Simplifique a fragio
resultante.

5. 243 6. L+ 3 7.2+ 4 g. Lyl
y oy y=1 y—-2 x x oy
x+ 4 3x — 1 x x

. Rl

9 5 + 5 10 E
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Nos exercicios 11 a 14, faca a expansido do produto.

11. (3x — 4)2 12. 2x + 3)2

13. 2x + D(Bx —5) 14. 3y — DSy + 4)

Nos exercicios 15 a 18, fatore completamente.

15. 25x2 — 20x + 4 16. 15x3 — 22x2 + 8x

17.3x3 +x2—15x - 5 18. y* — 13y2 + 36

Nos exercicios 19 e 20, opere com as fra¢des e reduza a fragéo resultante para termos de expoentes mais baixos.

X 2 x+ 1 3x + 11

19. - . —

92x+1 x+3 20 x2-5x+6 x>X—x—6

EXERCICIOS

Nos exercicios 1 a 4, encontre quais valores de x sio  Nos exercicios 25 a 28, resolva a equacéo. Vocé pode

solugdes da equagdo. conferir sua resposta com uma calculadora que tenha

recurso gréfico.

1. 2x2+5x=3 e —3 Ao =5
@re—3 et (@e=l 257 +5=3r  26.2x—4=—
DA T Ty gp IS _1=2 1 ot—1 13 1

2. 3 + 53 T8 2 3 T3 4 2

29. Explique como a segunda equagdo foi obtida da
(ax=-1 (b)x=10 e)x=1 primeira.
V1 - 52 =

3. VI—x*+2=3 x—3=2x+3, 2x-6=4x+6
(@x=-2 (b)x=0 (€) x=2 30. Explique como a segunda equagdo foi obtida da

4. (x—-2B =2 primeira.

2x = 1=2x—4, x—l=x—2
(@x=-6 (b)x=38 (€)x=10 2

31. Determine se as duas equagdes sdo equivalentes.

Nos exercicios 5 a 10, determine se a equagdo € linear
(@)3x=6x+9, x=2x+9

em x.
(b)6x+2=4x+10, 3x+1=2x+5
5. 5—3x=0 6. 5 =102 . .
32. Determine se as duas equagOes sdo equivalentes.
7.x+3=x—5 8. x—3=x?
1 (@)3x+2=5x—-7 —-2x+2=-17
9. 2Vx +5=10 10. x+— =1
X b)2x+5=x-7 2x=x—7
Nos exercicios 11 a 24, resolva a equagdo. 33. Muiltipla escolha Qual das seguintes equagdes
11, 3x = 24 12, 4y = —16 ¢ equivalente a equacdo 3x + 5 = 2x + 1?
(a) 3x = 2x (b)3x=2x+4
13.3t-4=38 14. 2t —9=3 3 5
c)=x+==x+1 (d)3x + 6 = 2x
16.2x —3=4x—5 16. 4 —2x=3x—6 272
(e)3x=2x—4
17.4 — 3y = 2(y + 4) 18. 4(y — 2) =5y .
1 7 3 4 34. Multipla escolha Em qual das seguintes alter-
19. ? = ? 20. ?x = ? nativas temos a solugdo da equagdo x(x + 1) = 0?
21'Ex+§=1 22.—§x+z=1 (@x=0oux=—1 b)x=0o0ux=1
23.23—47) —5Qz+3)=z—-17 (c) somente x = —1 (d) somente x = 0

24.3(5z —3)—4Q2z+1)=5z—-2 (e) somente x = 1
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35. Multipla escolha Em qual das seguintes alter-
nativas temos uma equagio equivalente a equagio
2 1 _x 1

+ =
3 2 4 3
€ que esteja sem fracGes?
(a)2x+1=x—-1

@4r+3=2x -2

(b)8x+6=3x—4
(d)4x+3=3x—4

(e)dx+6=3x—4
36. Perimetro de um retangulo A férmula para
o perimetro P de um retingulo &
P=2(b+h)
onde b € a medida da base e h, a medida da
altura.
Resolva essa equacdo isolando A.

37. Area de um trapézio A férmula para a drea
A de um trapézio é

1
A= Eh(b1 + b,)

onde b; e b, sdo medidas das bases e £ ¢ a medida
da altura.

Resolva essa equagdo isolando b,.

38. Volume de uma esfera A férmula para o
volume V de uma esfera €
4

V =—mr
3

3

. onde r € o raio.
Resolva essa equagéo isolando r.

39. Celsius e Fahrenheit A f6rmula para tem-
peratura Celsius (C) em termos de temperatura
Fahrenheit (F) é

5
C=§(F—32)

Resolva essa equagdo isolando F.

Nos exercicios 40 a 45, resolva a equagio grafica-
mente encontrando os valores que interceptam o eixo
horizontal x.

40. x2 —x—20=0
42. 4x2—8x+3 =0 43.x2 — 8x = —15
44. x3x—7) =6 45. x(3x + 11) =20

Nos exercicios 46 a 51, resolva a equagio extraindo
as raizes quadradas.

46. 4x? =25

41.2x2+5x -3 =0

47.2(x - 52 =17

48.3(x + 4)2 =8
50. 2y2 — 8 = 6 — 2y?

49.4(u+1)2 =18
51. (2x + 3)2 = 169

Nos exercicios 52 a 57, resolva a equagdo comple-
tando o quadrado.

52. x2+ 6x =17 53. x2+5x—-9=0

54.x2—7x+%=0 55. 4 — 6x = x?

56. 2x” — Tx+ 9 = (x — 3)(x + 1) + 3x
57.3x> —6x—T=x2+3x—x(x+ 1) + 3

Nos ‘exercicios 58 a 63, resolva a equacio usando a
férmula de Bhaskara.
58. x2+8x—2=0
60. 3x + 4 = x?

62. x(x +5) =12
63.x2 - 2x+6=2x2—6x— 26

59.2x2—3x+1=0
61. x2— 5 =V3x

Nos exercicios 64 a 67, estime os valores por onde os
grificos interceptam os €ixos x e y:

64.
_—t

[—5, 5] por [—5, 5]

-

AL

[=3, 6] por [—3, 8]

[

[=5, 5] por [—5, 5]

1 I i f

\!

[—3, 3] por [—3, 3]

T T

T T
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Nos exercicios 68 a 73, resolva a equagfo grafica-
mente encontrando intersec¢des. Confirme sua res-
posta algebricamente.

68.t— 8| =2 69.|x+1|=4

70.12x+ 5| =7 71.13 — 5x| =4
72.|2x — 3| = x? 73. |x+ 1| =2x—-3

74. Interpretando graficos Os grificos a seguir
podem ser usados para resolver a equacdo
3Vx + 4 = x? — 1 graficamente.

__{
AR e

[—5, 5] por [—10, 10]
(2)

L\
/

T

P

{—35, 5} por [—10, 10]
(b)
(a) O grifico em (a) ilustra 0 método da inter-

secgdo. Identifique as duas equagdes que
estdo representadas.

(b) O grifico em (b) ilustra 0 método de analisar
onde o gréfico intercepta o eixo horizontal x.

(c) Como estdo os pontos de intersec¢éio em (a)
relacionados com os valores por onde o gra-
fico intercepta o eixo horizontal x em (b)?

Nos exercicios 75 a 84, use o método que vocé
escolher para resolver a equagdo.

75.x2+x—-2=0
76.x2—=3x=12 - 3(x — 2)
77. 2x— 1| =5
78.x+2-2Vx+3 =0
79. x3+4x2-3x~2=0
80.x* —4x+2=0

81. [x2+4x—1|=7

82. |x + 5} =|x — 3|
83.10,5x+ 3| =x2—4
84. Vx+7=-x2+5
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85. Discriminante de uma expressao quadra-
tica O radicando % — 4ac na férmula quadratica
é chamado de discriminante do polindmio qua-
drético ax? + bx + ¢, porque ele pode ser utiliza-
do para descrever a origem dos zeros (ou raizes).
(a) Se b2 — 4ac > 0, o que vocé pode dizer

sobre os zeros (raizes) do polindmio quadra-
tico ax? + bx + ¢? Explique sua resposta.

{b) Se b2 —4ac = 0, o que vocé pode dizer

sobre os zeros (raizes) do polinémio quadra-
tico ax? + bx + ¢? Explique sua resposta.

(c) Se b — dac < 0, o que vocé pode dizer

- sobre os zeros (raizes) do polindmio quadra-
tico ax? + bx + ¢? Explique sua resposta.

86. Discriminante de uma expressdao qua-
dratica Use a informacdo que vocé aprendeu
no exercicio anterior para criar um polindmio
quadritico com os seguintes niimeros de zeros
(ou raizes). Justifique sua resposta graficamente.

(a) Dois zeros (ou duas raizes) reais.
(b) Exatamente um zero (ou uma raiz) real.
(c) Nenhum zero (ou raiz) real.

87. Tamanho de um campo de futebol (as medi-
das estdo em jardas (yd), sendo que 1 m equivale
a 1,0936 yd) Vérios jogos da Copa do Mundo de
1994 ocorreram no estddio da Universidade
de Stanford na Califérnia. O campo estd 30 yd
mais longo do que € sua largura e a drea do campo
é de 8800 yd? Quais sio as dimensdes deste
campo de futebol?

88. Comprimento de uma escada (a medida
estd em pés (ft), sendo que 1 m equivale a 3,2808
ft) John sabe por experiéncia que sua escada de
18 ft fica estdvel quando a distancia do chdo até
o topo dela € de 5 ft a mais que a distdncia da
construgéo até a base da escada (como vemos na
figura). Nesta posi¢do, qual a altura que a esca-
da alcanga na construgio?
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89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.

Pré-calculo

Dimensées de uma janela (a medida esta
em pés (ft), sendo que 1 m equivale a 3,2808 ft)
Essa janela tem a forma de um quadrado com
um semicirculo sobre ele. Encontre as dimen-
sGes da janela se a drea total do quadrado e do
semicfrculo é dada por 200 fi%.

4

|

X

|

Verdadeiro ou falso Se o grifico de y =
ax? + bx + c intercepta o eixo horizontal x em
2, entdio 2 € a solugdo da equagdo ax? + bx +
¢ = 0. Justifique a sua resposta.

—_—x

Verdadeiro ou falso Se 2x? = 18, entdo x
precisa ser igual a 3. Justifique a sua resposta.

Multipla escolha Qual das seguintes alter-
nativas € a solugdo da equagdo x(x — 3) = 0?
(a) Somente x = 3. .

(b) Somente x = —3.

(c) x=0ex=-3.

(d) x=0ex=23.

(e) Nio existem solucdes.

Multipla escolha Qual dos seguintes substi-
tutos para ? faz x*> — 5x + ? ser um quadrado

perfeito?
5 52
(a) ) (b) <—E)
2
(0) (—5)? (@ (—%)
(e) —6

Multipla escolha Qual das seguintes alter-
nativas sio as solugbes da equagdo 2x> — 3x —

1=0?
*+* V17

@ 2+ V7 ) 2=

3+xV17 -3+xV17
(c) —F— d) ——

2 4

3+1
(e) 7
Multipla escolha Qual das seguintes alterna-
tivas sdo as solugles da equagio |x - 1\ = —-3?

(a) Somente x = 4 (b) Somente x = —2

dx=4ex= -2

(e) Nao existem solugdes.

{c) Somente x = 2

96. Deducdo da formula quadratica ou de
Bhaskara Siga esses passos de completar o
quadrado para resolver ax? + bx + ¢ = 0,a # 0.

(a) Subtraia ¢ de ambos os lados da equagédo

original e divida ambos os lados da equagio
resultante por a para obter

b c
24 —x=—=
a a

(b) Adicione o quadrado da metade do coefi-
ciente de x em (a) em ambos os lados e sim-
plifique para obter

b 2

+__
(x 2a

(c) Extraia raizes quadradas em (b) e isole x para
obter a férmula

—b+ Vb2 —dac
x=
2a

97. Considere a equagdo x> — 4] = c.

b? — dac
4q?

(a) Encontre o valor de ¢ para o qual esta equa-
¢do tenha quatro solugdes. (Existem vdrios
valores com essas condigdes.)

(b) Encontre o valor de ¢ para o qual esta equa-
¢do tenha trés solucdes. (Existe somente um
valor com essas condigdes.)

(c) Encontre o valor de ¢ para o qual esta equa-
¢do tenha duas solugdes. (Existem vdrios
valores com essas condigdes.)

(d) Encontre o valor de ¢ para o qual esta equa-
¢do ndo tenha solugdes. (Existem vdrios
valores com essas condigdes.)

(e) Existem outros possiveis niimeros de solu-
¢Oes desta equagio? Explique.
98. Somas e produtos das solugdes de ax? +
bx+c¢=0, a # 0 Suponha que temos
b? — d4ac > 0.

(a) Mostre que a soma das duas solucdes desta
equagdo & —(b/a).

(b) Mostre que o produto das duas solugdes
desta equag?o € c/a.

99. Continuacdo do exercicio anterior A
equagio 2x2 + bx + ¢ = 0 tem duas solugdes
x| ex,. Sex; +x,=5ex,+x, = 3, encontre as
duas solugdes
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Inequacoes

Inequacoes lineares com uma
variavel

Usamos desigualdades para descrever, por exemplo, a
ordem dos nimeros sobre a reta dos nimeros reais.

DEFINICAO Inequacdo linear em x

Uma inequacéo linear em x pode ser escrita na forma

ax + b < 0,ax +b=0,ax +b>0o0uax +b=0

onde a e b sdo nimeros reais com a # 0.

Resolver uma inequacio em x significa encontrar

SRR e todos os valores de x para os quais a inequacdo € ver-
dadeira. Uma solugao de uma inequacio em x é um valor de x que satisfaz isso. O conjunto de
todas as solugdes de uma inequaciio € o que chamamos de conjunto solugio. Resolvemos uma
inequaciio encontrando seu conjunto solugdo. Eis uma lista de propriedades que usamos para
resolver inequagdes.

O conjunto das solugdes de uma inequagdo linear

A multiplicagdo (ou divisdo) de

uma inequacdo por um nimero com uma varidvel forma um intervalo de mimeros reais.
positivo preserva a desigualdade. = Tal como com equacdes lineares, podemos resolver uma
A multiplicagéo (ou diviséo) de " inequacdo transformando-a em inequacdo equivalente
uma inequag&o por um nimero - cujas solucdes sdo 6bvias. Duas ou mais inequagdes sio

negativo inverte a desigualdade.  gqyjvalentes se elas tém o mesmo conjunto solucio.
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As propriedades citadas das inequagGes descrevem operagdes que transformam uma inequagio em

uma equivalente.

Resolva 3(x — 1) + 2 < 5x + 6.
SOLUGCAO
3(x—1)+2=<5x+6
3x—3+2=5x+6 Propriedade distributiva
3x—1=5x+6 Simplificagio
3x=5x+7 Adigdo de 1
—2x=7 Subtragio de 5x
1 1) )
—5 . (—Zx) = —E o7 Multiplicago por —1/2 (desigualdade inverte)
x=—35

O conjunto solugdo da desigualdade € o conjunto de todos os nimeros reais maiores ou iguais a
—3,5. Em notagdo de intervalo, o conjunto solugio € [—3,5, +eo[.

Pelo fato do conjunto solugdo de uma inequagio linear ser um intervalo de niimeros reais,
podemos apresentar o conjunto solugdo por meio da representagio grifica da reta real, como
mostrado no Exemplo 2.

! S
graneess L e st S 2 gaciess
~ Resolva a inequagdo e represente graficamente seu conjunto solug#o.
X 1 X 1
S>>
3 2 4 3
SOLUCAO
O minimo muiltiplo comum dos denominadores das fra¢des € 12.
x 1 _x 1
e e
3 2 4 3
x 1 x 1 ) i )
12 . 3 + 3 12« 7 + 3 Multiplicando pelo minimo muiltiplo comum 12
4x+6>3x+4 Simplificando
x+6>4 Subtraindo por 3x
x> =2 Subtraindo por 6
O conjunto solugdo € o intervalo ]—2, +oo[. Sua representagfo gréfica é mostrada a seguir.
F—t+—+t B e s e P
-5-4-3-2-1 0 1 2 3 4 5
Figura 6.1 O gréafico do conjunto solugdo da inequacgédo no Exemplo 2.
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As vezes duas inequagdes sdo combinadas em uma inequacédo dupla, cujo conjunto solucdo &
a desigualdade dupla com x isolado como o termo central. O Exemplo 3 ilustra isso.

. Resolva a inequac@o e represente graficamente seu conjunto solugio.

-3< xS =5
; 3
. SOLUCAO
: 3 2x;— 5 <5 |
-9<2x+5=15 Multiplicagio por 3
14 <2x =10 Subtragdo por 5
LTI <x=5 Diviséo por 2

O conjunto solucéo € o conjunto de todos os niimeros reais maiores que —7 e menores ou iguais

a 5. Em notagfo de intervalo, a solugio € o conjunto ]—7, 5]. Sua representacgdo grafica é mostra-
* da a seguir.

Figura 6.2 O gréafico do conjunto solu¢do da inequagdo dupla no Exemplo 3.

Solucédo de inequacdes com valor absoluto

Eis duas regras bdsicas que aplicamos para resolver inequag¢ées com valor absoluto.
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N

(-a, a), \(a, a)
|
|

—a

IS

a

lul>a lul<a lul>a

Figura 6.3 Graficosdey=aey = |ul.

A solugdo de | u | < a estd representada pela parte do eixo horizontal correspondente a regido
onde os valores x dos pontos do grifico de y = |u| estd abaixo do grifico de y = a. A solucédo de

|u| > a estd representada pela parte do eixo horizontal correspondente a regido onde os valores x
dos pontos do gréfico de y = |u|-estd acima do graficode y = a.

Resolva |x — 4] < 8.

|x —4| <8

-8 <x—4<8 Inequagdo dupla equivalente
—4 <x<12 Adigiio de 4
A solugio € dada pelo intervalo ]—4, 12[.

. A Figura 6.4 mostra que os pontos sobre o grafico de y = |x — 4| que estdo abaixo do grafico de
y = 8 s3o aqueles em que os valores de x estdo entre —4 e 12.

N y4a

i 1

|
|
|
|
|
1
1

\ -y
[—7,15) por [—5, 10]
Figura 6.4 Os graficos dey = lx - 4[ ey=8.

(U T O 0 0% % S R R

I
|
12

T 1 11

. Resolva |3x — 2| = 5.
SOLUCAO

A solugdo desta inequag@o com valor absoluto consiste nas solu¢des das duas desigualdades.
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Resolvax? — x — 12 > 0.
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3x—2=-5 ou 3x—-2=5

3x=-3 ou Ix=17 Adigiio de 2
7 .
x=-1 ou x= 3 Divisdo por

A solugdo consiste em todos os niimeros que estio em um ou em outro dos dois intervalos

]—o0, —1]1&[7/3, +oo[, a qual pode ser escrita como |—eo, —1] U [7/3, +eo[. A notagéio “U” € lida

como “unido.”

A Figura 6.5 mostra que os pontos do grafico de y = |3x — 2| que estdo acima ou sobre os pon-

tos do grafico de y = 5 so tais que os valores de x sdo menores ou iguais a —1, como também
* s30 maiores ou iguais a 7/3.

L3 DL

Uma observagédo: a unido de dois
conjuntos A e B, denotada por

A U B, é o conjunto de todos os
elementos que pertencem a A, I i
a B ou a ambos.

[—4, 4] por [—4, 10]

Figura 6.5 Graficos dey =|3x —2|ey=>5.

Solucdo de inequacgoes quadraticas

Para resolver uma inequacio quadratica tal como x? — x — 12 > 0, iniciamos resolvendo a
correspondente equagio quadratica x> — x — 12 = 0. Entfo, determinamos os valores de x para os
quais o grifico de y = x? — x — 12 estd acima do eixo horizontal x (pelo fato de a desigualdade ser
“maior que zero”).

 SOLUGAO

~ Em primeiro lugar, resolvemos a equagdo correspondente x> — x — 12 = 0.
x2-x—-12=0
x—Hx+3)=0
x—4=0 ou x+3=0
x=4 ou x=-3

- As solugdes da equagdo do segundo grau sdo —3 e 4, porém, essas ndo sdo as solucdes da
. inequagdo original porque 0 > 0 ¢ falso. A Figura 6.6 mostra que os pontos sobre o grafico de
-y =x%— x — 12 que estdo acima do eixo horizontal x sdo tais que os valores de x estdo 2 esquer-
- dade —3 ou a direita de 4.

A solugio da inequacdo original € ]—eo, —3[ U ]4, +oo[.
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) S T O O | 1t

[—10, 10] por [—15, 15]

Figura 6.6 O graficode y=x>—x— 12 que cruzaoeixoxem x = -3 e x = 4.

No Exemplo 7, a inequagd@o quadrdtica envolve o simbolo <. Neste caso, as solugdes da cor-
respondente equagdo quadrética sdo também solugdes da inequagdo.

Resolva 2x2 + 3x < 20.

SOLUCAO
Em primeiro lugar, subtraimos 20 dos dois lados da inequagdo para obter 2x2 + 3x — 20 = 0.
.~ Depois, resolvemos a correspondente equagio quadratica 2x% + 3x — 20 = 0.
2x2+3x—20=0
x+4)2x—-5)=0
x+4=0 ou 2x—5=0

=—4 = —
X ou X 3

As solugdes da correspondente equag@o quadritica sdo —4 e 5/2 = 2,5. Vocé pode verificar que
s@o também solugdes da inequacio.

A Figura 6.7 mostra que os pontos do grafico de y = 2x? + 3x — 20 que estdo abaixo do eixo ho-
rizontal x sdo tais que os valores de x estdo entre —4 e 2,5. A solu¢io da inequagio original é dada
pelo intervalo [~4; 2,5]. Usamos o intervalo fechado, pois —4 e 2,5 sdo também solugdes da
inequacéo.

§ % OO OO VU R SN TN TN AN AN N Y % U W N

[—10, 10] por [—25, 25]

Figura 6.7 O gréfico de y = 2x> + 3x — 20 cuja parte que esta abaixo do eixo x sdo pontos tais
que os respectivos valores de x obedecem a inequagéo dupla —4 < x < 2,5.
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Pode ocorrer do extremo de algum intervalo ndo ser um ndmero inteiro. Caso isso ocorra,
podemos deixar na forma fracionéria ou aproximar o valor utilizando decimal com duas casas apos
a virgula.

. Resolva x? — 4x + 1 = 0 graficamente.

" SOLUCAO

Podemos utilizar os graficos de y = x> — 4x + 1 na Figura 6.8 para verificar que as solugdes da

- equagiio x2 — 4x + 1 = 0 sfo aproximadamente 0,27 e 3,73. Assim, a solucdo da inequagio origi-

nal é ]—eo; 0,27] U [3,73; +oo[. Usamos os intervalos fechado a direita no primeiro caso e fecha-
do & esquerda no segundo porque as solugdes da equagdo quadratica sdo solucdes da inequagéo,
embora tenhamos usado aproximagio para seus valores.

i 1 i 1 1 K i ‘ 1 i 1
Zero Zero s
X=0,26794 Y=0 X=3,73205 Y=IE-12
[—3, 7] por [—4, 6] [—3, 7] por [—4, 6]

Figura 6.8 Esta figura sugere que y = x? — 4x + 1 é zero para x = 0,27 e x = 3,73.

" Resolvax? +2x+ 2 <0.

| SOLUGAO

. A Figura 6.9 mostra que o grafico de y = x2 + 2x + 2 est4 acima do eixo horizontal x para todos
i os valores de x. Assim, a inequagao x%2+ 2x + 2 < 0 ndo tem solugdo. Ela € dada por um con-

: junto vazio.

[—5, 5] por [—2, 5]

Figura 6.9 Os valoresdey = x2 + 2x + 2 ndo séo negativos.

A Figura 6.9 mostra que as solugdes da inequagéo x2 + 2x + 2> 0 sdo todos os nimeros reais.
Além de todas essas possibilidades, uma inequagio quadrdtica pode ter exatamente uma solucéo.
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Aproximacéo de solu¢des para inequacées

Para resolver uma inequagdo tal como no Exemplo 10, estimamos as raizes do corresponden-
te grafico. Entdo, determinamos os valores de x para os quais o gréfico estd acima ou sobre o eixo
horizontal x.

. Resolva x* + 2x2 — 1 = 0 graficamente.
. SOLUCAO

Podemos usar o grificode y = x* + 2x2 — 1 como na. Figura 6.10 para mostrar que as solucdes da
. correspondente equagio x> + 2x2 — 1 = 0 sdo aproximadamente — 1,62, —1 ¢ 0,62. Os pontos do
- grifico de y = x3 + 2x? — 1 que estdo sobre e acima do eixo horizontal x sio aqueles cujos valo-
res x estdo entre —1,62 e —1 (incluindo os extremos), como também a direita de 0,62 (incluindo
- 0 extremo também). '

A solugdo da inequagio é [—1,62; —1] U [0,62; +eo[. Vale observar que as solugdes da equagio
- também fazem parte das solugdes da inequagio.

LN ] 1

N\

X=—1,618034| Y=0

[—3,3] por[—2,2]

Figura 6.10 O grafico de y = x* + 242 — 1 apresenta os pontos que estdo acima do eixo horizon-
tal x com seus valores de x entre dois nimeros negativos ou a direita de um numero positivo.

REVISA0 RAPIDA

Nos exercicios 1 a 3, resolva as equagdes ou inequagdes.

1L -7<2x-3<7 2.5x—2=7T7x+4
3. |x+2[=3
Nos exercicios 4 a 6, fatore a expressio completamente.
4. 4x2 -9 5. x3 — 4x
6. 9x2 — 16y2
Nos exercicios 7 e 8, simplifique a fracio com termos de menores expoentes.
22— 25 8 x2+2x-35
25z T x2—10x + 25

Nos exercicios 9 e 10, faga a soma das fracdes e simplifique-as.

X x+1 2x — 1 x—3
. + .
gx—l 3x—4 10 x2—x—-2 x2—-3x+2
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Nos exercicios 1 a 4, encontre quais valores de x sdo
solug¢des da inequagdo.

1. 2x—3<7

(@a)x=0 (b)x=35 (c)x=6
2. 3x—-4=5

(@x=0 b)x=3 (c)x=4
3. —1<4x—-1=11

(@x=0 b)x=2 (c)x=3
4, 3=1—-2x=3

(ax=-1 (b)x=20 (c)x=2

Nos exercicios 5 a 12, resolva a inequagéo e repre-
sente o conjunto solugfo graficamente na reta real.

5. x—4<2 B.x+3>5
7.2x—1<4x+3 8.3x—1=6x+8
9.2=x+6<9 10. -1 =3x—-2<7
11.25 - 3x) +32x - 1) =2x+ 1

12.401 - x)+ 51 +x)>3x— 1

Nos exercicios 13 a 24, resolva a inequagéo.

5x+7 3x—2
— L —
3. i = 3 14. 5

>—1

> —1

=-2 16.1>

3y—1
4

17.0=2z+5<8 18. -6 <5r—-1<0

x—5  3-2
+

19. % <2
20 154 X2 <
2. 222 Mol oy

23. %(x -4 -2x=53—1x)
1 1
24. E(x +3)+2x—4H < —3—(x -3

25. Verdadeiro ou falso Analise a desigualdade
—6 > —2 e verifique se é verdadeira ou falsa.
Justifique a sua resposta.

26. Verdadeiro ou falso Analise a desigualdade
2 = ge verifique se € verdadeira ou falsa.

Justifique sua resposta.

Nos exercicios 27 a 34, resolva as inequacdes algebri-
camente. Escreva a solugdo com a notagio de intervalo
e faca a representacio grafica na reta real.

27. |x+4|=5 28.|2x — 1| > 3,6

29.|x—3|<2 30. |x+3]=5
31.]4-3x|—2<4 32.3—-2x| +2>5
33, |X 2 =3 3. "2 <6

Nos exercicios 35 a 42, resolva as inequagdes. Inicie
resolvendo as correspondentes equagdes.

36.2:2+ 17x+21 =0 36.6x>—13x+6=0
37.2x>+ 7x > 15 38. 4x2 +2 <9

39.2 - 5x—3x2<0 40.21 +4x—x2>0
41. x> —x=0 42, x} —x2-30x=0

Nos exercicios 43 a 52, resolva as inequagdes grafi-
camente.

43. x2 —4x <1 44.12x2 - 25x+ 12=0
45.6x2—5x—4>0 46.4x2—-1=0

47.9x2+ 12x—1=0 48.4x2—12x+7<0
49. 4x2 + 1> 4x 50.x2 + 9 < 6x
51.x2-8x+16<0 52.9x2+ 12x+4=0

Nos exercicios 53 a 56, resolva as inequagdes ctibicas
graficamente.

53.3x —12x+2=0 54. 8x — 2 —1<0
55.2x3+2x>5 56. 4 < 2x° + 8x

57. Dé um exemplo de uma inequagio quadrdtica
com a solugdo indicada para cada caso.

(a) Todos os niimeros reais.
(b) Nenhuma solugio.

(c) Exatamente uma solugéo.
(@) [-2,5]

(e)]—oo, —1[ U ]4, +oo[
(f) ]—o0, 0] U [4, +oo[

58. Uma pessoa quer dirigir 105 km em ndo mais que
duas horas. Qual é a menor velocidade média
necessiria para manter enquanto dirige?
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59.

60.

61.

62.

63.

64.

Pré-calculo

Considere a colegdo de todos os retingulos que

tem um comprimento 2 cm menor que duas vezes

sua largura.

(a) Encontre as possiveis larguras (em centime-
tros) desses retdngulos se seus perimetros sdo
menores que 200 cm.

(b) Encontre as possiveis larguras (em cen-
timetros) desses retdngulos se suas dreas sdo
menores ou iguais a 1.200 centimetros
quadrados.

Para um certo gés, P = 400/V, onde P ¢ pressio
e V¢ volume. Se 20 =< V = 40, qual a correspon-
dente variagfio para P?

Verdadeiro ou falso A inequacio com valor
absoluto |x - a] < b, onde a e b sdo nimeros
reais, sempre tem ao menos uma solucdo.
Justifique sua resposta. ’

Verdadeiro ou falso Todo nimero real € a
solugdo da inequagdo com valor absoluto
x—al = 0, em que a € um ndmero real.
Justifique sua resposta.

Muiltipla escolha Qual das seguintes alterna-
tivas € a solugdo da inequagio Ix - 2’ < 3?
(@x=—-1loux=5 (b)[-1,5]

(© [-1,5] (d) ]=co, =1[ U 15, + oo
(e)1-1, 5[

Multipla escolha Qual das seguintes alterna-
tivas € a solugdo da inequagio x2 — 2x + 2 = (7

(a) [0, 2] (b) ]—0, 0[ U 12, + oof
(€} [—oo, 0] U [2, o)
(d) Todos os niimeros reais.

(e) Nio existe solucio.

65. Miiltipla escolha Qual das seguintes alterna-
tivas € a solugdo da inequagdio x2 > x?
() ]=e0, O[ U 11, +oo[ (b) ]—o0, 0] U [, o[
(€) 11, oof (d) 10, +eoof
(e) Nio existe solugio.

66. Multipla escolha Qual das seguintes alterna-
tivas € a solucdo da inequagio x < 1?

(@) ]—oo, 1] ®d1-1,11
(€) [1, +oof (d[-1,1]
(e) Nio existe solugio.

67. Construindo uma caixa sem tampa Uma
caixa aberta € formada por um retingulo sem
pequenos quadrados nos cantos, de modo que
seja feita dobra nos pontilhados.

15cm

F—-12 cm——

(a) Qual o valor de x para que a caixa tenha um
volume de 125 centimetros ciibicos?

(b) Qual o valor de x para que a caixa tenha um
volume maior que 125 centfmetros ctibicos?

Nos exercicios 68 e 69, use uma combinagio de téc-
nicas algébrica e grafica para resolver as inequacdes.

68. [2x2 + 7x — 15| < 10
69. |2x2 + 3x — 20| = 10




na-

na-

Jma
sem
que

téc-
des.







Capitulo 7
Funcoes e suas s
propriedades

Definicdo de funcéo e notacao

A matemidtica e suas aplicagdes estdo repletas de
exemplos de férmulas com as quais as varidveis quantitati-
vas estiio relacionadas. Tanto a linguagem como a notagdo
de fungdes sdo adequadas para trabalhar com tal ferramenta.

centes. -

R ‘ DEFINICAO Funcdo, conjunto dominio (ou
'?‘?“‘,“‘?‘,’,e? ‘lmi,ntVada;s. S simplesmente dominio) e conjunto imagem
R LS (ou simplesmente imagem)

Uma fungio de um conjunto A em um conjunto B € uma lei
que associa para todo elemento em A um dnico elemento em
B. O conjunto A € o dominio da fungéo e o conjunto B de
todos os valores produzidos com essa associagdo € o con-
junto imagem. O que pode ocorrer € a fungo estar definida
como sendo de um conjunto A em um conjunto C, de modo
que esse conjunto C ndo seja o conjunto imagem, € sim um
conjunto que contém a imagem. Neste caso, esse conjunto
C é conhecido como contradominio. Neste texto, falaremos
da fungdo definida de um conjunto em outro, sendo o
segundo considerado o conjunto imagem.

Existem vdrias maneiras de observar fungdes. Uma das mais intuitivas € a idéia de uma “ma-
quina” (veja a Figura 7.1), na qual valores x do dominio sao colocados dentro da prépria maquina (que
faz papel da fungfio) para produzir valores y da imagem. Para indicar que y vem de uma fungio que
atua sobre x, usamos a notacfio de funcfio de Euler dada por y = f(x) (podemos ler como *“y igual a
fde x” ou “o valor de f em x”). Aqui, x ¢ a varidvel independente ¢ y = f(x) € a variavel depen-
dente.

Figura 7.1 Um diagrama de uma “mdaquina” para compreender funcéo.
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Uma fungio pode também ser vista como uma relagdo dos elementos do dominio com os ele-
mentos da imagem. A Figura 7.2(a) mostra uma fungZo que relaciona elementos do dominio X com
os elementos da imagem Y. A Figura 7.2(b) mostra uma outra relagdo, mas esta ndo ¢ de uma
fun¢do, uma vez que a regra de que o elemento x; associa a um #nico elemento de Y néo ocorre.

Dominio Imagem
Uma funcio Nao ¢ uma funcdo

(a) (®)

Figura 7.2 O diagrama em (a) retrata uma relagéo de X em Y, que é uma funcédo. O diagra-
ma em (b) retrata uma relagdo de X em Y, que nédo é uma funcso.

A unicidade do valor da imagem € muito importante para estudarmos o seu comportamento.
Saber que f(2) = 8 e, posteriormente, verificar que f(2) = 4 é uma contradi¢do. O que acontece é
que jamais teremos uma funcdo definida por uma férmula ambigua como f(x) = 3x * 2.

A férmula y = x? define y como uma fungdo de x?
SOLUCAO

Sim, y é uma fungio de x. De fato, podemos escrever a férmula com a notagfo f(x) = x2. Quando
¢ um niimero x € substituido na fungdo, o quadrado de x serd o resultado e nfo existe ambigiiidade
¢ quanto ao que significa o quadrado de x.

Uma outra forma de observar fungdes ¢ graficamente. O grifico da fun¢do y = f(x) é o con-
junto de todos os pontos (x, f(x)), com x pertencente ao dominio de f. Podemos visualizar os valores
do dominio sobre o eixo horizontal x, como também os valores da imagem sobre o eixo vertical y,
tomando como referéncia os pares ordenados (x, y) do grifico de y = f(x).

Dos trés graficos mostrados na Figura 7.3, qual ndo € grifico de uma fungio? Como vocé pode
explicar?

SOLUCAO

O gréfico em (c) ndo € grafico de uma funcdo. Por exemplo, existem tr€s pontos no grafico com a
i coordenada x = 0, de modo que nflo existe um tinico valor de y para esse valor x = 0. Podemos ve-
rificar que 1sso ocorre para outros valores de x (aproximadamente entre —2 e 2). Os outros dois gra-
ficos ndo apresentam esse problema, jd que nenhuma linha vertical (imagindria) cruza o grafico em
- mais de um ponto. Gréaficos que passam por esse teste da linha vertical sdo graficos de funcdes.
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[—4,7; 4,7] por [—3,3; 3,3] [—4.7; 4,7] por [~3,3; 3,3] (=47 4.7] por [—3.3; 3.3]
(2) L) ©)

Figura 7.3 Um destes néo é grafico de fungéo (Exemplo 2).

Dominio e imagem

Uma fun¢do pode ser definida algebricamente por meio da regra (ou lei) em termos da varidvel
x do dominio. A regra, no entanto, ndo nos fornece todas as informacgdes sem que seja definido o
dominio.

Por exemplo, podemos definir o volume de uma esfera como uma fungdo do seu raio, pela
férmula ‘

4
V(r) = §7Tr3 (Observe que temos “V de r” ¢ ndo “V . r”)
Essa formula estd definida para todos os nimeros reais, mas a fungdo volume ndo estd definida para

valores negativos de r. Assim, se a nossa intengio € estudar a fungio volume, podemos restringir o
dominio para todo r = 0.

Encontre o dominio de cada fungéo:
@f(x)=Vx+3
Vix

x—5

(b) g(x) =

3
(c) A(s) = e 5%, onde A(s) € a 4rea de um tridngulo eqiiilitero com lados de comprimento s.

SOLUCAO
Solucao algébrica

(a) A expressdo dentro do radical ndo pode ser negativa. Como devemos ter x + 3 = 0, entdo
x = —3. O dominio de f ¢ o intervalo [ —3, +ool.
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(b) A expressdo dentro do radical ndo pode ser negativa; portanto, x = 0. Também, o denomi-
nador de uma fragio ndo pode ser zero; portanto, x # 5. O dominio de g € o intervalo [0, +oof
com o numero 5 removido, o qual podemos escrever como a unido de dois intervalos, da
seguinte maneira: [0, 5[ U ]5, +oo[.

(¢} A expressio algébrica tem como dominio todos os nimeros reais, mas pelo que a fungio
representa, s ndo pode ser negativo. O dominio de A € o intervalo [0, +eo[.

Suporte grafico

- Podemos justificar algebricamente nossas respostas em (a) e (b) a seguir. Uma calculadora que faz
- gréfico ou um software ndo fornece pontos com valores de x impossiveis de efetuar contas.

(a) Observe que o grifico de y = Vx + 3 (veja a Figura 7.4a) mostra pontos somente para
x = —3, como era esperado. :

Vi

(b) O grificode ¥ = Y _5 (veja a Figura 7.4b) mostra pontos somente para x = 0, como era

esperado, mas mostra uma reta vertical que corta o eixo x em x = 5. Esta reta ndo faz parte
da representagio grafica, é apenas uma maneira de mostrar que o 5 néio estd no dominio.

3
(c) O grificode y = e 5% (veja a Figura 7.4¢) mostra o dominio ndo restrito da expressdo

algébrica: conjunto de todos os ndmeros reais. Essa € a conclusio a que chegamos somente
observando a fun¢do e o que ela significa, pois até entdo podemos ndo saber que s € 0 com-
primento do lado do tridngulo

|‘|x||K|:||||1|| TS VO T S S YN T S S LU0 WOW OO O T B | T T N N O I A

[—10, 10] por [—4, 4] [—10, 10] por [—4, 4] [—10, 10] por [—4, 4]
(a) : (b) ()

Figura 7.4 Graficos das fungdes do Exemplo 3.

Encontrar algebricamente a imagem de uma fung¢éo € muitas vezes mais drduo que encontrar o
dominio, embora, graficamente, as identificacdes de dominio e imagem sejam similares. Para encon-
trar o dominio, olhamos para os valores no eixo horizontal x, que sdo as primeiras coordenadas dos
pontos do gréfico; para encontrar a imagem, olhamos para os valores no eixo vertical y, que so as
segundas coordenadas dos pontos do gréifico. Podemos utilizar os recursos algébricos e graficos
novamente.

i . 2
. Encontre a imagem da fungdo f(x) = e

SOLUCAO

Solucdo grafica

2
- O graficode y = S estd mostrado na Figura 7.5.
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[—5,5] por [—3, 3]

; 2
: Figura 7.5 O graficode y = —.
: X

- O gréfico ndo estd definido para x = 0, 0 que j4 era previsto uma vez que o denominador da
" fun¢do ndo pode ser 0. Vemos também que a imagem € o conjunto de todos os niimeros reais
i diferentes de zero. ’

" Solugdo algébrica

= P 2 L.
Confirmamos que 0 ndo estd na imagem ao tentar resolver — = 0. (A proposta é verificar se
x

: 2
- existe algum valor de x tal que S seja 0.)

2
_=0
x
2=0-x
2=0

. 2 = . . PR
Como a equagio 2 = 0 ndo € verdade, — = 0 ndo tem solucdo e, assim, y = 0 ndo estd na imagem.
X
~ Mas como sabemos que todos os outros nimeros reais estdo na imagem? Seja k um outro niimero

2
" real qualquer (diferente de zero) e vamos resolver T k:

2o

X

2=kex

2
k

Como podemos ver, ndo existe problema em encontrar valores de x (que depende de k) € a
imagem €, de fato, dada por J—oc, O[ U 0, +oo[.

Continuidade de uma funcao

Uma das mais importantes propriedades da maioria das fung¢bes que modelam o comporta-
mento de ocorréncias do mundo real é o fato de elas serem continuas. Graficamente falando, uma
fungéo € continua num ponto se o grifico ndo apresenta falha (do tipo “quebra”, “pulo”...) naquele
ponto. Podemos ilustrar o conceito com poucos graficos (veja a Figura 7.6):
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y y y
o fla)
| |
x x X
Continuidade em todos os valores x Descontinuidade removivel Descontinuidade removivel
y y

a

\/

Descontinuidade de pulo (ou salto) Descontinuidade infinita

Figura 7.6 Alguns casos de pontos de descontinuidade.

Vamos observar cada caso individualmente.

Este grafico é continuo em todo x. Note que o gréafico

ndo tem quebra. Isso significa que, se estamos estu- TN .
dando o comportamento da funcdo f para valores de x \/

préximos a qualquer nimero real a, podemos assegurar

que o8 valores f(x) estarao pr(’)ximos af(a), Continuidade em todos os valores x

‘ c : , y
Este gréfico € continuo exceto para o “buraco” em x =

a. Se estamos estudando o comportamento desta fungdo S

[ para valores de x préximos de a, ndo podemos assegu-

rar que os valores f(x) estarfio préximos a f(a). Neste L ST .
caso, f(x) é menor que f(a) para x préximo de a. \/‘7

Isso é chamado de descontinuidade removivel porque Descontinuidade removivel
o grafico pode ser “remendado” (ou “consertado”)

redefinindo f(a). 3

Este gréfico tem também uma descontinuidade remo- \ /!
vivel em x = a. Se estamos estudando o comportamen- \ /
to desta funcfo f para valores de x préximos de a, con- : 4 \\/ x
tinuamos sem poder assegurar que os valores f(x) \/

estardo proximos a f(a) porque, neste caso, f(a) ndo
existe. E removivel porque poderiamos definir f(a)
completando o “buraco” e fazer f continua em a.

Descontinuidade removivel

y

Aqui estd uma descontinuidade que ndo € removivel. E e \/
uma descontinuidade de pulo porque existe mais que .

um “buraco” em x = q; existe um pulo (ou salto) nos x
valores da fung¢do que fazem o espaco impossivel de \/

Completar com um 81mples ponto (a’ f (a)) Descontinuidade de pulo (ou salto)

"
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y
Esta € uma fungdo com uma descontinuidade infini- |
ta em x = a. Nao € possivel fazer nada do que cita- a %
mos anteriormente. \\

Descontinuidade infinita

O simples conceito geométrico de um gréfico que néo esteja “quebrado” em um ponto (a, f(a))
¢ uma daquelas nogdes visuais dificeis para explicar cuidadosamente na linguagem algébrica. A
principal idéia € perceber que os pontos (x, f(x)) estdo sobre o grafico da fungdo e se aproximam
de (a, f(a)), por qualquer um dos lados, sem, necessariamente, atingir (a, f(a)). Uma funcio é con-
tinua em x = a se }cl_r)r‘xz f(x) = f(a). Uma fungdo f € descontinua em x = a se ndo € continua em
X =a.

- Analise os gréficos e verifique qual das seguintes figuras mostra fungdes que sdo descontinuas em
- x = 2. Qualquer descontinuidade € do tipo removivel?

 SOLUCAO

A Figura 7.7 mostra uma fungio que ndo estd definida em x = 2 e, portanto, nfo € continua para
este valor. A descontinuidade em x = 2 nfio € removivel (€ do tipo descontinuidade infinita).

O grifico da Figura 7.8 € de uma funco do segundo grau cuja representagiio é uma pardbola, um
gréfico que ndo tem “quebra” porque seu dominio inclui todos os nimeros reais. E continua para
todo x.

i O gréfico da Figura 7.9 € de uma fung¢fo que nfo estd definida em x = 2 e assim ndo é continua |
i para este valor. O grifico parece uma reta, que € a representa¢do de uma fungo do primeiro grau, !
dada por y = x + 2, com excegdo que existe um “buraco” no local do ponto (2, 4). Esta é uma
descontinuidade removivel.

N

retsteedad b 0 L 0 0 0 3 1 4 81 3 1 it

<

TrrrT

GEREELRARERERN]

\_ \—/ N
{—9.4; 9,4] por [—6, 6] [—5, 5] por [—10, 10] [—9.4; 9,4] por [—6,2; 6,2]
2 _
- Figura 7.7 fix) = xt ; Figura 7.8 g(x) = (x + 3)(x — 2) Figura 7.9 h(x) = x_;
xX— x —

Funcoes crescentes e decrescentes

Um outro conceito de funcdo que € fécil de entender graficamente € a propriedade de ser cres-
cente, decrescente ou constante sobre um intervalo. Ilustramos o conceito com poucos graficos (veja
a Figura 7.10):
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y y y
3
3 3 3 ab
2 \2
1 1 1
| x I Y | |

[ I L1y L1 Lyl
5434111234 5 S5-4-3-2-13{_ 1234 54-32-1,[ 12345 x 2+
-2 -2 2F Sl
-3 -3 =31 Decrescente em | —oo, —2]

Crescente Decrescente Constante Constante em [—2, 2]
Crescente em [2, +oof

v

Figura 7.10 Exemplos de fungdes crescente, decrescente ou constante sobre um intervalo.

Vejamos alguns casos com nimeros.

1. Das trés tabelas de dados numéricos abaixo, qual poderia ser modelada por uma fungdo que
seja (a) crescente, (b) decrescente ou (c) constante?

X vl X X Y3
-2 12 -2 3 -2 -5
-1 12 -1 1 -1 -3

0 12 0 0 0 -1

1 12 ) 1 1

312 3 -6 3 4

712 7 -12 7 10

2. AY1 significa a variagdo nos valores de Y1 quando os valores de X variam de modo crescente.
Na mudanga de Y1 = a para Y1 = b, a variagio € AY1 = b — a. O mesmo ocorre com 08
valores de Y2 e Y3.

Xmove AX AYl Xmove AX AY2 Xmove AX AY3
para para para
—2 para —1 1 0 —2 para —1 1 -2 —2 para —1 1 2
—1 para 0 1 0 —1 para 0 1 -1 —1 para 0 1 2
0 para 1 1 0 0 para 1 1 -2 O para 1 1 2
1 para 3 2 0 1 para 3 2 —4 1 para 3 2 3
3 para 7 4 0 3 para 7 4 -6 3 para 7 4 6

3. Quando a fungfo ¢ constante, o quociente AY/AX € 0.
Quando a fungio é decrescente, o quociente AY/AX € negativo.
Quando a fungio € crescente, o quociente AY/AX € positivo.

Essa andlise feita dos quocientes AY/AX pode nos ajudar a compreender a seguinte defini¢io:




Jue

ente.
m 08

R B

nicao:

- Figura 7.12 A funcgéo g(x) =
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DEFINIQAO Funcoes crescente, decrescente e constante sobre um intervalo

Uma fungio f € erescente sobre um intervalo se, para quaisquer dois valores de x no intervalo,
uma variagdo positiva em x resulta em uma variag@o positiva em f(x). Isto &, x; < x, = f(x;) <
flxy) (ou seja, x; — x; > 0 = f(xy) — f(x;) > 0). Quando isso ocorre para todos os valores x do
dominio f, dizemos que a fungZo € estritamente crescente.

Uma funcdo f € decrescente sobre um intervalo se, para quaisquer dois valores de x no intervalo,
uma variagdo positiva em x resulta em uma variacdo negativa em f(x). Isto €, x| < x, = f(x;) >
f(xy) (ou seja, x; — x; > 0 = f(xy) — f(x1) < 0). Quando isso ocorre para todos os valores x do
dominio f, dizemos que a fung¢io € estritamente decrescente.

Uma fungéo f € constante sobre um intervalo se, para quaisquer dois valores de x no intervalo,
uma variagdo positiva em x resulta em uma variagée nula em f(x). Isto €, x; < x, = f(x;) = f(xy) *
fou seja, x, — x; > 0 = f(xy) — flx)) = 0)

Para cada fun¢fo, verifique os intervalos nos quais ela € crescente, como também decrescente.

2

x2 -1

(@) f(x) = (x + 2)? (b) g(x) =
SOLUGAO
Solucdo grafica
(a) Vemos no grafico da Figura 7.11 que f'€ decrescente sobre o intervalo ]—oo , —2] e crescente sobre

o intervalo [—2, +eo[ (observe que incluimos —2 nos dois intervalos; isso niio acarreta contradi¢fio
porque falamos de fungdes crescente ou decrescente sobre intervalos e —2 ndo é um intervalo).

[—5,5] por [—3, 5]

Figura 7.11 A funcdo f(x) = (x + 2)?

(b) Vemos no gréfico da Figura 7.12 que g € crescente sobre o intervalo ]—eo, —1[, crescente nova-
mente sobre ]—1, 0], decrescente sobre [0, 1] e decrescente novamente sobre o intervalo ]1, +oof.

[-4,7; 4,7] por [-3,1; 3,1]

X2 =1
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Vale observar que fizemos algumas suposi¢des sobre os graficos. Como sabemos que os gréfi-
cos ndo retornam 2o eixo x em algum lugar que ndo aparece nas representagdes? Desenvolveremos
algumas maneiras para responder a quest&o, porém, a teoria a esse respeito € estudada em célculo.

Funcées limitadas

O conceito de fungdo limitada é simples de entender tanto grafica como algebricamente.
Veremos a defini¢iio algébrica apds introduzirmos o conceito com alguns gréficos tipicos (veja a
Figura 7.13).

¥ y . y y

i
T T T

Nio limitado superiormente  Nzo limitado superiormente Limitado superiormente
Néo limitado inferiormente Limitado inferiormente Nio limitado inferiormente

Limitado

Figura 7.13 Alguns exemplos de graficos limitados e ndo limitados superior e inferiormente.

DEFINICAO Limite inferior e limite superior da funcao e funcao limitada

Uma fungio f é limitada inferiormente se existe algum nimero b que seja menor ou igual a
todo nimero da imagem de f. Qualquer que seja o nimero b, este € chamado de limite infe-
rior de f.

Uma fungio £ ¢ limitada superiormente se existe algum nimero B que seja maior ou igual a todo
nimero da imagem de f. Qualquer que seja o mimero B, este € chamado de limite superior de f.
Uma funcdo f é limitada se é limitada das duas formas, superior e inferiormente.

Podemos estender a definicdo anterior para a idéia de limitagiio da fungao para x em um

L . . . ~ |
intervalo, restringindo o dominio no intervalo de interesse. Por exemplo, a fungdo f(x) = — € limi-
X

tada superiormente sobre o intervalo ]—es, O[ ¢ limitada inferiormente sobre o intervalo 10, +odf.

rragands

Identifique se cada fungdo € limitada inferiormente, limitada superiormente ou limitada.

& X

(a =3x>-4 b =

(@) w(x) = 3x () p(v) = 75

{ SOLUCAO

' Solucdo grafica

Os dois graficos sio demonstrados na Figura 7.14. Podemos verificar que w ¢ uma fungéo limita-
da inferiormente e que p € uma funcéo limitada.

Verificacéao

Podemos confirmar que w ¢ uma fungio limitada inferiormente encontrando o limite inferior
€omo se segue:




1m

ni-

ita-

ior,
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x2=0

3x2=0
3x2—-4=0-4
I —4=—-4

Assim, —4 € o limite inferior para w(x) = 3x% — 4.
Deixamos a verificacdo que p € uma fungfo limitada como um exercicio.

[—4, 4] por [-5, 5] . [—8,8]por[—1,1]
(a) (b)

Figura 7.14 Os graficos para o Exemplo 7. Quais sdo limitados e quais sdo esses limites?

Extremos local e absoluto

Muitos gréficos sdo caracterizados pelos “altos e baixos” quando mudam o comportamento de
crescimento para decrescimento e vice-versa. Os valores extremos da fungdo (ou extremo local)
podem ser caracterizados como mdximo local ou minimo local. A distin¢do pode ser verificada facil-
mente pelo grifico. A Figura 7.15 mostra um grafico com trés extremos locais: méaximo local nos
pontos P e R, além de minimo local em Q.

A

A

::\’/
IC o

e

Figura 7.15

Este é um outro conceito mais ficil de ver graficamente do que descrever algebricamente.
Observe que um méximo local ndo tem que ser o valor maximo de uma fungdo; ele precisa ser
somente um valor maximo da fungfo para x pertencente a algum intervalo pequeno.

J4 mencionamos que o melhor método para analisar comportamento crescente e decrescente
envolve ferramentas de cdlculo. O mesmo vale para extremos locais. E suficiente compreendermos
esses conceitos por meio do grafico, embora uma confirmagéo algébrica poderd ser necessdria quan-
do aprendermos mais sobre funcdes especificas.
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DEFINICAO Extremos local e absoluto

Um méximo local de uma fungio f é o valor f(c) que é maior ou igual a todos os valores da
imagem de f sobre algum intervalo aberto contendo c. Se f (c) € maior ou igual a todos os valores
da imagem de £, entdo f(c) é o valor maximo (ou maximo absoluto) de f.

Um minimo local de uma funcio f é o valor f(c) que é menor ou igual a todos os valores da
imagem de f sobre algum intervalo aberto contendo c. Se f (c) é menor ou igual a todos os valores
da imagem de £, entdo f(c) é o valor minimo (ou minimo absoluto) de f.

Extremos locais sio chamados também de extremos relativos.

. Verifique se f(x) = x* — 7x2 + 6x tem maximo local ou minimo local. Caso isso ocorra, encon
. tre cada valor méximo ou minimo local, além do valor de x para o qual isso ocorre.

- SOLUGAO

O grifico de y = x* — 7x? + 6x (veja a Figura 7.16) sugere que existem dois valores minimc
locais e um valor maximo local. Usamos uma calculadora que faz grifico para aproximarmos
- minimo local como —24,06 (o qual ocorre quando temos x = —2,06) ¢ —1,77 (o qual ocor
- quando temos x = 1,60 ). De maneira similar, identificamos o méaximo local como aproximad:
mente 1,32 (o qual ocorre quando x = 0,46).

Minimo
X=—2,056546

Y=-24,05728

[—5, 5] por [~35, 15]
(a)

Figura 7.16 O grafico de y = x* — 7x> + 6x.

Simetria

Simetria, em matemética, pode ser caracterizada numérica e algebricamente. Observarem
trés tipos particulares de simetria, sendo que cada qual pode ser compreendido facilmente de u
grifico, uma tabela de valores ou uma férmula algébrica, uma vez conhecido o que se deve obse
var. Ilustraremos as simetrias das trés maneiras, para compreendermos a simetria gréfica, numéri
e algébrica.
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Simetria com relacdo ao eixo vertical Y
EXEMPLO: F(X) = X’

Graficamente

i

N I |

:
|
|
|

—x

Figura 7.17 O grafico parece o mesmo quando olhamos do lado esquerdo e direito do eixo
vertical y.

Numericamente
x o f)
-3 9
-2 4
-1 1
1
4
9
Algebricamente

Para todos os valores x do dominio de f temos f(—x) = f(x). Fung¢des com esta propriedade
(por exemplo, x” com n um nimero par) sdo fungdes pares.

Simetria com relacdo ao eixo horizontal X
EXEMPLO: X = ¥?

Graficamente

L1l I A

Figura 7.18 O grafico parece o mesmo quando olhamos acima e abaixo do eixo horizontal x.
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Numericamente
X y
9 -3
4 -2
1 -1
1
4
9 3
Algebricamente

Griéficos com este tipo de simetria ndo sfo
sobre o grafico quando (x, y) também est4.

Simetria com relagao a origem
EXEMPLO: F(X) = X3

Graficamente

~

(I

de fungdes, mas podemos dizer que (x, —y) estd

—x|
i
|

(—X, -y ) -

=

Figura 7.19 O gréafico parece o mesmo quando olhamos tanto seu lado esquerdo para baixo,

como seu lado direito para cima.

Numericamente
X Y
-3 =27
-2 -8
-1 -1
1
2 8
3 27
Algebricamente
Para todos os valores x do dominio de f, temos f(—x) = —f(x). Fungdes com esta propriedade

(por exemplo, x" com n um nimero {mpar) sdo fungdes impares.
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- Verifique se cada uma das fungdes ¢ par, fmpar ou nenhum desses casos.

3
4 — x?2

@A) f(x)=x2-3 b)glx) =x2-2x-2 (c) hix) =

' SOLUCAO
(a) Solucdo grafica

- A solug@o grafica € demonstrada na Figura 7.21.

[-5, 5] por [4, 4]

| Figura 7.20 Este grafico parece ser simétrico com relacéo ao eixo vertical y, assim podemos
supor que f é uma fungéo par.

Confirmacéo algébrica
- Precisamos verificar que f(—x) = f(x) para todos os valores x do dominio de f
f(=x) = (=%)? = 3=x2-3 = f(x)

- Desde que isso seja verdade para todo x, a fungdo f € de fato par.

(b) Solucio grafica

A solugdo gréfica ¢ demonstrada na Figura 7.22.

[—5, 51 por [—4, 4]

f Figura 7.21 Este grafico ndo parece ser simétrico com relagéo ao eixo vertical y ou com a
. origem, assim podemos supor que g néo é uma funcéo par nem impar.
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i Confirmacéo algébrica

Precisamos verificar que
8(=x) # g(x) e g(—x) # —g(x)
gl=x) =(—x?—2(—x) —2=x2+2x -2
gx) =x2—-2x—-2
—gx) = —x*+2x+2

Assim, g(—x) # gl(x) e g(—x) # —g(x).
- Concluimos que g ndo é nem par nem fmpar.

(c) Solucdo grafica

A solugdo gréfica € demonstrada na Figura 7.23.

IEREERREAEEERENRERE

[—=4,7;4,7] por [—10, 10]

Figura 7.22 Este grafico parece ser simétrico com relagdo a origem, assim podemos supor
que 4 é uma funcao impar.

i Confirmacac algébrica

. Precisamos verificar que
h(=x) = —h(x)

para todos os valores x do dominio de A.

— )3 — 3
h(—x) = 4 (_ (J?x)z = 4 _xx2 = —h(x)

Desde que isso seja verdade para todo x, exceto =2 (o0s quais ndo estdo no dominio de %), a fungio
h € impar.

Assintotas

2

Considere o gréfico da fungio f(x) = 42__xx2 na Figura 7.23.
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y

6 -

5 —

4 —

3 —

2 —

1 —

I I x
-5—4—3—2—1_1 112345

2k

-3

4~

-5

_6 —

. 2x*
Figura 7.23 O gréficode f(x) = P 5
- X

O gréfico parece ficar cada vez mais préximo da reta horizontal y = —2, quando observamos
a parte abaixo. Chamamos esta reta de assintota horizontal. De maneira similar, o grafico parece
ficar cada vez mais préximo tanto da reta vertical x = —2 como da reta x = 2. Chamamos estas

retas de assintotas verticais. Se tragarmos as assintotas na Figura 7.23, entdo poderemos observar
que formam uma barreira, como também o comportamento limite do grafico. (Veja a Figura 7.24.)

2x?

> com as assintotas mostradas pelas retas tracejadas.

Figura 7.24 O gréafico de f(x) = 7

Desde que as assintotas também descrevam o comportamento do gréfico nas suas extremidades
tanto horizontal como vertical, a definigdo de uma assintota pode ser estabelecida com a notacdo de
limite. Nesta definigdo, note que x—a_ significa “x se aproxima de a pela esquerda”, enquanto
x—a, significa “x se aproxima de a pela direita”. Limite de funcdo serd abordado no Capitulo 15.
Por ora, usaremos a notagdo para explicar sobre o comportamento da fun¢do nesse caso especifico.
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DEFINICAO Assintotas horizontal e vertical

Aretay = b € uma assintota horizontal do grifico de uma funcdo y = f(x) se f(x) se aproxima
do limite » quando x tende a +oo ou —oo,
Na notagado de limite:

lim f(x) =5b ou lim f(x) =05
X— —oo X— +oo

A reta x = a € uma assintota vertical do grifico de uma fungdo y = f(x) se f(x) tende a 40 ou
—oo quando x se aproxima de a tanto pela esquerda como pela direita.
Na notacdo de limite:

lim f(x) = e ou lim f(x) = *oo
X—a_ x—>a+

. ) . . . , X
Identifique as assintotas, seja horizontal ou vertical, do grafico de y = o o
SOLUCAO
X ) X
O quociente P —x—2 = (x + D(x — 2) nio esta definido em x = —1 e x = 2, fazendo com

que estes sejam os valores por onde teremos as assintotas verticais. O grafico da Figura 7.25 di

esse suporte, mostrando as assintotas verticaisemx = —l e x = 2.

: Para valores altos de x, o numerador (que ja € um nimero grande) fica menor que o denominador
. . X T

i (que € o produto de dois nuimeros grandes), sugerindo que lim ————————— = 0. Isso indi-
: x-—>+oo(x + 1)(x - 2)

_ ca uma assintota horizontal em y = 0. O grafico (veja a Figura 7.25) d4 esse suporte, mostrando

uma assintota horizontal em y = 0 quando x—+co. De maneira similar, podemos concluir que
X

 lim ———————— = ~0 = 0, indicando a mesma assintota horizontal quando x— —oo,
x—)—oo(x + 1)(x - 2)

[—4,7; 4,71 por [-3, 3]

x
¢ Fi 7.2 afico d = .
igura 7.25 O gréafico de y [ER
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Comportamento da funcao nas extremidades do
eixo horizontal

Uma assintota horizontal, isto €, para valores de x que tendem a +oo Ou —oo, mostra como a
funcdo se comporta para valores de x nos extremos do eixo horizontal. Nem todos os graficos se
aproximam de retas nessas condigdes (para valores de x nos extremos do eixo horizontal), mas € itil
sabermos o que ocorre além do que estamos visualizando.

Associe cada funcdo a um grafico da Figura 7.26 considerando o comportamento nos extremos do
eixo horizontal. Todos os graficos sdo mostrados com as mesmas dimensoes.

3x2 3x3 3x4
211 ©@y=ogy @Wy=om

3x
(a)y—xz—

1 By=

SOLUCAO

Quando x assume um valor muito grande, o denominador x*> + 1 em cada uma dessas fungdes
assume quase 0 mesmo valor de x2. Se trocarmos x? + 1 em cada denominador por x2 e simplifi-
carmos as fragdes, teremos fungdes mais simples:

3 . c
(a) y = = (fica préximo de 0 quando x é grande) (b)y=3
x
om (c) y=3x (d) y = 3x2
dé
Para valores de x nos extremos do eixo horizontal, temos que:
3 . . .
Y=< tende a 0;, 0 que nos permite associar (a) com (iv)
dor
* y = 3 mantém esse comportamento constante, o que nos permite associar (b) com (iii);
1di- * y = 3x tende para +oo quando x tende para +oo, e tende para —oo, quando x tende a —oo, 0
que nos permite associar (c) com (ii)
ndo » . . .
* y = 3x* tende para +eo quando x tende a +oo ou —oo, 0 que nos permite associar (d) com 1.
que

BV R RN |

[—4,7;4,7) por [—3,5; 3,5] [—4,7;4,7] por [-3,5; 3,5] [-4,7; 4,7) por [—3,5; 3,5] |—4,7;4,7] por [—3,5; 3,5}
(i) (ii) (ii1) (iv)

Figura 7.26 Gréaficos do Exemplo 11.

Para fungdes mais complicadas, nos contentamos em saber se 0 comportamento nos extremos
do eixo horizontal € limitado ou ndo limitado em qualquer direc3o.
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REVISAO RAPIDA

Nos exercicios 1 a 4, resolva a equagfo ou inequagio.

1. x2-16=0
3.x—10<0

2. 9—xI=0
4, 5-x=0

Nos exercicios 5 a 10, encontre algebricamente todos os valores de x para os quais a expressdo algébrica ndo

estd definida.

5. x —x 16 fo 16
7. ViTT6 5. Vrtl
9. Vatl 10, X%
Vi-x S
EXERcCiCIOS
ome. ma fungio de . Caso & resposts sein maor 16,1 (0 =YX 16 1 - Vi 16

justifique.
1.y=Vx—4
3. x = 2y?

2. y=x2*+3
4. x=12 -y

Nos exercicios 5 a 8, use o teste da reta vertical para
determinar se a curva € o grifico de uma fungao.

5. v 6.

Nos exercicios 9 a 16, encontre o dominio da funcéo al-
gebricamente e verifique sua conclusdo graficamente.

9.f(x) =x2+4 10. h(x) =%

_ 3x—1 _1 5
WS = e oy W=t
13. g(x) = — 14. h(x) ~Ma-x

x* — 5x x—3

(x+ DE2+1)
Nos exercicios 17 a 20, encontre a imagem da funcéo.

17. f(x) = 10 — x? 18. g(x) =5+ V4 —x

2 2
X 3+x
19. f(x) = 20. g(x) =
f ( ) 1 - X2 g ( ) 4 — xZ

Nos exercicios 21 a 24, faga o grafico de cada funcéo
e conclua se ela tem ou ndo um ponto de descon-
tinuidade em x = 0. Se existe uma descontinuidade,
verifique se € removivel ou ndo removivel.

21. g(x) = % 22. h(x) = KEx
23. F(x) = ﬂ;—' 24. 5(0) =

Nos exercicios 25 a 28, conclua se cada ponto identifi-
cado no grafico é um minimo local, um méximo local
ou nenhum dos dois casos. Identifique os intervalos nos
quais temos a funcdo crescente ou decrescente.

25. y

(5,5
=L4

2,2)




ndo

Ingao
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dade,
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y local
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41. f(x) =4 —x+ x> 42.gx)=x>—4dx+1
43. h(x) = —x3+2x—3 44. f(x) = (x +3)(x —1)?
45 h(x) = x*Vx +4 46. g(x) = x|2x + 5|
Nos exercicios 47 a 54, verifique se a fungdo € impar,

par ou nenhum dos dois casos. Verifique sua con-
clusdo graficamente e confirme-a algebricamente.

a7.f(x) = 2x* 48, g(x) = x°

49.f(x) = Vx2+2  50. g(x) = %2-

51. f(x)=—x24+0,03x + 5 52. f(x) =x>+004x2 + 3
B3.g(x) =2 — 3 54 h(x) = %

Nos exercicios 55 a 62, use o método de sua escoltha
para encontrar todas as assintotas horizontal e vertical

26.
y 5.7
3.3)
(1,2
X
27. ;
1,5
CL3f \G3)
SN
; ”
28. ,
(1,6
5,4
—L D G D X

Nos exercicios 29 a 34, faca o gréfico de cada fungéo e
identifique os intervalos nos quais temos a fungdo
crescente, decrescente ou constante.

29. f(x) =[x+ 2| —1
30.f(x)=|x+1|+]x—1|-3
3lg(x)=|x+2|+|x—1]-2

32.h(x) =0,5(x +2)* — 1

33.g(x) =3 —(x — 1)?

M. f(x) =x>—x2—2x

Nos exercicios 35 a 40, determine se a fungéo € limi-

tada superiormente, limitada inferiormente ou limitada
sobre 0 seu dominio.

35.v =132 36.y=2—x?2
37.y =2* 38.y=2"*
39.v=V1—x? 40. y = x — x?

Nos exercicios 41 a 46, a sugestdo € analisar o grafico
que pode ser feito utilizando uma calculadora com
esse recurso. Se possivel, encontrar todos 0s maximos
locais, os minimos locais e os valores de x para os quais
isso ocorre. Vocé pode concluir os valores aproximan-
do com duas casas decimais ap6s a virgula.

da funcéo.

55.f(;c) == = - 56. g(x) = %
57. g(x) = % 58. gq(x) = 1,57
59. f(x) = iz J_” f 60. p(x) = ﬁ
61. g(x) = i’;:g 62. h(x) = if::

Nos exercicios 63 a 66, associe cada fungéo ao grafico
correspondente, considerando o comportamento nos
extremos do eixo horizontal e as assintotas. Todos os

gréficos sdo mostrados com as mesmas dimensdes.

x+2

63.y =
YT 1
x+2

65. y =
YT+

X2+ 2
64. y = —
Y 2x+ 1
X +2

66. y =
T

R

[—4,7;4,7] por [—3,1; 3,1]
()

[—4,7;4,7]) por [-3,1; 3,1]
(b)

L

[—4,7;4,7) por [—3,1; 3,1]
(c)

[—4,7;4,7) por [—3,1;3,1]
d
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67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.
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Um grafico pode cruzar sua prépria
assintota? A origem grega da palavra “assin-
tota” significa “sem encontro”, o que mostra que
os graficos tendem a se aproximar, mas nio
encontrar suas assintotas. Quais das seguintes
fungdes tém grificos que podem interseccionar
suas assintotas horizontais?

X

(a) £(x) = (B) g(x) = "

x2 -1

%2
(C) h(x) = m
Um grafico pode ter duas assintotas
horizontais? Embora muitos gréficos tenham
no maximo uma assintota horizontal, é possivel
para um gréfico ter mais do que uma. Quais das
seguintes fung¢des tém gréficos com mais de uma
assintota horizontal?

x® + 1 lx— 1]
@/ ="3"7 ®s="5—
(©) h(x) = ——

x—4

Um grafico pode interseccionar sua pro-
pria assintota vertical?

Seja a fungdo f(x) = i‘_;;i' + 1. Se possivel,

construa o gréfico dessa fungéo.

(a) O grifico desta fungdo ndo intersecciona sua
assintota vertical. Explique por que isso ndo
ocorre.

(b) Mostre como vocé pode adicionar um tnico
ponto no gréfico de f e obter um gréfico que
interseccione sua assintota vertical.

{c) O gréfico em (b) é de uma fungio?

Explique por que um gréfico ndo pode ter mais
do que duas assintotas horizontais.

Verdadeiro ou falso O grifico de uma fungio
f € definido como o conjunto de todos os pontos
(x, fix)) onde x estd no dominio de f. Justifique
sua resposta.

Verdadeiro ou falso Uma relagio que €
simétrica com relagéo ao eixo x ndo pode ser uma
fungzo. Justifique sua resposta.

Multipla escolha Qual fungio € continua?

(a) Nimero de criangas inscritas em uma escola
particular como uma fung¢fo do tempo.

(b) Temperatura externa como uma funcgéo do
tempo.

(c) Custo para postar uma carta como uma
fungédo do seu peso.

74.

75.

76.

77.

(d) Prego de uma agio em fungio do tempo.

(e) Nimero de bebidas ndo-alcodlicas vendidas
como uma fungdo da temperatura externa.
Muiltipla escolha Qual das fungdes ndo € con-

tinua?

(a) Sua altitude como uma fungdo do tempo
enquanto viaja voando de um lugar para
outro.

(b) Tempo de viagem de um lugar para outro
como uma fun¢do da velocidade da viagem.

(¢} Ndmero de bolas que podem ser colocadas
até preenchimento total de uma caixa como
uma funcéo do raio das bolas.

(d) Area de um circulo como uma funcdo do raio.

(e) Peso de um bebé como uma fungio do tempo
apds seu nascimento.

Funcdo decrescente Qual das fungdes €
decrescente?

{a) Temperatura externa como uma fungio do
tempo.

(b) A média do indice Dow Jones como uma
fungdo do tempo.

(c) A pressdo do ar na atmosfera terrestre como
uma fungéo da altitude.

(d) Popula¢do mundial desde 1900 como uma
fungio do tempo.

(e) Pressdo da dgua no oceano como uma fungio
da profundidade.

Crescente ou decrescente Qual das fungdes
ndo pode ser classificada como crescente ou
decrescente?

(a) O peso de um bloco de chumbo como uma
fun¢do do volume.

(b) A altura de uma bola que foi langada para
cima como uma fungéo do tempo.

(c) O tempo de viagem de um lugar para outro
como uma fung¢do da velocidade da viagem.

{d) A drea de um quadrado como uma fungio do
comprimento do lado.

(e) O peso de um péndulo balangando em fungio
do tempo.

Vocé pode mostrar algebricamente agora que
X
x) = — ¢ limitada.
P 1+ x?
(a) Faga o gréfico da fungdo e encontre o menor

valor inteiro de k que parece ser um limite
superior.
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CAPITULO 7

(b) Verifique que > < k provando a
x

inequacdo equivalente kx> — x + k > 0.

(Vocé pode resolver a equagio para mostrar
que ndo existe solugdo real.)

(c) Do gréfico, encontre o menor valor inteiro de
k que parece ser um limite inferior.

x
(d) Verifique 1+ 2 > k provando a inequa-
x

¢io equivalente kx> — x + k < 0.

78. Considere a tabela com valores X e Y:

X Y
60 0,00
65 | 1,00
70 2,05
75 2,57
80 3,00
85 3,36
90 3,69
95 4,00
100 4,28

Considerando Y como uma fungio de X, ela é
crescente, decrescente, constante ou nenhuma
das situagOes?

79. Esboce um gréfico de uma fun¢do f com dominio

como o conjunto de todos os niimeros reais que
satisfazem todas as condi¢des que estfio a seguir:

(a) f € continua para todo x;

(b) f é crescente nos intervalos ]—eo, 0] e [3, 5];
(c) f é decrescente nos intervalos [0, 3] e [5, +eo[;
(@) f(0) = f(5) =2

(e)f3) = 0.

. Esboce um gréfico de uma fun¢fo f com dominio

como o conjunto de todos os nimeros reais que
satisfazem todas as condigdes que estdo a seguir:

(a) f é decrescente nos intervalos ]—eo, O[ e
10, +eof;

(b) f tem um ponto ndo removivel de descon-
tinuidade em x = 0;

(c) f tem uma assintota horizontal em y = 1;
(d) £(0) = 0;

(e) f tem uma assintota vertical em x = 0.

81.

82.

Fungdes e suas propriedades 83

Esboce um grafico de uma funcdo f com dominio
como o conjunto de todos os nimeros reais que
satisfazem todas as condi¢Oes que estdo a seguir:

(a) f ¢ continua para todo x;
(b) f é uma fungdo par;

{c) f é crescente no intervalo [0, 2] e decrescente
no intervalo [2, +eo[;

(@ f(2) =3.

Uma fungio que ¢ limitada superiormente tem

. um ndmero infinito de limites superiores, mas

83.

84.

85.

existe sempre um menor limite superior, isto &,
um limite superior que € o menor de todos os
outros. Este menor dos limites superiores poderia
ou ndo estar na imagem de f. Para cada fungéo a
seguir, encontre o menor dos limites superiores e
conclua se estd ou ndo na imagem da fung@o.

(@) f(x) =2 — 0,8x?

2

(b) g(x) = 3+ x2
(@ h(y) =5

_ 4x
a0 =5 v

Uma fungdo continua f tem como dominio o con-
junto de todos os niimeros reais. Se f(—1) = 5e
f(1) = =5, explique por que f precisa ter pelo
menos uma raiz no intervalo [—1, 1] (isto genera-
liza uma propriedade de func@o continua conhe-
cida, no célculo, como Teorema do Valor
Intermedidario).

Mostre que o gréfico de toda fun¢do impar, com
dominio como sendo todos os nuimeros reais,
necessariamente passa pela origem.

Se possivel, analise o grafico da fungdo

fx) = 32 =1 intervalo [—6, 6] por [—2, 2].
22+ 1 ’ ’
(a) Qual € a aparente assintota horizontal do gra-
fico?

(b) Baseado no gréfico, conclua qual € a aparente
imagem de f.

(c) Mostre algebricamente que —1 = i; i <15

para todo x, confirmando assim sua suposi¢do

no item (b).
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Funcoes do primeiro
e segundo graus
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Fum;oes do segundo grau €. .

u:tas problemas aconormcos e

“dos por funcbes do primeiro

. grau. Fungbes do segundo grau e

':ffzfung:oes polinomiais de graus

;Ef'fma1s altos sdo utilizadas tam.bém ;

i ,para modelar algumas apli- - ’

| cagbes, por exemplo, na drea
industrial, =~ s

,Fungoes do pnmezro grau e seus '

~ da érea de negécios séo fiodela-

Funcao polinomial

Fungdes polinomiais estdo entre as mais familiares de
todas as fun¢des.

DEFINICAO Funcéo polinomial

Seja n um nimero inteiro ndo negativo e sejam ay, a4, ds,
. a, _ 1, a, nimeros reais com a,, + 0. A funcfo dada por

f(x) =ax"+ a,_ x"

¢é uma funcio polinomial de grau n. O coeficiente princi-
pal € a,.
A funcio zero dada por f(x) = 0 é uma fungfo polinomial.

as, ..

71+---+a2x2+a1x+a0

Ela ndo tem grau nem coeficiente principal.

Fungdes polinomiais sio definidas e continuas sobre todos os nimeros reais. E importante
reconhecer se a fung@o € polinomial.

- Quais dos seguintes exemplos sdo fungdes polinomiais? Para aqueles que sdo fungoes polino-
. miais, defina o grau e o coeficiente principal. Para os que ndo sdo, justifique.

(@) F(x) = 4x® — 5x — %
(€) h(x) = V9x* + 16x2

SOLUCAO

) gx) =6x4+7
(d) k(x) =15x — 2x*

(a) f ¢ uma fungdo polinomial de grau 3 e com coeficiente principal 4.
(b) g niio é uma fun¢do polinomial por causa do expoente —4.

() h ndo é uma fungdo polinomial porque ela ndo pode ser simplificada na forma polinomial.

Observe que \/9x* + 16x2 # 3x2 + 4x.
© (d) & é uma funcdo polinomial de grau 4 e com coeficiente principal —2.

A fungio zero e todas as fungdes constantes sdo polinomiais. Algumas outras fungdes familia-
res sdo também polinomiais, como mostradas a seguir.
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Fungéio zero

Fungdo constante (a%
Fungfo do primeiro gra W=ax+tb@r0)

-Funcio do segundo gra

Funcoes do primeiro grau e seus graficos

Uma fungéo do primeiro grau é uma fung¢fo polinomial de grau 1, e, assim, tem a forma
f(x) = ax + b, onde a e b sdo constantes e a ¥ 0

Se em vez de a utilizarmos m como o coeficiente principal e considerarmos a notagio y = f(x),
entdo essa equagdo passa‘a ser familiar, pois representa uma reta inclinada dada por:

y=mx+b

O coeficiente angular m de uma reta ndo vertical que passa pelos pontos (x;, y;) e (X, y2) €

dado por m = 2 A .
X2 T X
A equagdo da reta que passa pelo ponto (x, y,) e tem coeficiente angular mé y —y; = m (x — x;).
Essa € a equacdo geral da reta.

Retas verticais ndo sdo graficos de fun¢des porque elas falham no teste da linha vertical. Uma
reta no plano cartesiano € o grifico de uma fungio do primeiro grau se, e somente se, ela é uma reta
inclinada ou uma reta horizontal.

- Encontre a lei para a func¢do do primeiro grau ftal que f (—1) = 2 e f(3) =—2
| SOLUCAO

i Solugdo algébrica

Queremos encontrar uma reta que passa pelos pontos (—1, 2) e (3, —2). O coeficiente angular é
| Y2 = n -2-2 —4

m = = =—=—1
Xy — Xp 3—(—1) 4

Usando este valor m e as coordenadas de (—1, 2), a equagfo € dada por:

y—y1=m(x—x1)
y=2= 1= (1)
y—2=-x-—1

y=—-x+1
Convertendo para a notagdo de fungdo, temos a lei procurada:

fx)=—x+1
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Suporte grafico

Podemos fazer o grifico de y = —x + 1 e observar que este inclui os pontos (=1, 2) e (3, —2).
(Veja Figura 8.1.)

-1, }\2\—

LN L,
SS432-1 | 1N 3 45
) 3,-2)
3.

Figura 8.1 O grafico de y = —x + 1 passa por (—1,2) e (3, —2).

Confirmagéo numérica

Usando f(x) = —x + 1, provﬁa‘mos quef(=1)=2ef(3)=—2:
fE)==CFD+1=1+1=2ef(3)=-3+1=-2

A taxa média de varia¢io de uma fungdoy = f(x) entrex =aex =b,coma#b é

f(b) — fla)

b—a

Trataremos desse assunto no Capitulo 15.

A fungdo do primeiro grau definido para todos os niimeros reais tem uma taxa média de
variagiio constante, diferente de zero, entre quaisquer dois pontos sobre seu gréfico.

Quando a fungfo estd definida para valores de x que sejam maiores ou iguais a zero, entao
podemos dizer que o valor inicial da fungio € dado por f (0). Neste caso, se f(0) = b, entdo o ini-
cio do gréfico estd no ponto (0, ), localizado no eixo vertical y.

Pelo fato de a taxa média de varia¢do de uma fungdo do primeiro grau ser constante, ela €
chamada simplesmente de taxa de varia¢do da fungdo do primeiro grau. O coeficiente angular m
na férmula f(x) = mx + b € a taxa de variagdo da fungo do primeiro grau.

Resumo do que aprendemos sobre fun¢des do primeiro grau
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Funcoées do segundo grau e seus graficos

Uma fungio do segundo grau (também conhecida como fungio quadrética) é uma fungdo
polinomial de grau 2 da forma f(x) = ax* + bx + ¢, onde g, b e ¢ sdo constantes reais e a + 0.

Veremos que o grifico de toda funcio do segundo grau € uma parabola de concavidade para
cima ou para baixo. Isto porque o grafico de qualquer fungio do segundo grau pode ser obtido do
grifico da fungio f(x) = x? por uma seqiiéncia de translagdes, reflexdes, “esticamentos™ e “enco-
lhimentos”.

. Descreva como transformar o grifico de f(x) = x? em um grfico da fun¢io dada. Esboce o grifico
. manualmente.

(@) gx) = —(1/2)x* + 3 (b) A(x) =3(x + 2)? - 1
SOLUCAO

' (a) O gréfico de g(x) = —(1/2)x* + 3 € obtido “encolhendo” verticalmente o grafico de f (x) = x2
por meio da multiplicagdo pelo fator 1/2, refletindo o gréfico resultante com relagéio ao eixo
horizontal x e transladando o grdfico refletido trés unidades de medida para cima. Veja a
Figura 8.2(a). .

(b) O gréfico de h(x) = 3(x + 2)? — 1 & obtido “esticando” verticalmente o gréfico de f (x) = x?
por meio da multiplicagdo pelo fator 3 e transladando o grifico resultante duas unidades para
a esquerda e uma unidade para baixo. Veja a Figura 8.2(b).

\(
Dy

T T T 11

=

i
X — \V

T TTT

-5
(a) (b)

Figura 8.2 O gréfico de f(x) = x> mostrado com (a) g(x) = —(1/2)x + 3 e (b) h ) =3(x+22-1.

O gréfico de f(x) = ax?, com a > 0, é uma pardbola com concavidade para cima. Quando a < 0,
o grafico € uma pardbola com concavidade para baixo. Independentemente do sinal de a, o eixo verti-
cal y € areta de simetria para o gréfico de f(x) = ax2. A reta de simetria para uma parédbola € seu eixo
de simetria. O ponto sobre a pardbola que cruza seu eixo de simetria € o vértice da parédbola. Pelo fato
de uma fungfo do segundo grau ser sempre uma paribola com concavidade para cima ou para baixo,
seu vértice € sempre o ponto mais baixo ou o ponto mais alto da pardbola. O vértice de fx) =ax?é
sempre a origem, como pode ser visto na Figura 8.3.
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eixo de simetria eixo de simetria

f)=ax*,a<0

vértice

vértice

fx)=axt,a>0

(a) (b)

Figura 8.3 O gréafico de f(x) = ax? para{a)a>0e (b) a <O0.

Expandindo f(x) = a(x — h)? + k e comparando os coeficientes resultantes com a forma
quadritica padrio ax? + bx + ¢, onde os expoentes de x sdo organizados em ordem decrescente,
podemos obter férmula para & e k.

fx)=alx—h?+k
"=a(x*—2hx + k%) +k’
= ax? + (—2ah)x + (ah® + k)

=ax’+bx+c
Como b = —2ah e ¢ = ah’? + k na ultima linha desenvolvida anteriormente, temos que
h= —b/2a e k = ¢ — ah® Usando essas férmulas, entdo qualquer fun¢do do segundo grau f(x) =

ax? + bx + c pode ser reescrita na forina
f)=alx—hm?+k

Essa € a forma canénica para uma fungio do segundo grau, o que torna fécil a identificagdo do
vértice e o eixo de simetria do grafico da fungdo.

y=ax*+bx+c¢

t
t
|
1
1
1
|
|
|
|
|
T
|
|
I

(a) (b)

Figura 8.4 O vértice esta em x = —b/2a, cujo valor descreve o eixo de simetria.
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—(b* + 4ac)
2a

O valor de k também € conhecido como

Use a forma candnica de uma fun¢fio do segundo grau para encontrar o vértice e o eixo de sime-
* tria do gréfico de f(x) = 6x — 3x% — 5. Reescreva a equagio na forma candnica.

SOLUCAO
A forma polinomial padrio de fé f(x) = —3x% + 6x — 5.
Assim, a = —3,b =6 e ¢ = —5, e as coordenadas do vértice sdo
h=-2 -8 _1.
2a 2(—3)

k=f(h)=f1)=—-3+:12+6-1-5=—-2

k = f(h), pois € a segunda coordenada de um ponto cuja primeira coordenada € A.
= A equagdo do eixo de simetria é x = 1, o vértice € (1,—2) e a forma candnica de f ¢

) = =3(x— 1?2+ (-2)

- Utilize o recurso de completar o quadrado de uma expressdo algébrica para descrever o gréfico de
f(x) = 3x2+ 12x + 11. Confira sua resposta graficamente.

SOLUCAO

Solucgéo algébrica

Ffl) =3x2+ 12x + 11
=3(x2+ 4x) + 11
=32 +4x+()— () + 11
=3(x2+4x+ (20— (22)) + 11
=3(x2+4x+4)—-34) +11

=3x+2)?2—1
O grifico de f é uma pardbola de concavidade para cima com vértice (—2, —1), eixo de simetria
x = —2 e que cruza o eixo x nos valores dados aproximadamente por —2,577 e —1,423. Os
valores exatos das raizes sio x = —2 = V/3/3.

Solucédo grafica

O grifico na Figura 8.5 mostra esses resultados.
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X=—2

L Y=—1

[-4,7; 4,7] por [-3,1; 3,1]

Figura 8.5 Os graficos de f(x) = 3x% + 12x + 11 e f(x) = 3(x + 2)? — 1 sdo 0s mesmos.

Resumo do que aprendemos sobre funcoes do segundo grau

REvVISAo RAPIDA

Nos exercicios 1 e 2, escreva na forma da equagio geral da reta, sendo que para cada caso a reta tem coefi-

ciente angular m e cruza o eixo vertical y em b.

lLm=38, b=236 2.m=-18, b=-2

Nos exercicios 3 e 4, escreva uma equagfo para a reta que contém os pontos dados. Represente, graficamente,

a reta com 0s pontos.

3.(-2,4)e(3,1) 4.(1,5)e(-2,-3)
Nos exercicios 5 a 8, faca a expansdo de cada expressdo.
5. (x + 3)2 6. (x — 4)?

7. 3(x — 6)? 8. —3(x +7)?

Nos exercicios 9 e 10, fatore o trindmio.

9.2x2—4x+2 10. 3x2 + 12x + 12

¢ Podemos nos referir ao quadrante |
i 1do plano cartesiano quando x > 0 f
e y > 0; ao quadrante II, quando x

. < 0ey > 0; ao quadrante III,

:{ quandox < 0 ey < 0; e ao qua-
drante IV, quandox > 0 e y < 0.
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ExXERcCiC1OS

Nos exercicios 1 a 6, determine quais sdo fungdes
polinomiais. Para aquelas que sdo, identifique o
grau e o coeficiente principal. Para as que ndo sdo,
justifique.

1. f(x) =3x3+ 17
fx)=2x>——x+9
3
5. h(x) = V27x% + 8x°

2. f(x) = -9+ 2x
4. f(x)=13

6. k(x) = 4x —5x2
Nos exercicios 7 a 12, escreva uma equagio para a

funcédo do primeiro grau f satisfazendo as condigdes
dadas. Represente as fungdes graficamente.

7. f(=5)=~1 ¢ f(2)=4

8. f(—-3)=5 e f(6)=-2

9. f(—4)=6 e f(-1)=2

10. f(1)=2 e f(5)=7

11.f(0) =3 e f(3)=0

12. f(-4) =0 e f(0)=2
Nos exercicios 13 a 18, associe um grifico a uma
fun¢@o. Explique sobre a sua escolha.

13.f(x) =2x + 1)2—3 14. f(x) = 3{x +2)2 - 7
15. f(x) =4 — 3(x — 1)? 16. f(x) =12 — 2(x ~ 1)?
17. f(x) = 2(x — 1> — 3 18. f(x) = 12 — 2(x + 1)?

(e) (f)

Nos exercicios 19 a 22, descreva como transformar o
grifico de f(x) = x? no gréifico das fun¢des dadas.
Faga o esboco de cada grifico.

19. g(x) =(x - 3)2 -2 20. h(x) = %xz -1

21. o(x) = %(x 22 -3 22 h(x) = —3x2 42

Nos exercicios 23 a 26, encontre o vértice e o eixo de
simetria do gréfico de cada fungéo.

23. fx)=3x—1)2+5

24. g(x) = —3(x+2)?2 -1

25 f(x)=5(x—1H*—-7

26. g(x) =2(x — V3)2 + 4

Nos exercicios 27 a 32, encontre o vértice e o eixo de

simetria do gréfico de cada fung&o. Reescreva a fungao
na forma candnica.

27. f(x) =3x*+5x — 4

28.f(x) = —2x>+7x — 3

29. f(x) =8x —x*+3

30.f(x) =6 — 2x + 4x?

31l.g(x) =5x2+4 — 6x

32. h(x) = —2x2—7x — 4

Nos exercicios 33 a 38, use o recurso de completar o
quadrado de uma expressdo algébrica para descrever

o grifico de cada funcéo. Prove suas respostas grafi-
camente.

33.f(x) =x2—4x+ 6
34. g(x) = x> — 6x + 12
35. f(x) = 10 — 16x — x2
36. h(x) = 8 + 2x — x?
37.f(x) =2x*+ 6x + 7
38. g(x) = 5x2 — 25x + 12

Nos exercicios 39 a 42, escreva uma equagdo para
cada pardbola, usando o fato de um dos pontos do

gréfico ser o vértice.
o 5\)\ /

39. _ 40.
N,

! -
T F2,-7)
[-5, 51 por [-15, 15} [-5, 5] por [-15, 15]

42.
’(\1’“) L9
[T 7%

{5, 5] por [-15, 15] [-5, 5] por [-15, 15]
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Nos exercicios 43 e 44, escreva uma equacdo para a
fungdo do segundo grau cujo gréfico contém o vértice
€ o ponto dados.

43. Vértice (1, 3) e ponto (0, 5).
44. Véttice (~2, —5) e ponto (—4, —27).

45. Uma pequena empresa fabrica bonecas e semanal-
mente possui um custo fixo de R$ 350,00. Se o
custo para o material € de R$ 4,70 por boneca e
seu custo total na semana € uma média de
R$ 500,00, quantas bonecas essa pequena empresa
produz por semana?

46. Entre todos os retangulos cujos perimetros sdo
iguais a 100 metros, encontre as dimensdes do
que tem a drea maxima. g

47. O prego p por unidade de um produto quando x
unidades (em milhares) sdo produzidas ¢ mode-
lado pela fun¢io

preco = p = 12 — 0,025x

A receita (em milhdes de reais) € o produto do
prego por unidade pela quantidade (em milhares)
vendida. Isto €,

receita = xp = x (12 — 0,025x)

(a) Represente graficamente a receita para uma
produgdo de 0 a 100.000 unidades.

(b) Quantas unidades deveriam ser produzidas se
a receita total € de R$ 1.000.000,00?

48. Uma imobilidria possui 1.600 unidades de imé-
veis para alugar, das quais 800 estdo alugadas por
R$ 300,00 por més. Uma pesquisa de mercado
indica que, para cada diminuigio de R$ 5,00 no
valor do aluguel mensal, isso resulta em 20 novos
contratos.

(a) Encontre a fungio receita que modela o total
arrecadado, onde x € o nimero de descontos
de R$ 5,00 no aluguel mensal.

(b) Represente graficamente a receita para va-
lores de aluguel entre R$ 175,00 e R$ 300,00
(isto € para 0 = x = 25), que mostra um
mdximo para a receita.

(¢) Qual valor de aluguel permite que a imobi-
lidria tenha receita mensal maxima?

Nos exercicios 49 e 50, complete a andlise para cada
fung¢do dada.

49. Analisando uma funcéo Complete:

A fungdo f(x) = x chamada funcdo identidade.

Fungdes do primeiro e segundo graus 93

Domtinio:

Imagem:

Continuidade:

Comportamento crescente/decrescente:
Simetria:

Limite:

Extremo local:

Assintotas horizontais:

Assintotas verticais:

Comportamento nos extremos do dominio:
50. Analisando uma funcio Complete:
A fungdo do segundo grau f(x) = x2,
Dominio:

Imagem:

Continuidade:

Comportamento crescente/decrescente:
Simetria:

Limite:

Extremo local:

Assintotas horizontais:

Assintotas verticais:

Comportamento nos extremos do dominio:

51. Verdadeiro ou falso O valor inicial de flx)=
3x? + 2x — 3 ¢ 0. Justifique sua resposta.

52. Verdadeiro ou falso O grifico da fungdo f(x)

=’ —x+ 1 ndo tem raiz, isto é, nio passa

pelo eixo horizontal x. Justifique sua resposta.

Nos exercicios 53 e 54, considere f(x) = mx + b,
f(=2)=3ef(4)=1.
53. Multipla escolha Qual ¢ o valor de m?

(@3 b)-3 (©-1 (@13 (e)~1/3

54. Multipla escolha Qual € o valor de 5?
(@4 ) 113 (€073 ()1 (e) —1/3

Nos exercicios 55 e 56, seja f(x) = 2(x + 3)? —5.

55. Multipla escolha Qual € o eixo de simetria do
gréfico de f?

@x=3 (b)x=-3 (c)y=5

(d)y=-5 (e})y=0
56. Multipla escolha Qual € o vértice de f?
(a)(0,0) (b)(3,5) (e)(3,-5)

(d@)(=35) (e)(=3,-5)
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57. Identifique graficos de func¢des do primeiro
grau

(a) Quais das representagdes graficas de retas sdo
grificos de fungdes do primeiro grau?
Justifique sua resposta.

(b) Quais das representagdes grificas de retas sdo
gréficos de fungdes? Justifique sua resposta.

(c) Quais das representagbes grdficas de retas
ndo sdo grificos de funcgdes? Justifique sua
resposta.
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(i)

68. Seja f(x) = x%, g(x) = 3x + 2, h(x) = 7x — 3,
k(x) =mx + be l(x) = x°.

(a) Calcule a taxa média de variagio de fde x = 1
ax=3.

(b) Calcule a taxa média de varia¢do de fde x = 2
ax=35.

(c) Calcule a taxa média de variagdo de fde x = a
ax=c.

(d) Calcule a taxa média de variagio de g de x = 1
ax=3.

(e) Calcule a taxa média de variagio de g de x = 1
ax=4.

(f) Calcule a taxa média de variagfo de g de x = a
ax=c

(g) Calcule a taxa média de variagdo de hde x = a
ax=c.

(h) Calcule a taxa média de variagio de kde x = a
ax=c.

(i) Calcule a taxa média de variagio de [ de x = a
ax=c.

59. Suponha que b* — 4ac > 0 para a equagio ax?® +
bx +c=0.

(a) Mostre que a soma das duas solugdes desta
equagdo € —b/a.
(b) Mostre que o produto das duas solugdes desta
equacio 6 c/a.
60. Prove que o eixo de simetria do gréfico de f(x) =
(x —a)(x — b)éx = (a+ b)/2,onde ae b sio
nimeros reais.

61. Identifique o vértice do grafico de f(x) = (x — a)
(x — b) é x = a + b/2, onde a e b sdo quaisquer
nlimeros reais.

62. Prove que se x; e x, sdo nlimeros reais e sdo
as raizes da func@o do segundo grau dada por
f(x) = ax®> + bx + ¢, entio o eixo de simetria do
grafico de fé x = (x; + x)/2.
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Funcoes ) St s
poténcia

Definicao
Fungdes poténcia formam uma importante familia de

fungdes pela sua propria estrutura, além de fazerem parte
de outras funges.

DEFINICAO Fungéo poténcia

Qualquer funcdo que pode ser escrita na forma
fx) = kx4,

onde k e a sdo constantes diferentes de zero, € uma funcio
poténcia. A constante a € a poténcia (ou o expoente) ¢ k € a constante de variacdo ou constante
de proporgiio. N6s dizemos que f (x) varia como a a-ésima poténcia de x ou que f (x) é propor-
cional & a-ésima poténcia de x.

Em geral, se y = f(x) varia como uma poténcia constante de x, entdo y é uma fungéo poténcia
de x. Muitas das férmulas mais comuns de geometria e ciéncia sdo fungdes poténcia.

Nome Férmula Poténcia ou expoente  Constante de varia¢do
Comprimento da circunferéncia C=2nr 1 27
Area de um circulo A= 7r? 2 T
Forga da gravidade F = k/d? -2 k
Lei de Boyle V==KP -1 k

Estes quatro modelos de func¢des poténcia envolvem relagdes que podem ser expressas na lin-
guagem de variagdo e propor¢do:

* O comprimento da circunferéncia varia diretamente com o seu raio.

* A édrea dentro de um circulo € diretamente proporcional ao quadrado do seu raio.

* A forga de gravidade agindo sobre um objeto € inversamente proporcional ao quadrado da distin-
cia do objeto ao centro da Terra.

* A lei de Boyle afirma que o volume de um gas armazenado (em uma temperatura constante) varia
inversamente com relaco a pressdo aplicada.

As férmulas de fungio poténcia com poténcias positivas (expoentes positivos) sdo exemplos de
variacio direta, e férmulas de funcdo poténcia com poténcias negativas (expoentes negativos) sdo
exemplos de variac@o inversa. A menos que a palavra inversamente esteja incluida em um exem-
plo de variagio, ela € assumida como direta, como no caso que veremos a seguir.
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. Verifique a poténcia (ou o expoente) e a constante de variagio para cada fungio, represente-a gra-
: ficamente e analise-a.

(@) () = Vx (b) g() = —
| SOLUGAO

- (@) Como f(x) = Vx = x/* = | « x1/3_entdio seu expoente € 1/3 e sua constante de variacdo € 1.
:‘ O gréfico de f € demonstrado na Figura 9.1(a).

Dominio: conjunto de todos os ndmeros reais

Imagem: conjunto de todos os ndmeros reais

E continua

E crescente para todo x

E simétrica com relagdo a origem (uma fungio impar)

Nio € limitada nem superior nem inferiormente

Nio tem extremo local

Nio tem assintotas

. .3 . 3
Comportamento nos extremos do dominio: lim Vx = —w e 11rxJ1r Vi = + oo
X—r—o00 X—> Too

Fato interessante: a fungdo raiz ciibica f(x) = Vx & a inversa da fung¢do cibica.
‘ (b) Como g(x) = 1/x* = x™2 = 1 - x~2, entdo seu expoente é —2 e sua constante de variago ¢ 1.
O grafico de g € demonstrado na Figura 9.1(b).

Dominio: ]—eo, O[ U 10, +oo[ |

Imagem: ]0, +oof

E continua sobre seu dominio. E descontinua em x = 0

E crescente sobre ]—o0, Of. E decrescente sobre 10, +oo[

E simétrica com relacdo ao eixo y (uma funcéo par)

E limitada inferior, mas nio superiormente

N3do tem extremo local

Assintota horizontal y = 0. Assintota vertical: x = 0

Comportamento nos extremos do domfnio:xgm (1/x)=0 exli)rrl (1/x?) =0

Fato interessante: g(x) = 1/x ¢ a base das leis cientificas com inverso de um quadrado, como é
o principio gravitacional com quadrado inverso dado por F = k/d?, mencionado anteriormente.

Assim, g(x) = 1/x? é chamada as vezes de fungio do quadrado inverso, mas ndo € a inversa
da fun¢io quadritica e sim sua inversa multiplicativa.

- -

[-4.7: 4,7] por [-3,1; 3,1] [-4.7; 4,7 por [-3,1; 3,1]
(a) (b)

Figura 9.1 Os graficos de (a) f(x) = Vx = x'® e (b) g (x) = 1/x2 = x~2,
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Funcbées monomiais e seus graficos

Uma fungdo polinomial de um termo € uma funcéo poténcia que é também chamada de uma
fungd@o monomial.

DEFINICAO Funcgdo monomial

Qualquer fun¢@o que pode ser escrita como
f(x) =k ou f(x)=k-x"
onde k é uma constante e n € um inteiro positivo, € uma funcio monomial.

Assim, a fungfo zero e as fungdes constantes sdo fungdes monomiais, mas a fungdo monomial
mais tipica € uma funcio poténcia com um expoente inteiro positivo, o qual € o grau do mondmio.
As fungdes basicas x, x2 e x* sdo fungdes monomiais tipicas. E importante entender os gréficos das
fungdes monomiais, porque toda fungdo polinomial € uma fungio monomial ou uma soma de fun-
¢des monomiais. ’

#

sar a funédo cubica

junto de todos os nimeros reais
de todos os nimeros reais

L E :

E odox -

E lagdo & origerfi (uma fung@o fmpar)

N

Ni

N

Co limx* = — e lim x> = 4o

nos extremos do dominio:
. . X—>—oo x—>+oo

[—4,7; 4,7 por [-3,15 3,1]

Figura 9.2 O gréafico de f(x) = x3.

Descreva como obter o grifico de cada fungdo dada do gréfico de g(x) = x" (observe que o valor
do expoente é mantido). Vocé pode esbocar o grafico e conferir com uma calculadora apropriada.

(@) f(x) = 223 (b) F(x) = —%x‘*
SOLUCAO

(a) Obtemos o grafico de f(x) = 2x° “esticando” verticalmente o gréfico de g(x) = x* por meio da
multiplicagio pelo fator 2. Ambas sdo fung¢bes impares. Veja a Figura 9.3(a).
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(b) Obtemos o grafico de f(x) = —(2/3)x* “encolhendo” verticalmente o grifico de g(x) = x* por
' meio da multiplicago pelo fator 2/3 e, ento, refletindo com relacio ao eixo x (devido ao sinal

negativo). Ambas sdo fungdes pares. Veja a Figura 9.3(b).
[ - 4
\\ ) ,I
N = /
B A \\ //
o4
B a”// \\\ B /’/,
- - \\h . -
[—2, 2] por [ 16, 16] [-2, 2] por [-16, 16]
(a) ()
Figura 9.3 Os graficos de (a) f(x) = 2x* com fungdio monomial basica g(x) = +* e (b) fx) =

—(2/3)x* com fungdo monomial basica g(x) = x*.

Graficos de funcgoes poténcia

Os graficos na Figura 9.4 representam as quatro formas que sio possiveis para fungdes potén-
cia em geral, tais como f(x) = k « x® para x = 0. O gréfico de f sempre contém o ponto (1, k). As
fungBes que apresentam expoentes positivos também passam pelo ponto (0, 0). Aquelas com
expoentes negativos sio assintdticas para os dois eixos, isto €, nfio cruzam nenhum deles.

Quando k > 0, temos o grifico no primeiro quadrante, mas quando k£ < 0 o gréfico estd no
quarto quadrante.

Em geral, para qualquer fungo poténcia f(x) = k « x, uma das trés situacdes seguintes ocor-
re quando x < 0.

* f ¢ indefinida para x < 0, como no caso para f(x) = x"? e f(x) = x™.
* f € uma fung@o par, assim f € simétrica com relagdo ao eixo vertical y, como no caso para

F(x) =x"2ef(x) = x¥3,

* f € uma fung@o {mpar, assim f ¢ simétrica com relagéo a origem, como no caso para f(x) =x"!

e flx) = x5,
Yy y
1 2 3
a<0 Ja>1 a=1 0 I I l x
\ —
\ (1, k) O<a<l
O<a<l1
(1, k)
\"""‘wm
| | | x {a<0 a>1 a=1
0 1 2 3

(a) (b)

Figura 9.4 Os graficos de f(x) = kex?parax = 0. (a) k > 0, (b) k < 0.

O préximo exemplo ilustra o processo em dois passos para a representagdo grafica da fungdo
poténcia.
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Encontre os valores das constantes k e a. Descreva a parte da curva que estd no primeiro ou no
quarto quadrante. Determine se f € par, fmpar ou indefinida para x < 0. Descreva o restante da
curva nos demais quadrantes. Esboce o grifico para verificar a descrigdo.

(@) flx) = 2273 (b) f(x) = =0,4x13  (¢) f(x) = —x04
SOLUCAO
(@) Como k = 2 é positivoe a = —3 ¢ negativo, entdo o grafico passa pelo par ordenado (1, 2) e &

assintético em ambos os eixos. O grifico € de uma fungdio decrescente no primeiro quadrante.
A fungio f € impar porque

) =297 = = = 2= o=

Assim, o grafico € simétrico com relagdo 2 origem. O gréfico na Figura 9.5(a) nos orienta sobre
todos os aspectos dessa descricio.

(b) Como k = —0,4 ¢ neéativo ea = 1,5 > 1, ento o'grafico contém o par ordenado (0, 0) e passa
pelo par ordenado (1; —0,4). O grifico é de uma fungdo decrescente no quarto quadrante. A
fungdo f ndo estd definida para x < 0 porque

fx) = —0,4x15 = _%xyz - _é(\/;)3

¢ a fungdo raiz quadrada nio estd definida para x < 0. Assim, o gréfico de fndo tem pontos no
segundo e terceiro quadrantes. O grafico na Figura 9.5(b) nos orienta sobre todos os aspectos
dessa descrigéo.

(c) Como k = —1 € negativo e 0 < g < 1, entiio o gréfico contém o par ordenado (0, 0) e passa
pelo par ordenado (1, —1). O grifico é de uma fun¢do decrescente no quarto quadrante. A fun-
¢éo f € par porque

fED) =~ =~ = —(Vx)2 = —(-Va)?
= —(Vax)?= —x = ()

Assim, o grafico de f¢ simétrico com relago ao eixo vertical v. O gréfico na Figura 9.5(c) con-
firma a descrigfo.

[—4,7;4,7] por [—3,1; 3,1] [—4,7,4,7] por [-3,1; 3,1] [-4,7;4,7) por [-3,1; 3,1]
(@) ®) ©

Figura 9.5 Os graficos de (a) f(x) = 2x 73, (b) f(x) = —04x'5 e (c) f(x) = —x04,
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- a fungéio raiz quadrada

1108 extremos do dominio:
L X—>+o0

RevisAo RAPIDA

‘tyasfncm horizontais nem verticais
lim Vx= +oo

[4.7,4.7] por [-3.1, 3.1]

Figura 9.6 O grafico de f(x) = V.

Nos exercicios 1 a 6, escreva as Seguintes expressdes usando somente expoentes inteiros positivos.

1 x2/3
4. x77

2. p5/2
5. qA4/5

3.4
6.m 13

Nos exercicios 7 a 10, escreva as seguintes expressoes na forma k - x* usando um dnico ndmero racional para

0 expoente a.

4x

7. Vor? 8. Var’ 9. 3 = 10. =

X 32x°
EXERCICIOS
Nos exercicios 1 a 10, determine se a funciio é uma  17. A drea A de um tridngulo eqiiildtero varia direta-
funcdo poténcia, dado que ¢, g, k e 7 representam mente com o quadrado do comprimento s dos
constantes. Para aquelas que sdo fungdes poténcia, seus lados.
verifique o expoente e a constante de variagao. 18. O volume V de um cilindro circular com peso

1. f(x) = —%x5 2. f(x) = 9x°3

3. f(x) =3.2¢ 4.f(x) =13

5. E(m) = mc? 6. KE() = %kv5
_1 4

7.d—2gt 8. V——37rr

9.I=-§5 10. Fla)=m-a

Nos exercicios 11 a 16, determine se a fungéo € dada
por um mondmio, dado que / e 7 representam cons-
tantes. Para aquelas que sdo fungdes monomiais, veri-
fique o grau e o coeficiente principal. Para aquelas
que ndo sdo, justifique.

11. f(x) = —4 12. flx) =3x73
13.y = —6x’ 14. y=-2:5"
15. S = 472 16. A=lw

Nos exercicios 17 a 22, escreva os problemas como
uma equagio com funcdo poténcia. Utilize k como a
constante de variagdo se nenhuma é dada.

fixado ¢ proporcional ao quadrado do seu raio r.
A corrente ] em um circuito elétrico € inversamen-
te proporcional a resisténcia R, com constante de
variagdo V.

A lei de Charles (conhecida como lei de Gay-
Lussac) diz que o volume V de um gés ideal, &
pressdo constante, varia diretamente com a tem-
peratura absoluta T.

A energia E produzida em uma reagdo nuclear é
proporcional & massa m, com a constante de varia-
¢do sendo ¢?, o quadrado da velocidade da luz.

A velocidade p de um objeto em queda livre que
foi langado varia com a raiz quadrada da distan-
cia &eicorrida d, com a constante de variacdo k
=Vg.

19.

20.

21.

22,

Nos exercicios 23 a 25, escreva uma sentenga que

expresse o que ocorre na férmula, usando a lingua-

gem de varia¢@o ou proporgdo.

23. w = mg, onde w e m s30 0 peso ¢ a massa de um
objeto, respectivamente; g € a constante de acele-
ragdo devido a gravidade.




24. C = 7D, onde C e D representam o comprimen-
to e o didmetro de um circulo, respectivamente, €
77 € a constante.

25, d = p%/2g, onde d € a distancia percorrida de um
objeto langado em queda livre, p € a velocidade
do objeto e g € a constante de acelera¢io devido
a gravidade.

Nos exercicios 26 a 29, verifique a poténcia e a cons-
tante de variag@o para a fungio, esboce-a graficamen-
te e faca uma andlise completa.

26. f(x) = 2x*
28.f(x) = %V‘/EE

27. f(x) = —3x3
29. f(x) = —2x73

Nos exercicios 30 a 35, descreva como obter o gréfi-
co da fungéo monomial dada do gréfice de g (x) = x™
com 0 mesmo expoente n. Verifique se a funcéo € par
ou fmpar. Esboce o grafico e, caso,queira, verifique-
o com uma calculadora adequada.

30. f(x) = %x“ 31. f(x) = 5x°
33. f(x) = —2x
35. f(x) = %)ﬂ

32, f(x) = —1,5%°
34.f(x) = %xs

Nos exercicios 36 a 41, associe cada funcdo a uma
das curvas no grafico.

y

a b c
e d

y

| X
\“\
e

4
h g f

36.1(x) = —%x“ 37. f(x) = %x*
38. f(x) = 2x#

40. f(x) = —2x2

39. f(x) = —x%3
41. f(x) = 1,7x*3

Nos exercicios 42 a 47, verifique os valores das cons-
tantes k e a para a fungdo f(x) = k- x? Descreva a
parte da curva que pertence ao primeiro e ao quarto
quadrantes. Determine se f € par, impar ou indefinida
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para x < 0. Descreva a parte restante da curva. Esbo-
ce graficamente a fungdo para verificar os itens da
descrigio.

42, f(x) = 3x!# 43. f(x) = —4x%3

44. f(x) = —2x*A 45, f(x) = %x”

1
46.f(x) = Ex_3 47. f(x) = —x7*
Nos exercicios 48 e 49, os valores sdo dados para y
como uma funcgdo poténcia de x. Escreva uma equa-
¢ao poténcia e verifique seu expoente e a constante de
variagdo.
48. x 2 4 6 8 10
0,222... 0,125 0,08

9. x 1 4 9 16 25
y. -2 -4 -6 -8 -—10

50. Se n € um nimero inteiro, n = 1, prove que
f{x) = x" é uma fung@o impar se n € impar e €
uma fungédo par se n € par.

51. Verdadeiro ou falso A funcio f(x) = x %3 ¢
par. Justifique sua resposta.

52. Verdadeiro ou falso O grifico da fungdo
f(x) = x!3 é simétrica com relagdo ao eixo ver-
tical y. Justifique sua resposta.

Nos exercicios 53 a 56, resolva o problema sem usar
calculadora.

53. Multipla escolha Seja f(x) = 2x~ 2. Qual é 0
valor de f(4)?

(a1 (c) 2V2

1
d —_—
( )2\/5
54. Multipla escolha Seja f(x) = —3x~ 3. Qual
das alternativas € verdadeira?
(@) f(0)=0 (b)f(-1)=-3
(d) f(3) =3 (e) f(0) € indefinido

55. Multipla escolha Seja f(x) = x*3. Qual das
alternativas € verdadeira?
(a) f ¢ uma funcgdo fmpar.

(b) —1

(e) 4

(©f(1)=1

(b) f é uma fungéo par.
(c) fndo € uma funcgio par nem uma fungdo fmpar.
(d) O grifico de f € simétrico com relacdo ao
eixo horizontal x.
(e) O gréfico de f € simétrico com relagdo
a origem.
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56. Multipla escolha Qual dos seguintes conjun- 57. Prove que g(x) = 1/f(x) € par se e somente se
tos é o dominio da fungdo f(x) = x>2? f(x) for par e que g(x) = 1/f(x) é impar se e
somente se f(x) for impar.

58. Use os resultados do exercicio anterior para pro-

(b) [0, +oof (c) 10, +oof var que g(x) = x~¢ é par se e somente se f(x) =

x¢ for par e que g(x) = x~% € impar se e somente
(d) 1—oo, 0f (e) ]—oo, 0L U 0, +oof se f(x) = x? for impar.

(a) Conjunto de todos os niimeros reais.
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Funcoes

polinomiais

0biél:ivo’s de aprendizagem

» Graficos de fungoes A
-polinomiais. : )

1 Comportamento dasfungﬁes
polinomzaxsf nos extremos do:
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ammsaobngaeoalgaﬂmoda
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- deD'Alembert.

Graficos de funcoes
polinomiais

J4a vimos que uma fun¢@o polinomial de grau zero ¢
uma fungdo constante e o grafico € uma reta horizontal
paralela ao eixo x. Uma funco polinomial de grau 1 € uma
fungdo do primeiro grau, seu grafico € uma reta inclinada.
Uma fungéo polinomial de grau 2 é uma fungdo do segun-
do grau, seu grafico € uma pardbola.

Vamos considerar agora fun¢oes polinomiais de graus
mais altos. Estas incluem as fungdes ciibicas (polinomiais
de grau 3) e funcées qudrticas (polinomiais de grau 4). Ja
vimos que uma fungéo polinomial de grau n pode ser escri-
ta na forma

f)=ax"+a,_x" "'+ +ax?+ ax + ay, com
a, 0

Eis algumas defini¢cdes importantes associadas as fun-
¢des polinomiais e a essa equagao.

DEFINICAO O vocabulario dos polinémios

* Cada mondmio na soma (a,x" + a, _

="~ 1 ... ay) é um termo do polinémio.

* Uma fungfo polinomial escrita nesta forma, com termos apresentando graus decrescentes, estd
escrita na forma-padrao.

* As constantes a,, a, — 1, - - *

* O termo g,x" € o termo principal e g, € o termo constante.

ay sio os coeficientes do polindmio.

No Exemplo 1, veremos que o termo constante ay de uma fungio polinomial p € tanto o valor
inicial da fungdo p(0), como o valor por onde o gréafico corta o eixo vertical y (este dltimo também
é chamado de intercepto).

¢ Descreva como transformar o grafico de uma fun¢do monomial f(x) = @,x" em um grafico da fun-
. ¢lo dada. Esboce o grifico transformado e verifique a resposta, se possivel, em calculadora com

¢ esse recurso. Calcule a localizagdo do intercepto (valor por onde o grifico passa no eixo vertical

¢ ¥) até mesmo como forma de conferir o gréifico transformado.
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(a) g(x) = 4(x + 1) M hx)= —(x—-2*+5
SOLUCAO

(a) Voce pode obter o grifico de g(x) = 4(x + 1)? apenas transladando o grafico de f(x) = 4x
uma unidade para a esquerda, como mostrado na Figura 10.1(a). O intercepto do gréfico de g

é g(0) = 4(0 + 1)3, que coincide com o valor observado no gréfico transformado.

(b) Vocé pode obter o grifico de h(x) = —(x — 2)* + 5 apenas transladando o grifico de

f(x) = —x* duas unidades para a direita e cinco unidades para cima, como mostrado na

Figura 10.1(b). O intercepto do grificode hé h(0) = —(0 — 2)* + 5= —-16 +5 = —11, que

coincide com o valor observado no grifico transformado.

a) (b)

Figura 10.1 (a) Os graficos de g(x) = 4(x + 1)* e f(x) = 4x>. (b) Os gréficos de h(x) = —(x — 2)* + 5
e f(x) = —x*.

O Exemplo 2 mostra o que pode acontecer quando fungdes monomiais sdo combinadas para
obter fungdes polinomiais. Os polindmios resultantes ndo sdo meras translacdes de fun¢des mono-
miais.

- Represente graficamente a fungéo polinomial, localize seus extremos e raizes e explique como estd
- relacionada com as fungdes monomiais utilizadas para a sua construgio.

%(a)f(x)=x3+x ’ (b) gx) =x3—x

. SOLUCAO

- (a) O grifico de f(x) = x> + x é demonstrado na Figura 10.2(a). A fungdo f ¢ crescente sobre
: ] oo, +oof € n@0 possui extremos (nem valor méximo nem valor minimo). A funcio fatorada
€ f(x) = x(x* + 1) e possui raiz em x = 0.

A forma geral do gréfico € muito parecida com o gréfico de seu termo principal que é x>, mas,
proxima da origem, a fungdo f se comporta como o outro termo dado por x, como vemos na
Figura 10.2(b). A fung@o f € impar, assim como cada parcela, isto &, cada mondmio.
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[—4,7,4,7] por [—3,1; 3,1] [—4,7;4,7) por [—3.1; 3,1]
() (b)

Figura 10.2 O grafico de f(x) = x® + x (a) sozinha e (b) com a func¢do y = x.

(b) O grifico de g(x) = x> — x é demonstrado na Figura 10.3(a). A fungdo g tem um mdximo
local dado por = 0,38 quando x = —0,58 e um minimo local dado por =-0,38 quando
x = 0,58. A fungio fatorada € g(x) = x(x + 1)(x — 1) e temraizesemx = —1,x = 0ex = 1.
A forma geral do gréfice € muito parecida com o grafico do seu termo principal, que € x*, mas,
préxima da origem, a fungdo g se comporta como o outro termo dado por —x, como vemos
na F1gura 10. 3(b) A fungao g é 1mpar assim como cada parcela, isto €, cada mondmio.

- RS

. F  ~-:,,‘\

- e o N

[—4,7;4,7] por [-3,1; 3,1] [—4,7,4,7] por [-3,1; 3,1]
(a) ®)

Figura 10.3 O grafico de g(x) = x* — x (a) sozinha e (b) com a fungdo y = —x.

Toda fungdo polinomial estd definida e € continua para todos os niimeros reais. Além de os gra-
ficos serem sem quebra, pulo nem buraco, eles também ndo tém “bicos”. Graficos tipicos de fun-
¢Oes cibicas e qudrticas s3o demonstrados nas Figuras 10.4 € 10.5.

/N S

Figura 10.4 Graficos de quatro fungdes cubicas tipicas: (a) dois com coeficiente principal posi-
tivo e (b) dois com coeficiente principal negativo.
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a4>0 a4<0

Ui AM

Figura 10.5 Graficos de quatro fungdes quarticas tipicas: (a) dois com coeficiente principal
positivo e (b) dois com coeficiente principal negativo.

Imagine retas horizontais passando através dos graficos nas Figuras 10.4 ¢ 10.5, como se fos-
sem o eixo horizontal x. Cada intersecgdo corresponde a uma raiz da fungo. Podemos concluir que
fungdes ctibicas tém, no maximo, trés raizes e as fungdes quarticas t&m, no maximo, quatro raizes.
As fungdes ciibicas apresentam, no méximo, dois extremos locais, e fungdes quarticas, trés extre-
mos locais. Estas observagdes generalizam o resultado:

TEOREMA Extremos locais e raizes de fungées polinomiais

Uma fungéo polinomial de grau n tem, no maximo, n — 1 extremos locais e no maximo 7 raizes.

Comportamento das funcées polinomiais nos
extremos do dominio
Uma caracteristica importante das fun¢des polinomiais € o seu comportamento nos extremos do

dominio. Esse comportamento estd intimamente relacionado com o comportamento do termo prin-
cipal. Analisaremos isso no Exemplo 3.

- Vamos comparar os gréficos das fungdes f(x) = x> — 4x2 — 5x — 3 e g(x) = x* que estdo no
. mesmo plano cartesiano, porém em escalas diferentes. Podemos observa-los a seguir:

\ /

[=7, 71 por [-25, 25] [—14, 14] por [—-200, 200} [—56, 56] por [—12800, 12800]
@ (b) ©

Figura 10.6 Graficos das fungdes f(x) = x> — 4% — 5x — 3 e g(x) = 13 que estdo no mesmo
plano cartesiano e em escalas diferentes.

B




CAPITULO 10  Funcdes polinomiais 107
. SOLUCAO
- A Figura 10.6 mostra os graficos das fungdes citadas em dimensdes cada vez maiores. Percebemos

¢ que os graficos vio ficando cada vez mais parecidos. Logo, as conclusdes sdo:

hm f(x) = llm g(x) +ooe hm f(x) = llm g(x)

Esse Exemplo 3 mostra algo verdadeiro para todos os polindmios: em escalas suficientemente
grandes, o grdfico de um polindmio e o grdfico do seu termo principal parecem ser idénticos. Isto
significa que o termo principal domina o comportamento do polindmio quando |x| —> +oo. Baseados
nesse fato, existem quatro padrdes possiveis nos extremos do dominio de uma fun¢éo polinomial.
O expoente e o coeficiente do termo principal nos indicam qual padrio ocorre.

Teste do termo pnncxpal pam comportamento das fungées polmammxs nos
extremos do dominio : : e LRI :

"Para qualquer fungdo polmom1a1 fex) = ax + a,_ 2" + <+ ax? + axx +

llmﬂx) = 400 llmf(x) = +oo
Xt X—>—oo
VAN ui —
II VL —
1 A
1 \\— —
[T | l;llll x IIII\I\”\I\IIII x
-% l’ a,>0 — a,<0
H J n fmpar — n fmpar
L\ —
lim fix) = —eo lim fix) = —
o x40
y y
lim fix) = +oo lim fix) = +oo
X—>—oo X+t
— — ,'\
T / \\
1 AN 7 1
I O ' D S I O x I N T W S x
i Fi P ¥
\‘ ll - a,>0 - a,<0
LR A - n par — n par
v
[ -
lim fix) = —oo lim f{x) = —oo

: Descreva o comportamento das fungdes polinomiais nos extremos do dominio:

@f@ =2+ 22— 1x— 12 (b) glx) = 20 + 2 — 22x% — 18 + 35
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[

L ISR 2N O |

[-5, 5] por [-25, 25] [-5, 5] por [-50, 50]
(a) (®)

Figura 10.7 (a) f(x) = x* + 2x? — 11x — 12 e (b) g(x) = 2x* + 2x3 — 22x2 — 18x + 35.

SOLUCAO

(a) O grifico de f(x) = x* + 24> — 11x — 12 € demonstrado na Figura 10.7(a). A funcdo f tem
dois extremos locais € trés raizes, que € o nimero,maximo possivel para esse polindmio. Os
limites sdo lim f(x) = lim x* = +o e lim f(x) = lim x* = —oo.

X—> +oo X—> +eo X——od X—> —oo

(b) O grifico de g(x) = 2x* + 2x® — 22x2 — 18x + 35 & demonstrado na Figura 10.7(b). A fun-
¢d0o g tem trés extremos locais e quatro raizes, que € o niimero méximo possivel para esse poli-
noémio. Os limites sdo lim g(x) = lim 2x* = +eo e lim g(x) = lim 2x* = +oo.

X +oo Xx—>+oo X—>—oco X—> —oo

Raizes das funcdes polinomiais

Sabemos que encontrar as raizes de uma fungéo f € equivalente a encontrar os valores de x por
onde o grafico de y = f(x) passa no eixo horizontal x, que sdo as solugdes da equacdo f(x) = 0. Uma
idéia € fatorar a func¢do polinomial, como veremos a seguir.

Encontre as raizes da funcio f(x) = x3 — x2 — 6x.
SOLUGAO
Solucéo algébrica
- Resolvemos a equagio f(x) = 0 fatorando:
P=xX-6x=0
xx2—x—6)=0
x(x=3)x+2)=0
x=0oux—3=0o0ux+2=0
x=0 ou x=3 ou x=-2

As raizes de fsd0 0,3 e —2.

Solugdo gréafica

Vocé pode usar uma calculadora com esse recurso ou esbocar manualmente. Confira na Figura 10.8.
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1 1 1
(=2,0/ (0,0 (3.0

[-5. 5] por [—15, 15]

Figura 10.8 O gréfico de y = x> — x> — 6x.

Do Exemplo 5, vemos que se uma fun¢éo polinomialb f é apresentada na forma fatorada, cada
fator (x — k) corresponde a uma raiz x = k, ¢ se k é um nimero real, entdo o par ordenado (k, 0) €
um ponto por onde o gréfico passa no eixo horizontal x.

Quando o fator & repetido, como na fungfo f(x) = (x — 2)*(x + 1)?, dizemos que a fungo poli-
nomial tem uma raiz repetida. A fungéo f tem duas raizes repetidas. Pelo fato de o fator x — 2 ocor-
rer trés vezes, entdo 2 € uma raiz de multiplicidade 3. De maneira similar, —1 € uma raiz de multi-
plicidade 2. A defini¢do seguinte generaliza esse conceito.

DEFINI(}AO Multiplicidade de uma raiz de uma funcéao polinomial

Se f é uma fungdo polinomial e (x — ¢)” € um fator de f, mas (x — ¢)"*! ndo &, entdo ¢ € uma raiz
de multiplicidade m de f.

Uma raiz de multiplicidade m = 2 é uma raiz repetida. Observe na Figura 10.9 que o gréfico
de f(x) = (x — 2)3(x + 1)? encosta no eixo horizontal x no par ordenado (—1, 0) e cruza o mesmo
eixo no par ordenado (2, 0). Isto também pode ser generalizado.

[—4, 4] por [—10, 10]

Figura 10.9 O grafico de f(x) = (x — 2)3(x + 1)%.

Raizes de multlplicidade impar e par

Se uma fungaao pohnomial f tem uma raiz real ¢ c de muiuphcldade mpar, entao o graﬁco de f
cruza o elxo honzontal xem (c, 0) e o valor de f muda de sinal '

Se uma fungﬁo polinomial f tem uma raiz real ¢ de multiy
: cmza 0 elxo honzontal x em (c 0) € o Valor de f I
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No Exemplo 5, nenhuma das raizes € repetida. Em virtude disso, cada raiz tem multiplicidade 1
(que € impar), o grafico da fungfo polinomial cruza o eixo horizontal x e tem mudanga de sinal em
todas as raizes (Figura 10.8). Saber onde o gréfico cruza e onde ele nfio cruza o eixo horizontal x €
importante no momento de esbocar grificos e resolver inequacées.

- Verifique o grau e relacione as raizes da fungo f(x) = (x + 2)*(x — 1)2. Verifique a multiplicidade
de cada raiz e se o gréfico cruza o eixo horizontal x na raiz analisada. Esboce o gréfico da funcio.

 SOLUGAO

" OgraudeféSeasraizessiox = —2ex=1.0 gréfico cruza o eixo x em x = —2, pois a multipli-
cidade € 3 (que € impar). O grifico ndo cruza o eixo x em x = 1, pois a multiplicidade € 2 (que é
par). Observe que os valores de f sdo positivos para x > 1, como também para —2 < x < 1; agora,
: parax < —2 os valores de f sdo negativos. Vocé pode conferir o esboco do grafico na Figura 10.10.

Figura 10.10 O grafico de f(x) = (x + 2)%(x — 1)

O Teorema do valor intermedidrio nos diz que a mudanga de sinal da fungfio implica a existéncia
de raiz real dessa funcdo.

TEOREMA Teorema do valor intermediario

Se a e b sdo niimeros reais com a < b e se f ¢ continua no intervalo [a, b], entdo f assume todos
os valores reais entre f(a) e f(b). Em outras palavras, se y, estd entre f(a) € f(b), entdo y, = f(c)
para algum niimero ¢ em [a, b].

Em particular, se f(a) e f(b) t€m sinais opostos (isto &, um € positivo e o outro € negativo), entio
f(c) = 0 para algum mimero ¢ em [a, b). Veja a Figura 10.11.
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f(b)

» Q

yo=0 x
fla

o —»
Nl

Figura 10.11 Se f(a) < 0 < f(b), entdo existe uma raiz x = c entre a e b.

Explique por que uma fungdo polinomial de grau impar tem ao menos uma raiz real.
SOLUGCAO )

«

Seja f uma fungdo polinomial de grau fmpar. Como o grau ¢ impar, o teste do termo principal nos
diz que £i1)n+wf (x) = —)lcl_)m_ _f(x). Assim, existem nimeros reais a ¢ b com a < b e tais que fla)e
f(b) tém sinais opostos. Pelo fato de toda funcio polinomial ser definida e continua para todos os
nimeros reais, f ¢ continua também no intervalo [a, b]. Portanto, pelo Teorema do valor interme-
didrio, f(c) = 0 para alguni ndmero ¢ em [a, b] e, assim, ¢ € uma raiz real de f.

Divisdo longa e o algoritmo da divisao

Ao fatorar um polindmio, descobrimos suas raizes e caracteristicas da representagio grafica.
Veremos uma maneira de fatorar polindmio utilizando a divisdo de polindmios, bastante semelhan-
te & divisdo de nimeros inteiros. Observe os exemplos a seguir:

3587 | 32 30+ 52 +8x+7 3x+2
e (Bx+2)—> =33 — 242

2 2 +x+2
387 32+ 8x+7
32 =322 — 2x
67 6x + 7
—64 —6x —4
3 3

A divisdo, seja de um niimero inteiro ou de um polindmio, envolve um dividendo dividido por
um divisor para obter um guociente ¢ um resto. Podemos verificar e resumir nosso resultado com
uma equagdo da forma

(Divisor){Quociente) + Resto = Dividendo
Das divisdes longas expostas, sdo verdades:
32112 + 3 = 3587 Bx+2DP+x+2)+3=33+52+8+7

Vejamos o algoritmo da divisdo:



112 Pré-calculo

0, tais que.

A fungio f(x) no algoritmo da divisdo é o dividendo e d(x) é o divisor. Se r(x) = 0, entdo
dizemos que d(x) divide exatamente f(x).
A equagio dada no algoritmo da divisdo pode ser escrita na forma de fragdo como

f& _ k)
dix) q() + d(x)

pois d(x) « g(x) + r(x)= f(x).

- Use a divisdo longa para encontrar o quociente e o resto quando 2x* — x> — 2 ¢ dividido por
2x2 + x + 1. Escreva com a notagfo do algoritmo da divisdo e na forma de fragéo.

SOLUCAO
Vamos considerar 2x* — x3 — 2 como 2x* — x> + 0x% + Ox — 2.

24 -+ 02+ 0x—2 22+ x+ 1
3 2

-2t - - x
P S 2 —x
—23 —x2 + 0x -2
+20 +x% + x
x—2

0 algoritmo da divisdo produz a forma polinomial

=3 —-2=0224+x+ D2 —x)+(x — 2)
Na forma de fragdo, temos:

2x4—x3—2_x2_x+ x—2
2x2 4+ x+ 1 2x2+x+1

Teorema do resto e Teorema de D’Alembert

Um importante caso especial do algoritmo da divisdo ocorre quando o divisor € da forma
d(x) = x — k, onde k é um ndmero real. Pelo fato de o grau de d(x) = x — k ser 1, o resto € um
nimero real. Assim, obtemos o resumo simplificado do algoritmo da divisdo:

fx)=@x—k-qx)+r
Veja que se colocarmos k no lugar de x, entdo:
f)=k—ky-qk)+r=0-qk)+r=0+r=r

onde r € o resto.



CAPITULO 10 Funcgdes polinomiais 113

TEOREMA Teorema do resto

Se um polindmio f(x) € dividido por x — k, entfio o resto € r = f(k).

Encontre o resto quando f{x) = 3x*> + 7x — 20 € dividido por

(a)x—2 (b)x+1 (c)x+ 4

SOLUCAO

- (a) Podemos encontrar o resto sem usar a divisio longa, mas sim o Teorema do resto com k = 2:
r=f(2)=3-224+7-2-20=12+ 14—20=6‘

) r=f(-1)=3-(-1P+7-(-1)—20=3-7-20=-24

(© r=f(-4)=3-(-42+7-(-4)-20=48—-28-20=0

INTERPRETACAO DO CASO QUANDO O RESTO E ZERO

Como em (c) o resto € 0, x + 4 divide f(x) = 3x2 + 7x — 20. Dessa forma, x + 4 é um fator de
fx) = 3x% + 7x — 20, —4 é uma solugdo de 3x% + 7x,— 20 = 0, e —4 é um valor do eixo hori-
.~ zontal x por onde o gréfico de y = 3x% + 7x — 20 passa. Podemos chegar a essa conclusdo sem
-~ dividir, fatorar ou esbogar o gréfico. -

TEOREMA Teorema de D’Alembert

Uma fungéo polinomial f(x) tem um fator x — k se e somente se (k) = 0 (é 0 mesmo que a divi-
sdo de f(x) por x — k é exata se ¢ somente se f(k) = 0).

Aplicando as idéias do Teorema de D’ Alembert no Exemplo 9, podemos fatorar f(x) = 3x> +
7x — 20 dividindo pelo fator x + 4.

32+ 7x— 20 x+4

—3x2 — 12x
3x—35
—5x — 20
+5x + 20
0

Assim, f(x) =3x2+ 7x — 20 = (x + 49)(3x — 5).
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Divisdo de polinémios pelo método de Briot
Ruffini

Continuamos com o importante caso especial de divisio de polindémio com o divisor x — k. O
Teorema do resto nos d4 uma maneira de encontrar o resto sem a técnica da divisdo longa. Este méto-
do mais curto para a divisdo de um polindmio pelo divisor x — k € chamado método de Briot Ruffini.

Diviséo longa Briot Ruffini
. O esquema inicial é

23 -32 - 5x - 12 x—3
-2 + 6x2 . A
—_————— 2%+ 3x+4 coeficientes do polindmio
3%~ 5x — 12 *—
—3x% + 9x k ’
4x — 12
—4x + 12

0

Repetimos o coeficient¢ do termo de maior grau embaixo dele mesmo. Mutltiplicamos esse
nimero pelo k e somamos com o préximo coeficiente da primeira linha; o resultado fica embaixo
desse préximo coeficiente. Fazemos repetidamente isto até o final:

|2 -3 -5 -12

3’2340

Observe que os coeficientes obtidos na segunda linha do esquema sdo os coeficientes da
expressdo do quociente obtida da divisdo longa e o tltimo algarismo na linha € o resto. Logo,

263 —3x% = 5x — 12 = (2% + 3x + 4)(x — 3)

Teorema das raizes racionais

As raizes reais das fungdes polinomiais sio raizes racionais — raizes que sdo ndmeros racio-
nais — ou raizes irracionais — raizes que sio nimeros irracionais. Por exemplo,

f(x) =4x? — 9 = (2x + 3)(2x — 3)
tem as raizes racionais —3/2 e 3/2. Outro caso:
f@)=x2=2=(x+V2)x-V2)

temn as raizes irracionais —V2 e V2 .

TEOREMA Teorema das raizes racionais

Suponha f uma fungio polinomial de grau n = 1 da forma
fx)=ax"+a, X"+ -+ g

com todos os coeficientes como ndmeros inteiros e ay # 0. Se x = p/q € uma raiz racional de f,
onde p e g sdo primos entre si, entdo:

* p € um fator inteiro do termo independente aq; e

* ¢ ¢ um fator inteiro do coeficiente principal a,,
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Encontre as rafzes racionais de f(x) = x> — 3x2 + 1.

 SOLUGAO
' Como o coeficiente principal e o termo independente sdo ambos iguais a 1, de acordo com o
Teorema das raizes racionais, as raizes que f pode ter sdo 1 ¢ — 1. Podemos verificar se sdo raizes
de f:
f(H=@1P-312+1=-1#0
F=D) = (1P =3(-12+1=-3%0

¢ Assim, f ndio tem raizes racionais. Logo, suas raizes, caso existam, sdo irracionais. A Figura 10.12
¢ mostra que existem trés raizes e a nossa conclusio € que elas sdo irracionais.

O oL LA 1 33 ERS £ TR SRS LA ST 8RO T 1A T8 SRR TSA PR NS00 PV 3 mmashs sovmamasevavemss oodh L ETE LI AT L RS TR £ LAY SO YN

N

[—4,7;4,7] por [—3,1; 3,1]

Figura 10.12 O gréfico da fungédo f(x) = x> — 3x> + 1.

Vimos no Exemplo 10 apenas dois valores candidatos a serem raizes racionais do polinémio.
As vezes, esse nimero € maior, como veremos no Exemplo 11.

Encontre as raizes racionais de f(x) = 3x3 + 4x? — 5x — 2.

 SOLUCAO

. Como o coeficiente principal € 3 e o termo independente é —2, pelo Teorema das raizes racionais,
temos varios candidatos para serem essas raizes. Os candidatos sdo:

Fatores de —2:"_'1,i2 L1, +2,£1/3, £2/3
Fatoresde3 ~*1,*3

A Figura 10.13 sugere, entre todos os valores candidatos, as raizes 1, —2 e, possivelmente, —1/3
ou —2/3.
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N
RY

[—4,7;4,7] por [—10, 10]

Figura 10.13 O grafico da fungéo f(x) = 3x> + 4x? — 5x — 2.

Vejamos pelo método de Briot Ruffini se 1 € raiz de f.

13 4 -5 =2

o1 ’ 3 7 2 0
: Como o dltimo nimero na segunda linha € 0, entdo x — 1 € um fator de f(x) e 1 € uma raiz de f.
: Pelo algoritmo da divisdo e usando fatoraco, temos:
f(x) =3x3+ 4x2 = 5x =~ 2
G- DB+ Tx+2)
=x-1DGx+ Dx+2)

Assim, as raizes racionais de fsdo 1, —1/3 ¢ —2.

Limites superior e inferior das raizes de uma
funcédo polinomial

Um niimero k& € um limite superior para raizes reais de f se f(x) nunca € zero quando x é
maior que k. De outra forma, um nimero k € um limite inferior para raizes reais de f se f(x)
nunca € zero quando x € menor que k. Assim, se ¢ € um limite inferior e d é um limite superior para
as raizes reais de uma funcéo f, entdo todas as raizes reais de f precisam estar no intervalo [c, d]. A
Figura 10.14 ilustra essa situacio.

Figura 10.14 c é um limite inferior e d € um limite superior para as raizes reais de f.




CAPITULO 10  Fungdes polinomiais 117

Teste dos limites superior o inferior de

Se k= 0 e todo mimero na se Jink
e superior para as raizes reais de f. *

. &= 0 ¢ 0s nlimeros na s ;
‘entdo k € um limite infevior para as raizes reai o

Prove que todas as raizes reais de f(x) = 2x* — 7x> — 8x> 4+ 14x + 8 pertencem ao intervalo
[-2,5]
SOLUCAO .

. Precisamos provar que 5 € um limite superior e —2 € um limite inferior para as raizes reais de f.
. Afungado f tem um coeficiente principal positivo, assim, podemos aplicar o Teste dos limites supe-
¢ rior e inferior de rafzes reais e usar o método de Briot Ruffini.

5

\ 2 -7 -8 14 8 | 2 -7 -8 14 8

5 ‘ 2 3 7 49 253 -2 | 2 —-11 14 -14 36

- Como a segunda linha na primeira divisdo consiste em todos os niimeros ndo negativos, entdo 5 €

- um limite superior. Como a segunda linha na segunda divisdo consiste em nimeros alternando o
sinal, entdo —2 é um limite inferior. Todas as raizes reais de f precisam estar no intervalo fechado
[-2,5]

Veremos a seguir quais sdo essas raizes.

Encontre todas as raizes reais de f(x) = 2x* — 7x3 — 8x? + 14x + 8.

 SOLUCAO .

Do Exemplo 12, sabemos que todas as raizes reais de f estdo no intervalo fechado [—2, 5].
Usando o Teorema das raizes racionais, temos:

Fatoresde 8 *1, *2, x4, £8
Fatores de 2 +1,+2

c+1, %2, 44,48 +1/2

Podemos comparar esses valores, que sdo candidatos, com os valores do gréfico por onde a curva
passa no eixo horizontal x (Figura 10.15).
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[—2, 5] por [—50, 50}

Figura 10.15 O gréafico de f(x) = 2x* — 7x3 — 8x? + 14x + 8.

Os valores que parecem ser raizes sdo 4 e —1/2.
Aplicando o método de Briot Ruffini para 4, temos:

Assim, f(x) = 2x* — 7x® — 8x? + 14x + 8 = (x — 4)(2x3 + x2 — 4x — 2).
Vamos aplicar o método novamente para —1/2.

i Dessa forma,

f(x)=(x—4)(2x3+x2—4x—2)=(x—4)X+%(2x2_4)=
= 20— 9x+ 2 Jo2 ~ 2 = (- 4)@x + D&+ VD~ VD)

¢ Assim, as raizes de f sdo os niimeros racionais 4 ¢ —1/2 e os nimeros irracionais -V2e V2.

Uma funcéo polinomial ndo pode ter mais raizes reais que o seu grau, mas pode ter menos.
Quando uma fung¢o polinomial tem menos raizes reais que seu grau, o Teste dos limites superior e
inferior de raizes reais nos auxilia para saber se encontramos todas elas.

Prove que todas as rafzes reais de f(x) = 10x°> — 3x? + x — 6 pertencem ao intervalo [0, 1].

SOLUCAO

i Precisamos provar que 1 € o limite superior ¢ 0 € o limite inferior para todas as raizes reais de f.
¢ A fungfo f tem um coeficiente principal positivo e assim vamos usar a divisdo pelo método de
i Briot Ruffini e o Teste dos limites superior e inferior de raizes reais.
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Na primeira diviso, a segunda linha tem somente nimeros nfo negativos; logo, 1 € o limite supe-
rior das raizes. Na segunda divisdo, a segunda linha tem niimeros alternados positivos e negativos;
logo, 0 € o limite inferior das rafzes. Todas as raizes reais de f pertencem ao intervalo fechado [0, 11.
Pelo Teste das raizes racionais:

1 3
—_— i_
10° 710

Podemos comparar esses valores, que sdo candidatos, com os valores do grafico por onde a curva
passa no eixo horizontal x (Figura 10.16).

Fatoresde -6 =*=1,*+2,+3,*+6 i 3 1 2 3 6
: P E2, X3, 26, x ko E o ko
Fatoresde 10 *1,+2, =5, +10 2725 5 5 5

[0, 1] por [—8, 4]

Figura 10.16 O grafico de y = 10x> — 3x2 +x — 6.

A nossa conclusdo € que f ndo tem raizes racionais. Podemos verificar também que f muda de
sinal sobre o intervalo [0,8; 1] ¢ isso mostra que existe uma raiz real nesse intervalo (pelo Teorema
- do valor intermediério), que, no caso, ¢ uma raiz irracional.

REVISAO RAPIDA

Nos exercicios 1 a 4, reescreva a expressido como um polindmio na forma-padrao.

x3 — 4x? + Tx 2x3 — 5x2 — 6x
—_— 2. —
x 2x
x*—3x2+ 7x° 6x* — 2x3 + Tx?
3. ——xz—— 4. 352
Nos exercicios 5 a 16, fatore o polindmio em fatores lineares.
5. x3 —4x 6. 6x2 — 54
7. 4x2 + 8x — 60 8. 15x3 — 22x% + 8x
9. x3+22-x-2 10. x* + x3 — 9x2 — Ox
11. x2—-x - 12 12. x2—11x+28
13. 322 - 1lx + 6 14. 6x2—5x +1

15. 32 — 5x2 + 2x 16. 6x3 —22x% + 12x
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Nos exercicios 17 a 20, escreva apenas a solugfo da equagdo (vocé pode resolver sem escrever).

17. x(x — 1) =0
19. (x + 6P +3)H(x— 1,5 =0

ExXERCIiCIOS

18. x(x +2)x—5)=0
20. (x +6)*(x + 4)*(x — 573 =0

Nos exercicios 1 a 6, descreva como transformar
o gréfico de uma fungdo monomial f(x) = x” em um
grifico da fungéo polinomial dada. Vocé pode esbo-
car o grafico da fungdo ou utilizar uma calculadora
apropriada. Verifique onde o gréifico passa no eixo
vertical y (o intercepto).

1. g(x) = 2(x — 3)°
.gr)y=—-12(x+1P+2
4.gx)=23(x—-3P+1 .
5.glx) = —2(x+2)*-3 "
6.gx)=3x—-1*-2

2. g(x) =—(x+5)3

Nos exercicios 7 e 8, esboce o gréfico da fungio poli-
nomial e localize seus extremos locais e raizes.

7. f(x) = —x* + 2x 8. g(x) = 2x* — 522

Nos exercicios 9 a 12, associe a fungdo polinomial a
seu grafico. Explique a sua escolha.

I |/ (U \

[—5, 6] por [—200, 400] [—35, 6] por [—200, 400}
(@) (b)

Vo U/ IRNWA
[ INA

[—5, 6] por [—200, 400} [—5, 6] por [—200, 400]
(©) (@

9. f(x) =73 — 21x2 — 91lx + 104
10. f(x) = —9x3 + 27x% + 54x — 73
11. f(x) = x5 — 8x* + 9x® + 58x2 — 164x + 69
12. f(x) = —x® + 3x* + 1633 — 2% — 95x — 44

Nos exercicios 13 a 20, esboce o grafico da fungéo de
modo que seja possivel visualizar seus extremos e rai-

zes. Descreva o comportamento da funcdo nos extre-
mos do dominio.

13. f(x) = (x — D(x + 2)(x + 3)

4. f(x) = (2x - 3)d4 -0+ 1)

16. f(x) = —x* + 4 + 31x — 70
16.f(x) = x> — 222 — 41x + 42

17. f(x) = (x — 2)%(x + 1)(x — 3)

18. f(x) = 2x + 1)(x — 4)?

19. f(x) = 2x* — 5x3 — 17x% + 14x + 41
20.f(x) = —3x* - 523+ 1522 — 5x + 19

Nos exercicios 21 a 24, descreva o comportamento da
fungdo polinomial nos extremos do dominio usando

lim f(x)elim f(x).

x—>+oo X——oo

21.f(x) =3x* - 52+ 3

22.f(x) = —x3+Tx* —4x+ 3

23.f(x)=Tx* - +3x—4

24. f(x) =3 —x*+ 32— 2+ 7

Nos exercicios 25 a 28, associe a fungio polinomial

a seu grafico. D& o valor aproximado das raizes da
funcdo. Use calculadora como recurso gréfico.

NS
[ /t

[—4, 4] por [—200, 200] [—4, 4] por [-200, 200}
(a) (b)

VAN,

[~2, 2] por [— 10, 50] [—4, 4] por [—50, 50]
(©) (d)

25. f(x) = 20x3 + 8x% — 83x + 55
26. f(x) = 35x> — 134x% + 93x — 18



27.f(x) =4x* — 6583 + 32+ 17x + 3

28.f(x) =4x* — 83 — 1922 +23x — 6

Nos exercicios 29 a 34, encontre as raizes da fungio
algebricamente.

29.f(x) =x>+2x— 8

30.f(x) =3x2+4x — 4

31 f(x) =9x2—3x -2

32. f(x) = x* — 25x

33.f(x) =38 —x? — 2x

34. f(x) =5x3 — 5x2 — 10x -

Nos exercicios 35 a 38, verifique o grau ¢ as raizes da
fungdo polinomial. Verifique a multiplicidade de
cada raiz e se o grafico cruza ou néo o eixo x no valor

analisado. Vocé pode esbogar o g}éﬁco da fungdo
polinomial.

35, f(x) = x(x — 3)2
36.f(x) = —x3(x — 2)
37.f(x) = (x — 1)3(x + 2)?
38. f(x) = 7(x — 3)%(x + 5)*

Nos exercicios 39 a 42, encontre as raizes da fungdo
algébrica ou graficamente (com uma calculadora
apropriada).

39. f(x) = x> — 36x

40. f(x) = x> + 2x% — 109x — 110

41. f(x) = x* — 7x* — 49x + 55

42. f(x) = > — 4x> — 44x + 96

Nos exercicios 43 a 46, encontre algebricamente uma
fungdo ciibica com as raizes dadas. Vocé pode confe-
rir a fungdo obtida esbogando o grafico manualmente
ou com uma calculadora apropriada.

43.3, -4, 6 4. 2,3 -5
45.V3,-V3,4  46. 1,1+V2,1-V2

Nos exercicios 47 e 48, explique por que a fungdo
tem no minimo uma raiz real.

47. f(x) = x" + x + 100
48. f(x) =x" —x + 50

49. Economistas determinaram que as fungdes
receita total e custo total referentes ao periodo de
um ano de uma pequena empresa sdo dadas, res-
pectivamente, por R (x) = 0,0125x2 + 412x e
C(x) = 12.225 + 0,00135x3, onde x € o niime-
ro de clientes.
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(a) Quantos clientes s3o necessdrios para que
exista lucro na pequena empresa?

(b) Quantos clientes sdo necessdrios para que
haja um lucro anual de R$ 60.000,00?

50. Uma caixa sem tampa serd feita apenas remo-
vendo um quadrado de tamanho x dos cantos de
uma pega de papeldo, com medidas 15 cm por
60 cm.

(a) Mostre que o volume da caixa é dado por
V(x) = x(60 — 2x) (15 — 2x).

{b) Determine o valor de x de modo que o volu-
me da caixa seja de no minimo 450 cm?.

X

15cm

60 cm

51. Quadrados de tamanho x s&o removidos de uma
peca de papeldo de 10 cm por 25 cm, para obter
uma caixa sem tampa. Determine todos os valo-
res de x tais que o volume da caixa resultante
seja de no minimo 175 cm?.

52. A fungio V(x) = 2666x — 210x? + 4x* repre-
senta o volume de uma caixa que foi feita remo-
vendo quadrados de tamanho x de cada canto de
uma peca retangular. Quais valores sdo possiveis
para x?

53. Verdadeiro ou falso O gréficode f(x) = x> —
x2—2 cruza o eixo horizontal x entre
x = 1 e x = 2. Justifique sua resposta.

54. Verdadeiro ou falso Se o gréfico de g(x) =
(x + a)? € obtido transladando o grifico de f(x)
= x? para a direita, entdio a precisa ser positivo.
Justifique sua resposta.

Nos exercicios 55 e 56, resolva o problema sem usar

uma calculadora.

55. Multipla escolha Qual € o valor por onde o
grafico de f(x) = 2(x — 1)> + 5 passa no eixo
vertical y?
(a) 7
(d) 2

(b) 5
(e) 1

(c) 3

56. Multipla escolha Qual € a multiplicidade da
raiz x=2 em f(x)=x-2>%x+2)?>

(x + 3)7?
(a) 1 (b) 2 (c) 3
(d) 5 (e) 7
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57. Multipla escolha O grifico a seguir € de qual
funcdo?

(@) f(x) = —x(x+2)2-x) ~
(b) f(x) = —x(x +2)(x =2)
() f(x) = —x*(x + 2)(x — 2)
(@) f(x) = =x(x + 2)%(x ~ 2)
(e) f(x) = —x(x + 2)(x — 2)?

58. Miiltipla escolha O grifico a seguir € de qual
fungio? ’

(@ f(x) =x(x+2)*(x-2)

(b) f(x) = x(x + 2)%(2 —.x)

(©) f(x) = ¥*(x +2)(x - 2)

(d) f(x) = x(x + 2)(x — 2)?

(e) f(x) = X (x + 2)(x — 2)2
Nos exercicios 59 e 60, a mesma fungio € represen-
tada graficamente em escalas diferentes.

59. Descreva por que cada representa¢do da fungio

f(x) = x5 — 10x* + 2x3 + 64x2 — 3x — 55

pode ser considerada inadequada.

LB e e |
T
>

P
B AN

[~5, 10] por [-7500, 7500]  [—3, 4] por [—250, 100]
(a) (b
60. Descreva por que cada representago da fungio

f(x) = 10x* + 19x3 — 121x2 + 143x — 51

pode ser considerada inadequada.
Lkl TN ./ 1
/ ~N

[—6, 4] por [ —2000, 2000] [0,5;1,5] por [—1, 1]
() (b)

Nos exercicios 61 a 66, divida f(x) por d(x) e escre-
va novamente a fun¢do como conseqiiéncia do algo-
ritmo da divisdo e também na forma de fragio.

61l f(x) =x*—2x+3;d(x) =x—1
62.f(x)=x3—1;dx) =x+ 1
63.f(x) =x3+4x>2+7x —9,d(x) =x + 3
64.f(x) =4x> —8x2+2x — 1;d(x) =2x + 1
65. f(x) = x* — 2x3 + 3x%2 — 4x + 6;
dix) =x2+2x-1
66.f(x) =x*—3x3+6x2—3x+5;
dx)=x2+1

Nos exercicios 67 a 72, faga a divisdo pelo método de
Briot Ruffini e escreva a fungio na forma de fragio.

x3—5x2+3x -2

67.
x+1

2x* =503 + 7x2 - 3x+ 1
) x—3

68

9x3 + 7x2 — 3x

69
x— 10

70_3x4+x3—4x2+9x—3
x+5

Sx*—3x+1
4 —x

KB—1

x+2

71.

72.




Nos exercicios 73 a 78, use o Teorema do resto para
encontrar o valor do resto quando f(x) estd dividido
por x — k.

73. f(x) =2x2~3x+ L k=2

74. f(x)=x*—5k=1

75. f(x)=x>—x2+2x— L k= -3

76. f(x) =x—3x +4;k= -2

77. f(x) =2x3 —3x2+4x -7, k=2

78. f(x) =x° — 2x* +3x2-20x+ 3; k= —1
Nos exercicios 79 a 84, use o Teorema de D’ Alem-

bert para determinar se o primeiro polinémio é um
fator do segundo polinémio.

79.x — I;x3—x2+x—1

80. x —3;x —x2—-x—-15
8lx— 2 +3x —4 .
82. x —2;x3—3x -2

83.x +2;4x> +9x2 - 3x — 10
84.x + 1;2x'0 — 2% + x8 + x7 4+ 240 — 3

Nos exercicios 85 e 86, use o grafico para deduzir

possiveis fatores lineares de f(x). Fatore a fungdo
com auxilio do método de Briot Ruffini.

85. f(x) = 5x3 — 7x% — 49x + 51

[—5, 5] por [—75, 100]

86. f(x) =5x% — 12x2 — 23x + 42

\J

[=5, 5] por [—75,75]
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Nos exercicios 87 a 90, encontre a fun¢éo polinomial
com coeficiente principal 2 e com as raizes e grau
dados.

87. Grau 3, com —2, 1 ¢ 4 como raizes.
88. Grau 3, com —1, 3 e —5 como raizes.
89. Grau 3, com 2, 1/2 € 3/2 como raizes.

90. Grau 4, com —3, —1, 0 e 5/2 como raizes.

Nos exercicios 91 e 92, usando somente métodos algé-
bricos, encontre a fungéo cibica com os valores dados
nas tabelas.

91.x | -4 0 3 5
f&® | 0 180 0 0

92. x -2 -1 1 5
f@ .0 24 0

Nos exercicios 93 a 96, use o Teorema das raizes racio-
nais para escrever uma lista de todas as raizes racionais
candidatas.

93. f(x) =6x° —5x— 1
94. f(x) =3x>—Tx2+6x— 14
95, f(x)=2x3—x>—9x+9
96. f(x) =6x*—x3—6x2—x— 12
Nos exercicios 97 a 100, use a divisdo pelo método de

Briot Ruffini para provar que k € um limite superior
para as raizes reais da funcéo f.

97. k=3, f(x) =2x3 —4x?+x -2

98. k=5;f(x) =2x3 —5x2 - 5x— 1

99. k=2f(x)=x*—-3+x2+x—12

100. k=3;f(x) =4x* —6x3 —7x2+9x + 2
Nos exercicios 101 a 104, use a divisdo pelo método

de Briot Ruffini para provar que k € um limite infe-
rior para as raizes reais da fungéo f.

101. k= —1;f(x) =3x3 —4x>+x+ 3

102. k= -3;f(x) =x>+2x2+2x +5

103. k=0;f(x) =x> —4x2+ Tx -2

104. k= —4;f(x) =3x> —x2—5x—3

Nos exercicios 105 a 108, use o Teste dos limites
superior ¢ inferior das raizes para decidir se existem

raizes reais para a funcgéo, que estejam fora da regido
do gréfico que estd exposta.
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105. f(x) = 6x* — 11x3 — 7x2 + 8x — 34

FT T T 1T T 1T 177

[—5, 5] por [—200, 1000]
106. f(x) = x5 — x* + 21x% + 19x — 3

£
TTTTITTITT0TY

TTTTTTRTT

’

[—5, 5] por [—1000, 1000]
107. f(x) = x° — 4x* — 129x3 + 396x2 — 8x + 3

TTTTTITTTIT

TTTTITTTTIT

[—35, 5] por [—1000, 1000]

108. f(x) = 2x° — 5x* — 141x% + 216x2 — 91x +
25

TTTTTUTTT

TTrrrTreTT

[—5, 5] por [—1000, 1000}

Nos exercicios 109 a 116, encontre todas as raizes
reais da fungdo (e seus valores exatos) se possivel.
Analise cada raiz se € racional ou irracional.

109. f(x) =2x3—3x2—4x+ 6

110. f(x) = x> +3x2—3x—-9

111. f(x) =x*+x2-8x -6

112, f(x) =x>—6x2+7x + 4

113. f(x) = x* — 3x3 — 6x2 + 6x + 8
114. f(x) =x* — x> —Tx2+ 5x + 10
115. f(x) = 2x* = 7x3 - 2x2 - Ix — 4

116. f(x) =3x* = 2x3 +3x2 + x — 2

117. Encontre o resto quando x* — 3 estd dividido
porx + 1.

118. Encontre o resto quando x53 — 17 est4 dividido
porx — 1.
119. Sejaf(x) = x* + 2x3 — 11x% — 13x + 38.

(a) Use o teste dos limites superior e inferior
das raizes para provar que todas as raizes
reais de f pertencem ao intervalo [—5, 4].

(b) Encontre todas as raizes racionais de f.

(c) Fatore f(x) usando as raizes racionais
encontradas em (b).

(d) Aproxime todas as raizes irracionais de f.

(e) Faga a divisdo pelo método de Briot Ruffini
com as raizes irracionais do item (d) para
continuar a fatoragdo de f(x) até ficar como
em (c).

120. Verdadeiro ou falso A func¢io polinomial
f(x) tem um fator x + 2 se e somente se
f(2) = 0. Justifique sua resposta.

121. Verdadeiro ou falso Se f(x) = (x — 1)
(2x* — x + 1) + 3, entfio quando f(x) ¢ dividi-
do por x — 1 oresto € 3. Justifique sua resposta.

122. Multipla escolha Seja fuma funcio polino-

mial com £(3) = 0. Qual das seguintes afirma-
tivas ndo € verdadeira?

(a) x + 3 é um fator de f(x).
(b) x — 3 é um fator de f(x).
(c) x =3 é uma raiz de f(x).
(d) 3 corta o eixo horizontal x em 3.

(e) O resto quando f(x) € dividido por x — 3 &
zero.




123. Multipla escolha Seja f(x) = 2x3 + 722 +
2x — 3. Qual das seguintes alternativas nio tem
uma possivel raiz racional de f?

(@ -3 () -1 (c)1
(@) 12 (e) 273

124. Multipla escolha Seja f(x) = (x + 2)(x2 +
x — 1) — 3. Qual das seguintes alternativas nio
€ verdadeira?

(a) Quando f(x) € dividido por x + 2, oresto é —3.
(b) Quando f(x) é dividido por x — 2, o resto € —3.

(c) Quando f(x) ¢ dividido por X2 +x— 1, o
resto é —3.
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(d) x + 2 ndo é um fator de f(x).

(e) f(x) ndo é completamente divisivel por x + 2.

125. Multipla escolha Seja f(x) = (2 + 1)(x —
2) + 7. Qual das seguintes alternativas néo €

verdadeira?
(a) Quando f(x) é dividido por x2 + 1, o resto
é7.
(b) Quando f(x) € dividido por x — 2, o resto
é17.
(e} f(2)=7.
G f(0)=5.

(e) f ndo tem uma raiz real.






Funcoes
exponenciais

Graficos de funcoes
exponenciais

Cada.uma das fungdes f(x) = x? e g(x) = 2* envolve
uma base e uma poténcia, porém com caracteristicas que
destacaremos:

* Para f(x) = x2, a base € a varidvel x e o expoente € a cons-
tante 2; f € tanto uma funcdo poténcia como uma fungio
monomial conhecida.

¢ Para g(x) = 2% a base € a constante 2 e o expoente ¢ a
varidvel x; g € uma fungdo exponencial. Veja a Figura 11.1.

-4-3-2-1 2 3 4

S
U O h D

Figura 11.1 Esbogo de g(x) = 2%

DEFINICAO Funcdes exponenciais

Sejam a e b constantes reais, uma fungiio exponencial em x € uma fungio que pode ser escrita

na forma

fx)=a-b*
onde a € diferente de zero, b € positivo e b # 1. A constante a € o valor de fquandox = 0e b é a
base.

Fung¢bées exponenciais estdo definidas e sdo continuas para todos os niimeros reais. E importante
reconhecer se uma fungfo €, de fato, uma fungéo exponencial.

(a) f(x) = 3* é uma fungdo exponencial, com um valor g igual a 1 e base igual a 3.

(b) g(x) = 6x™* ndo é uma fungdo exponencial porque a base x é uma varidvel e o expoente € uma
constante; g € uma fungdo poténcia.

(c) A(x) = —2+1,5* é uma fung¢iio exponencial, com um valor @ igual a —2 e base igual a 1,5.
(d) k(x) = 7.27* ¢ uma fun¢io exponencial, com um valor a igual a 7 € base igual a 1/2, pois
: 275 = (27 = (172)~.

- (e) g(x) = 56 ndo é uma funcio exponencial porque o expoente 7 € uma constante; g ¢ uma
fungdo constante.
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Para f(x) = 2*, temos:
(@) f(4) =24=2.2.2.2=16
(b) f(O)=20=1

(@) f(~3) =278 =2- = 1= 0,125
(d) f %) =212=2 =14142. ..
) f _%) —oano 1 1 L _ 035355, ..

22 NE R

Nio existe propriedade de pbtenciagéo para expressar o yalor de uma fungdo exponencial quando o
expoente € irracional. Por exemplo, se f(x) = 2% entdo f(7) = 27, porém o que 2™ significa?
O que podemos fazer sdo apenas aproximacdes, como mostra a Tabela 11.1:

Tabela 11.1 Valores de f(x) = 2' para numeros racionais
aproxiinando m por 3,14159265...

x 3‘ 3,1 3,14 3,141 3,1415 3,14159
2% 8 85... 8,81... 8,821. .. 8,8244. .. 8,82496. . .

Determine férmulas para as fun¢des exponenciais g e A, cujos valores sdo dados na Tabela 11.2.

Tabela 11.2 Alguns valores para duas funcgdes exponenciais

x - g(x) h(x)
-2 4/9 128y
) X 3 ) ey
-1 4/3 32 1
\>>< 3 ) XZ
0 4 8
e ) x
1 nY 2

[
X
ENEENEN

‘\>><3
2 36 1/2
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SOLUCAO
Como g € uma fungfo exponencial, entdo g(x) = a « b*. Como g(0) = 4, entdo o valor de a € igual
a4. Como g(1) =4+ b! = 12, entdo a base b € igual a 3. Assim,

gx) =4-3*

. Como h é uma fungdo exponencial, entdo h(x) = a » b*. Como h(0) = 8, entdo o valor de a € igual
a 8. Como h(1) = 8 - b! = 2, entdo a base b € igual a 1/4. Assim,

h(x) = 8 - (%)

A Figura 11.2 mostra os graficos dessas fungdes, e os pontos destacados sdo os pares ordenados
mostrados na Tabela 11.2.

(=2,419) (-1, 4/3)
4 ;(‘_,——/ Y Fe
o = (1,2) " (2,172)
[-2,5; 2,5] por [-10, 50] [-2,5; 2,5] por [-25, 150]

(a) ()

Figura 11.2 Graficos de (a) g(x) = 4« 3¥ e (b) A(x) = 8 « (1/4)".

Na Tabela 11.2 podemos verificar que os valores da funcdo g(x) crescem com fator de multi-
plicacdo igual a 3 e os da fun¢fo A(x) decrescem com fator de multiplicagdo igual a 1/4. Além disso,
a variagfio dos valores de x é de uma unidade e o fator de multiplicacdo € a base da fungéo expo-
nencial. Este padriio generaliza todas as fungdes exponenciais, como vemos na Tabela 11.3.

Tabela 11.3 Valores para uma funcio exponencial fix) = a « b?

Na Tabela 11.3 vemos que, quando x cresce uma unidade, o valor da fungfio é multiplicado pela
base b. Essa relagio acarreta na seguinte férmula recursiva.
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No Exemplo 3, g € uma fungo de crescimento exponencial e 4 € uma fungio de decaimento
exponencial. Quando x cresce por 1, g(x) = 4 « 3% cresce pelo fator 3 e A(x) = 8 - (1/4)* decresce pelo
fator 1/4. A base de uma fungo exponencial nos diz se a funcio ¢ crescente ou decrescente.

Vamos resumir o que aprendemos sobre fungdes exponenciais com um valor de a igual a 1.

f=v
b>1

/(o, )

(1,8

(a)

f=b"
O0<b<l1

(b)

Figura 11.3 Gréficos de f(x) = b*para(a)b>1le(b)0<b < 1.
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Observe o que podemos fazer também com as fung¢Ges exponenciais.

- Descreva como transformar o grafico de f(x) = 2* no gréfico da fungdo dada.
@ =21 (B hk) =2 (©) k(x) = 3+ 2%

SOLUCAO

(a) O grifico de g(x) = 2*~! € obtido transladando o grifico de f(x) = 2* uma unidade para a
direita (Figura 11.4a).

(b) Podemos obter o gréfico de A(x) = 27* refletindo o gréifico de f(x) = 2* com relago ao eixo
vertical y (Figura 11.4b). Como 2% = (271)* = (1/2)*, entdo podemos pensar em / como uma
fungéio exponencial com um valor de a igual a 1 e uma base igual a 1/2.

-~ (¢) Podemos obter o grafico de k(x) = 3 - 2* esticando verticalmente o gréfico de f(x) = 2* pelo
fator 3 (Figura 11.4c).

5 / -
/ - <

s . 7
- / = 7

7 /
L / & V4

s /
: ’/ ’ —;.,‘ /
—'—ﬂi:: 1 i 1 T il \ A _—1—-'1""4 L i i
[-4, 4] por [-2, 8] [-4, 4] por [-2, 8] [-4, 4] por [-2, 8]

(a) (b) (c)

%“Figura 11.4 O grafico de f(x) = 2* com (a) g(x) = 2“", (b) h(x) =27 e (c) k(x) =32~

A base da funcao dada pelo numero e

A fungio f(x) = e* é uma fungdo de crescimento exponencial.

Vamos fazer um resumo também para essa fungdo exponencial.
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) / IR

[-4, 4] por [-1, 5]

Figura 11.5 O gréfico de f(x) =

Como f(x) = e* é crescente, entdo ¢ uma funcdo de crescimento exponencial; logo e > 1. Mas
0 que € o niimero e?

A letra e é a inicial do #ltimo nome de Leonhard Eulcr (1707-1783), que foi quem introduziu
a notacdo. Como f(x) = e* tem propriedades especiais de célculo que simplificam muitas contas,
entdo e € a base natural da fungéo exponencial, que € chamada de funcdo exponencial natural.

DEFINICAO A base natural ¢

e = lim (I+l)
X

x—>+oo

Nao podemos calcular o nimero irracional e diretamente, mas usando esta defini¢io podemos
obter, sucessivamente, aproximacdes cada vez melhores para ¢, como mostrado na Tabela 11.4.

Tabela 11.4 Aproximacoes para a base natural ¢

X 1 10 100 1000 10.000 100.000
ad+ 1 2 25.. 270... 2716... 27181... 2771826...

Em geral, estamos mais interessados na funcdo exponencial f(x) = e* e variagbes desta fungdo
do que no nimero irracional e. De fato, qualquer fungio exponencial pode ser expressa em termos
da base natural e. -

TEOREMA Funcoes exponenciais e a base ¢

Qualquer fungio exponencial f(x) = a « b* pode ser reescrita como

fx) =a-e~

para uma constante k sendo um nimero real apropriadamente escolhido.

Sea>0ek>0,entdo f(x) = a+ e & uma fungio de crescimento exponencial (veja a Figura
11.6a).

Sea>0ek<0,entdo f(x)=a-e" € uma fungio de decaimento exponencial (veja a Figura
11.6b).
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y y
fw=e
k<0
— ok
f()]cc)>—oe (1.
/(0, 1 ©, 1 \‘(1\13‘“)
x x

(a) (b)
Figura 11.6 Graficos de f(x) = e¢® para(a) k>0 e (b) k <O.

A

Descreva como transformar o gréafico de f(x) = e* no gréfico da fungio dada.
(a) g(x) = &> (b) h(x) = e7* (c) k(x) = 3e*
SOLUCAO )

(a) O grifico de g(x) = ¢%* € obtido encolhendo horizontalmente o grifico de f(x) = e* por meio
do fator 2 (Figura 11.7a).

(b) Podemos obter o gréfico de A(x) = e refletindo o grafico de f(x) = e* com relagdo ao eixo
vertical y (Figura 11.7b).

¢ (c) Podemos obter o gréfico de k(x) = 3 « ¢* esticando verticalmente o grafico de f(x) = e* pelo
fator 3 (Figura 11.7c).

T
i
i
]
i
7

LR 3

[—4, 4] por [—2, 8] - [—4, 4] por [-2, 8] [—4, 4] por [-2, 8]
(a) (®) ©)

Figura 11.7 O gréafico de f(x) = ¢* com (a) g(x) = €%, (b) h(x) = e * e {c) k(x) = 3¢*.

Funcdes de crescimento logistico

Uma funcio de crescimento logistico mostra seu comportamento a uma taxa crescente ¢ ndo é
limitada superiormente. A limitacdo acaba existindo por razdes de capacidade fisica ou de volume
maximo. Com isso, devido as situacGes reais, a fungio de crescimento € limitada tanto inferior como
superiormente por assintotas horizontais.
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DEFINICAO Fungées de crescimento logistico

Sejam a, b, ¢ e k constantes positivas, com b < 1. Uma funcio de crescimento logistico em x &
uma funcdo que pode ser escrita na forma

_ [
& =T

__¢c
l+a.e ™

5 ou f(0) =

onde a constante ¢ € o limite de crescimento.

Se b > 1 ou k < 0, entdo as férmulas serdo de func¢des de decaimento logistico.
As fungdes de crescimento logistico tém comportamento nos extremos do dominio (conjunto
dos niimeros reais), dado por:

lim f(x)=0e li‘ni fx)=c¢

onde ¢ € o limite de crescimento.

Taxa percentual constante e funcées exponenciais

Suponha que uma populagéo estd se modificando a uma taxa percentual constante r, onde
r € a taxa percentual da mudanga em forma decimal. A populagio entdo segue o padrio mostrado:

Tempo em anos . Populagio
0 ' P(0) = P, = populagio inicial
1 . P(I)ZP0+P07'=P0(1+T)
2 PR)=P(1)+(1+r) =Pyl +r)?
3

PB)=P2)+(1+1r) =Py1 +r)

z: P(t) =Pyl +r)!

Assim, nesse caso, a populagio € expressa como uma fungfio exponencial do tempo.

Por um lado, se r > 0, entdo P(¢) € uma fungio de crescimento exponencial, e seu fator de cres-
cimento € a base da fungéio exponencial, dada por 1 + r.

Por outro lado, se ¥ < 0, entdo a base 1 + r < 1, P(t) é uma fungdo de decaimento exponen-
cial, e 1 + r € o fator de decaimento para a populacio.

Conclua se 0 modelo da popula¢do ¢ uma fungfo de crescimento ou decaimento exponencial e
ncontre a taxa percentual constante de crescimento ou decaimento.

- (a) Sdo José:  P(f) = 782.248+1,0136!
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(b) Detroit: P() = 1.203.368+0,9858

SOLUCAO

(a) Como 1 + r = 1,0136, entdo r = 0,0136 > 0. Assim, P € uma fungiio de crescimento expo-
nencial com a taxa de crescimento de 1,36%.

(b) Como 1 + r = 0,9858, entdo r = —0,0142 < 0. Assim, P € uma fungdo de decaimento expo-
nencial com a taxa de decaimento de 1,42%.

Determine a fungéio exponencial com valor inicial igual a 12 e taxa de crescimento de 8% ao ano.

SOLUCAO

Como Py = 12 e r = 8% = 0,08, entdo a fungio P(r) = 12(1 + 0,08)! ou P(f) = 12.1,08". Pode-
riamos escrever esta fungdo como f(x) = 12+1,08% onde x representa o tempo.

Modelos de crescimento e decaimento
exponencial ’
Os modelos de crescimento e decaimento exponencial sdo usados para populagdes, por exem-

plo, de animais, bactérias e dtomos radioativos. Esses modelos se aplicam em qualquer situagdo na
qual o crescimento ou decrescimento € proporcional ao tamanho atual da quantidade de interesse.

E Suponha uma cultura de 100 bactérias localizadas num objeto, de modo que o niimero de bactérias
-~ dobra a cada hora. Conclua quando esse niimero chegard em 350.000 unidades.

SOLUCAO

Modelo
200 =100-2 Total de bactérias apés 1 hora
400 =-100 . 22 Total de bactérias ap6s 2 horas
800 = 100 - 23 Total de bactérias ap6s 3 horas
P(t ) = 100.2! Total de bactérias apés ¢ horas

Assim, a funcfo P(r) = 100 - 2! representa a populagdo de bactérias ¢ horas ap6s a verificacdo ini-
cial no objeto.

- Solucgéo grafica

A Figura 11.8 mostra que a fun¢io da populagio intersecciona y = 350.000 quando 7 = 11,77.
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Pesquisa bacteriolégica

P()

g 450.000
< pu—
= 300000
&

£ 150.000

-5 0 5_.10 15

Tempo

Interseccao:
t=11,773139; P = 350.000

Va2
Figura 11.8 Crescimentd exponencial de uma populagdo de bactérias.

INTERPRETACAO

- A populagdo de bactérias serd de 350.000 em, aproximadamente, 11 horas e
46 minutos.

As fungdes de decaimento exponencial modelam a quantidade de uma substincia radioativa
presente em uma amostra. O nimero de 4tomos de um elemento especifico que se modifica de um
estado radioativo para um estado ndo radioativo € uma fracdo fixada por unidade de tempo.
O processo € chamado de decaimento radioativo, e o tempo que ele leva para que metade da amos-
tra mude de estado € chamado de meia-vida da substincia radioativa.

presentes inicialmente. Encontre o tempo até existir 1 grama da substancia.

SOLUCAO
i Modelo
Se t € o tempo em dias, o tempo de meias-vidas serd #/20.

1 20/20
=5 —2‘ Gramas ap6s 20 dias

40/20
= 5= Gramas ap6s 2 « 20 = 40 dias

1 /20
f(t) =5 —2‘) Gramas ap0s ¢ dias

Assim, a funcdo £(t) = 5 - 0,529 modela a massa, em gramas, da substincia radioativa no tempo .

Solucéo grafica

A Figura 11.9 mostra que o grafico de £(r) = 5 - 0,57% intersecciona y = 1 quando ¢ = 46,44,
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Decrescimento radieativo

~

Massa
q /5
?IHH

=20 20 40 60- 80
Tempo

Intersecc@o:
x=46,438562; y=1

&

Figura 11.9 Decaimento radioativo.

INTERPRETACAO

Existird 1 grama da substincia radioativa apds, aproximadamente, 46,44 dias, ou seja, cerca de 46
dias e 11 horas.

REVISAO RAPIDA

Nos exercicios 1 a 4, desenvolva a expressdo sem usar a calculadora.
3 3/ 125
1. V-216 2. =
3. 273 4. 42
Nos exercicios 5 a 8, reescreva a expressdo usando um unico expoente positivo.

5. (273 6. 3972
7. (@?)? 8. (b3S

Nos exercicios 9 e 10, converta a porcentagem para a forma decimal ou a decimal em uma porcentagem.

9. 15% - 10. 0,04
11. Mostre como aumentar 23 em 7% usando uma simples multiplicaggo.
12. Mostre como diminuir 52 em 4% usando uma simples multiplicagdo.

Nos exercicios 13 e 14, resolva a equacdo algebricamente.

13. 4052 = 160 14. 243.5° =9

Nos exercicios 15 a 18, resolva a equagio numericamente.

15. 782h% = 838 16. 93b° = 521

17. 672b* = 91 18. 12707 = 56
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EXERCICIOS

Nos exercicios 1 a 6, identifique as fungdes expo-
nenciais. Para aquelas que sdo fun¢les exponen-
ciais da forma f(x) = ab* determine o valorde a e
o valor da base b. Para aquelas que ndo sio, expli-
que por que nao.

1. y=2x8
2. y=3"
3. y=5"*
4. y=42
5. y=x\f"
6. y =x!3

Nos exercicios 7 a 10, calcule o valor exato da fungéo
para o valor de x dado.

7. f(x) =3:5 para x=190

8. f(x) =6-3* para x= -2

9. f(x) = —2.3% para x=1/3

10. f(x) = 8+.4* para x= —3/2

Nos exercicios 11 e 12, determine uma férmula para

a funcdo exponencial cujos valores’ sio dados na
Tabela 11.5.

11. f(x)
12. g(x)
Tabela 11.5 Valores para duas

funcées exponenciais

x fx) g(x)

-2 6 108

-1 3 36

0 3/2 12

1 3/4 4

2 3/8 4/3

Nos exercicios 13 e 14, determine uma férmula para
a fungéio exponencial, cujo grifico € demonstrado na
figura.

13. f(x) 14. g(x)
y ¥y
y=8®)
y=fx) (2,6) (1 2)
/ (0, 3) (0,2) '\.\e
_ x X

Nos exercicios 15 a 24, descreva como transformar o
gréfico de f no gréfico de g.

15. f(x) = 2% g(x) = 2*73
16. f(x) = 3% g(x) = 35+
17. f(x) = 4% glx) =47
18. f(x) = 2% g(x) =2+
19. f(x) = 0,5% g(x) = 3.0,5" + 4

20. f(x) = 0,6% glx) = 2.0,6%

21. f(x) = e, glx) = e
22. f(x) =e*, glx) = —e™
23. f(x) = e, g(x) = 2633
24, f(x) = e*, g(x) = 3> — 1

Nos exercicios 25 a 30, (a) associe a funcdo dada a
seu gréfico; (b) explique como fazer a escolha.

25.y =3~

26.y=2""
27.y = —2%
28.y = —0,5%
29.y=37*-12
30.y=15"-2
\;
(a) (b)

(©) )
(e) ®




Nos exercicios 31 a 34, verifique se a funcgdo € de
crescimento ou de decaimento exponencial; descreva
o comportamento de cada fun¢do nos extremos do
dominio (aqui usamos limite de fungio).

31.f(x) =3
32.f(x) = (%)x

33.f(x) = 0,5
34.f(x) =0,757*

Nos exercicios 35 a 38, resolva cada desigualdade
graficamente.

356. 9% < 4~
1V\* 1\
2.3 > (4)

Nos exercicios 39 e 40, use as propriedades de poten-
ciagdo para provar que duas das trés fungdes expo-
nenciais dadas sao idénticas.

39. (a) y, = 3>+
(b) y,=3%+4
(©) y; = 9++2

40. (a) y, = 432
(b) y, = 2(23+2)
(c) y; = 231

36. 67*>8~

% (%) <[5/

=

Nos exercicios 41 a 44, vocé pode usar uma calcula-
dora como suporte para fazer graficos. Encontre o
valor por onde o grifico passa no eixo vertical y e as
assintotas horizontais.

A f =13 122-0,8"
18
1+5.02°
16
1 + 3
_9
1+ 27

42. f(x) =
43.f(x) =
44. g(x) =

Nos exercicios 45 a 50, esboce o grafico da fungio e
analise dominio, imagem, continuidade, crescimen-
to/decrescimento, extremos, assintotas e comporta-
mento nos extremos do dominio.

45. f(x) = 3.2
46. f(x) = 4.0,5*
47. f(x) = 4.3
48.f(x) =5.¢7*
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Tabela 11.6 Populacéo de duas
cidades norte-americanas

Cidade Populagio Populagio

em 1990 em 2000
Austin, Texas 465.622 656.562

Columbus, Ohio 632.910 711.265

Fonte: World Almanac and Book of Facts 2005.

51. A populagdo de Ohio pode ser modelada por
P() = 12,79/(1 + 2,402 + ¢~ 0030%) onde P € a
populagdo em milhdes de pessoas e ¢ € o nimero
de anos desde 1900. Baseado nesse modelo, quan-
do a populagdo de Ohio foi de 10 milhdes?

52. A populagio de Nova York pode ser modelada por

19,875
[+ 57,993 . ¢~ 00350051

P() =

onde P € a populacdo em milhGes de pessoas e

t € o nimero de anos desde 1800. Baseado nesse

modelo:

(a) Qual foi a populagio de Nova York em
18507

(b) Qual serd a populagiio em 2010?

(c) Qual € a populagio mdxima sustentdvel de
Nova York (limite para crescimento)?

53. O niimero B de bactérias num dado local apés
t horas € dada por
B =100 - ¢0093

(a) Qual foi o nimero inicial de bactérias pre-
sentes?

(b) Quantas bactérias estdo presentes ap6s 6 horas?

54. Verdadeiro ou falso Toda funcfo exponencial
€ estritamente crescente. Justifique sua resposta.

55. Multipla escolha Qual das seguintes fungdes &

exponencial?
(@) f(x) = a?
(b) f(x) = »°

(©) fx) = 573
d)f(x) = Vx
(e) f(x) = 8
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56. Multipla escolha Qual € o ponto que todas as
fungdes da forma f(x) = b* (b > 0) tdm em comum?

(@) (1, 1)
(b) (1,0
(e) (0, 1)
(d) (0,0)
(e) (=1, -1
57. Multipla escolha O fator de crescimento para
Sx) =4.3%¢
(@)3 (b) 4
(d) 64 (e) 81

58. Multipla escolha Para x > 0, qual das seguin-
tes alternativas é verdadeira?

(a) 3* > 4 (b) 7 > 5
(c) (1/6)* > (172 (d) 9—+> 8™«
(e) 0,17 > 0,32¢

(c) 12

Nos exercicios 59 a 64, verifique se a fungio € de
crescimento ou decaimento exponencial e encontre
a taxa percentual constante de crescimento ou
decaimento. .

59. P(1) = 3,5+ 1,09 60. P(r) = 4,3.1,018*
61. f(x) = 78,963 . 0,968* 62. f(x) = 5607 - 0,9968*
63. g(r) = 247 .2¢ 64. g(1) = 43.0,05°

Nos exercicios 65 a 76, determine a func¢do exponen-
cial que satisfaz as condi¢Ges dadas.

65. Valor inicial igual a 5, crescente com taxa de
17% ao ano.

66. Valor inicial igual a 52, crescente com taxa de
2,3% ao dia.

67. Valor inicial igual a 16, decrescente com taxa de
50% ao més.

68. Valor inicial igual a 5, decrescente com taxa de
0,59% por semana. -

69. Valor inicial da populagao igual a 28.900, decres-
cente com taxa de 2,6% ao ano.

70. Valor inicial da populaggo igual a 502.000, cres-
cente com taxa de 1,7% ao ano.

71. Valor inicial do comprimento igual a 18 cm, cres-
cendo a uma taxa de 5,2% por semana.

72. Valor inicial da massa igual a 15 gramas, decres-
cente a uma taxa de 4,6% ao dia.

73. Valor inicial da massa igual a 0,6 grama, dobran-
do a cada 3 dias.

74. Valor inicial da populagdo igual a 250, dobrando
acada 7,5 horas.

75. Valor inicial da massa igual a 592 gramas, cain-
do pela metade a cada 6 anos.

76. Valor inicial da massa igual a 17 gramas, caindo
pela metade a cada 32 horas.

Nos exercicios 77 e 78, determine uma férmula para
a funcdo exponencial cujos valores sdo dados na
Tabela 11.7.

77. f(x)
78. g(x)
exponenciais
x f) g(x)
-2 1,472 -9,0625
-1 1,84 -7.25
0 2,3 -5,8
2,875 ~4,64
2 3,59375 -3,7123

Nos exercicios 79 e 80, determine uma férmula para
a fungdo exponencial cujo grifico € demonstrado na
figura.

79. . 80. y
©:4),/ (5:805) 4149
A R N

X X

Nos exercicios 81 a 84, encontre a fungio logistica
que satisfaz as condi¢des dadas.

81. f(0) = 10, limite para crescimento igual a 40,
passando através de (1, 20).

82. f(0) = 12, limite para crescimento igual a 60,
passando através de (1, 24).

83. f(0) = 16, populagio maxima sustentdvel igual a
128, passando através de (5, 32).

84. f(0) = 3, limite para altura igual a 30, passando
através de (3, 15).




Nos exercicios 85 ¢ 86, determine uma fungéo para a

fun¢do logistica cujo grifico € mostrado na figura.

85.

y
| y=2
L1t N
86.
y
[ = ",
©, 15) T/ (8,30)
e 1 N
87. Em 2000, a populagdo de Jacksonville era de

88.

89.

90.

736.000 e crescia a uma taxa de 1,49% ao ano.
A essa taxa, quando a populacdo serd de 1 milhdo?

Em 2000, a populacao de Las Vegas era de 478.000
e estd crescendo a uma taxa de 6,28% ao ano.
A essa taxa, quando a populacdo serd de 1 milhao?

A populagio de Smallville no ano de 1890 era
igual a 6.250. Suponha que a populagio cresceu
a uma taxa de 2,75% ao ano.

(a) Estime a populagio em 1915 e 1940.
(b) Estime quando a populagdo alcangard
50.000.

A populagio de River City no ano de 1910 era
igual a 4.200. Suponha que a populag@o cresce a
uma taxa de 2,25% ao ano.

CAPITULO 11

91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

Fungdes exponenciais 141
(a) Estime a populagdo em 1930 e 1945.
(b) Estime quando a populago alcancard 20.000.

A meia-vida de uma certa substdncia radioativa é
igual a 14 dias. Existem 6,6 gramas presentes ini-
cialmente.

(a) Expresse a quantia da substincia remanescente
como uma funcdo do tempo .

(b) Quando existird menos de 1 grama?

A meia-vida de uma certa substincia radioativa é
igual a 65 dias. Existem 3,5 gramas presentes ini-
tialmente.

(a) Expresse a quantia da substincia remanes-
cente como uma fungdo do tempo .

(b) Quando existird menos de 1 grama?
O nimero B de bactérias em um local apés 7 horas
€ dade por

B = 100 - %693

Quando o nimero de bactérias serd 200? Estime
o tempo para dobrar a quantia de bactérias.

Verdadeiro ou falso Se a taxa percentual cons-
tante de uma fungdo exponencial € negativa, entdo a
base da fungdo € negativa. Justifique a sua resposta.

Multipla escolha Qual € a taxa percentual de
crescimento constante de P(r) = 1,23 « 1,049'?

(a) 49% (b) 23% (c) 4.9%
(d) 2,3% (e) 1,23%

Multipla escolha Qual € a taxa percentual de
decaimento constante de P(f) = 22,7 - 0,8347?

(a) 22,7% (b) 16,6% (c) 8,34%

(d) 2,27% (e) 0,834%

Multipla escolha Uma tnica célula de ameba
duplica a cada 4 horas. Quanto tempo uma célu-

la de ameba levard para produzir uma populacao
de 1.000?

(a) 10 dias
(d) 40 dias

(b) 20 dias
(e) 50 dias

{(c) 30 dias






Funcoes
logaritmicas

Inversas das funcoes
exponenciais

Apesar de as fungdes inversas serem objetos de estudo
do Capitulo 11, podemos compreender as primeiras idéias
por meio das fungdes logaritmicas.

Uma funcfo exponencial f(x) = b* tem uma inversa que
também € funcdo. Essa inversa € a func@o logaritmica de
base b, denotada por log,x, isto €, se f(x) = b*comb >0e
b # 1, entdo f~(x) = log, x. Veja a Figura 12.1.

=1
- /vogbx N

Figura 12.1 A fungéo exponencial e sua inversa, que é
a funcgéo logaritmica (no caso de fungédo crescente).

Esta transformacfo nos diz que um logaritmo estd vinculado a uma poténcia, ou seja, é um
expoente da poténcia. Com isso, podemos desenvolver expressoes logaritmicas usando nossos conhe-
cimentos sobre potenciagdo.

- (a) log, 8 = 3 porque 23=8
(b) log, V3 = 1/2 porque 32 = V3

_ 1
- (¢) logs 1/,5 = —2 porque 572 = =35
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(d) logs 1 = 0 porque 4° = 1
’ (e) log; 7 = 1porque 7' = 7

Podemos generalizar os resultados observados no Exemplo 1.

ral, nas situagOes prdticas, as bases dos
mpre maiores que 1.

Essas propriedades nos ddo’suporte para calcular logaritmos e algumas expressdes exponen-
ciais. Temos, a seguir, exemplos que ja apareceram no Exemplo 1, mas agora com destaque para
algumas das propriedades listadas anteriormente.

- (a) log, 8 = log, 2° =3
(b) logs V3 = log; 3V2 = 12
- (c) 6luslt = 11

Como jd citamos, as fungdes logaritmicas sdo inversas das fun¢des exponenciais. Com as
propriedades citadas, podemos mais trangiiilamente compreender os cdlculos apresentados na
Tabela 12.1, tanto para a f(x) = 2* como para f !(x) = log, x.

Tabela 12.1 Uma funcao exponencial e sua inversa

x flx) =2* x F7'(x) = logy x
-3 1/8 1/8 -3
-2 1/4 1/4 -2
-1 1/2 1/2 -1
0 1 1 0
1 2 2 1
2 4 4 2
3 8 8 3
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Logaritmos com base 10

Quando a base do logaritmo € 10, ndo precisamos escrever o nimero e denotamos a funcgio
logaritmica por f (x) = log x. Lembre-se de que essa fung¢fio € a inversa da fun¢do exponencial
f(x) = 10*. Assim,

y = log x se e somente se 107 = x.

Podemos obter resultados para logaritmos com base 10.

Com mais essas propriedades, podemos calcular outros logaritmos e expressdes exponenciais
com base 10.

(a) log 100 = log;, 100 = 2 porque 102 = 100

(b) log V10 = log 105 = %

1 1 -
(c) log 000 — logW =log 1073 = -3
(d) 1026 =6

Transformar uma forma logaritmica em uma forma exponencial muitas vezes ja € suficiente
para resolver uma equagdo envolvendo fungdes logaritmicas.

Resolva cada equagfo transformando para a forma exponencial.
(a) logx = 3 (b) logyx =5
SOLUCAO

(a) Transformando para a forma exponencial, temos x = 103 = 1.000.

| (b) Transformando para a forma exponencial, temos x = 2% = 32,




{
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Logaritmos com base ¢

Logaritmos com base e sdo chamados de logaritmos naturais. Muitas vezes utilizamos ape-
nas a notagio “In” para denotar o logaritmo natural. Assim, a fungfo logaritmica natural é f(x) =
log, x = In x. Essa funcéo € a inversa da fungio exponencial f(x) = e*. Assim,

y = Inx se e somente se e¥ = x.

Podemos obter resultados para logaritmos com base e.

Usando a definigéo de logaritmo natural ou essas propriedades, podemos calcular expressoes
envolvendo a base natural e. ’

a) In Ve = log, Ve = 1/2 porque e/? = Ve
 ()IneS=log, e’ =5

(e et =4

Propriedades dos logaritmos

As propriedades sd0 muito lteis tanto na resolu¢do de equacdes logaritmicas como para
modelagem de problemas.

A propriedade de mudanga de base serd tratada na préxima sego.

As propriedades de potenciacdo listadas a seguir sdo fundamentais para essas trés pro-
priedades de logaritmos. Por enquanto, a primeira propriedade de potenciagéo € a que d4 suporte
para a regra do produto, que provaremos a seguir.
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Sejam b, x e y niimeros reais com b > 0.

Lb* e by = by 2. = b 3. (b = b

- Provar que log, (RS) = log, R + log,, S.
{ SOLUCAO

- Sejam x = log,, R e y = log,, §. As respectivas expressdes com potenciacio sdo b* = R e b? = §.
Portanto, )

RS =b*b¥
= bX+,V
log, (RS) = x + y =
= log, R + log, S

Quando resolvemos equagdes que envolvem logaritmos, muitas vezes, precisamos reescrever
expressdes usando suas propriedades. Algumas vezes, precisamos expandir, em outras, condensar
até onde for possivel. Os préximos ex¢émplos mostram como as propriedades de logaritmos podem
ser usadas para mudar a forma das expressoes envolvendo logaritmos.

Supondo que x € y sdo positivos, use as propriedades de logaritmos para escrever log (8xy*) como
uma soma de logaritmos ou miiltiplo de logaritmos.

SOLUCAO

log (8xy%) = log 8 + log x + log y*

= log 23 + log x + log y*
=3log2 +logx+4logy

- Supondo que x € positivo, use as propriedades de logaritmos para escrever In (Vx2 + 5/x) como
uma soma ou diferenga de logaritmos, ou mesmo como um miiltiplo de logaritmos.

SOLUCAO

VxZ+5 3 (x2 + 5)12

T T
=In(x2+5Y2 —Inx

In

=%ln(x2+5)—lnx
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SOLUCAO

Inx’ — 21n (xy) = In x5 — In (xy)?

=Inx3 — In (x2y?)

Mudanca de base

Quando trabalhamos ¢om uma expressdo logaritmica com uma base que ndo seja adequada
para 0 momento, € possivel modificar a expressdo em um quociente de logaritmos com uma base
diferente. Por exemplo, ¢ dificil desenvolver log, 7 porque 7 ndo € uma poténcia de 4 e ndo existe
a tecla com “log,” na calculadora.

Podemos trabalhar com este problema da seguinte forma:

y =logy 7
4y =17
In4”=1In7
yln4 =1In7
_In7
Y n4
1
Para finalizar, podemos utilizar uma calculadora e, assim, log, 7 = In7 = 1,4037.

In 4
Podemos generalizar o resultado obtido apds aplicar o logaritmo em ambos os lados da expres-
$30, como a férmula de mudanga de base.

As calculadoras tém, em geral, duas teclas para logaritmo que sdo “LOG” e “LN”, as quais cor-
respondem as bases 10 e e, respectivamente. Assim, utilizamos a férmula de mudanca de base com
uma das formas:

Inx

ou log,x= b

log x
1 =
08 ¥ log b

In 16

(@ log; 16 = =2523...=252

In3
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log 10 1

i (b 10 = = =1, L.=1,
) Togg 10 =G =g = 1285 1,29
In2 In2 2 __,

(© login2= s " hi-m2 —m2

Graficos de funcgoées logaritmicas

Vamos listar agora as propriedades da fung@o logaritmica natural f(x) = In x.

Dominio: ]0, +oof

Imagem: IR

E continua em 0, +oof

E crescente em ]0, +oof

Nio € simétrica -

Nio € limitada nem inferior nem superiormente
Nao tem extremos locais

Nio tem assintotas horizontais

Assintota vertical ¢ em x = 0

Comportamento no extremo do dominio: linl Inx = +oo
X—>too

s

Qualquer fungdo logaritmica:f(x) = log, x com b > 1 tem 0 mesmo dominio, imagem, con-
tinuidade, comportamento crescente, auséncia de simetria e outras caracteristicas, como vimos na
funcdo f(x) = In x. O grafico e comportamento de f(x) = In x € tipico das fungdes logaritmicas mais
usadas.

A Figura 12.2(a) a seguir mostra que os grificos de y = In x e y = ¢* s80 simétricos com
relacdo & reta y = x. A Figura 12.2(b) mostra que os graficos de y = log x e y = 10* também sé&o
simétricos com relagdo 2 mesmaretay = x.

—
IS

= x x
1 4 r{
fy=Inx y=logx

(a) (b)

Figura 12.2 Funcgdes logaritmicas e exponenciais como fungées inversas.

A Figura 12.3 mostra a comparagio entre os grificosde y = logx ey = Inx.
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{~1, 5] por [-2, 2]

Figura 12.3 Os graficosdey =logxey =In X.

Vejamos agora alguns casos de transformagdes geométricas das fungdes logaritmicas.

: Descreva como transformar o grifico de y = In x ou y = log x em um gréfico da fungdo dada.
(a) g(x) =In (x + 2) ’ (b) h(x) =1n (3 — x)

(c) g(x) = 3log x (d) h(x) =1 + log x

SOLUCAO

[-3, 6] por [-3, 3] [-3, 6] por [-3, 3]
(a) b
SR a—ﬂ"}—r’#T” i L e i T
,(, ’, o
£
1A 3
[-3, 6] por [-3, 3] [-3, 6] por [-3, 3]

© (@

Figura 12.4

(a) O grifico de g(x) = In (x + 2) é obtido transladando o grafico de y = In x duas unidades para
a esquerda. Veja a Figura 12.4(a).
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(b) A(x) = In (3 — x) = In [—(x — 3)]. Assim, obtemos o gréfico de h(x) = In (3 — x) do gréfico
de y = In x aplicando, nessa ordem, uma reflexdo com relagéo ao eixo vertical y seguida de
uma transladagio de trés unidades para a direita. Veja a Figura 12.4(b).

: (c) O gréfico de g(x) = 3 log x € obtido esticando verticalmente o gréfico de f(x) = log x pela mul-
tiplicag@o dos valores de y pelo fator 3. Veja a Figura 12.4(c).

(d) Podemos obter o grafico de h(x) = 1 + log x do grifico de f(x) = log x transladando uma
unidade para cima. Veja a Figura 12.4(d).

Usando a férmula de mudangai de base, poderf\os reescrever qualquer fungfo logaritmica
g(x) = log, x como

_Inx 1
8 =1y = p ¥

=

Assim, toda funcdo logaritmica € uma constante multiplicada pela fungdo logaritmo natural
dada por f(x) = In x. Se a base € b > 1, entdo o gréfico de g(x) = log, x € obtido esticando ou
encolhendo o grifico de f(x) = In x com a multiplicagdo pelo fator 1/In b. Se 0 <b <1 €
necessario, também, uma reflexfo do grafico com relag@o ao eixo x.

Descreva como transformar o gréafico de f(x) = In x em um grafico da fungio dada. Vocé pode
esbogar o grafico ou conferir com uma calculadora com esse recurso.

(a) g(x) =logsx
1 (b) h(x) = 10g1/4x

SOLUCAO

(a) Como g(x) = logsx = In x , entdo o grifico € obtido esticando verticalmente o grifico
In5

de f(x) = In x por meio do fator ﬂll? = (),62. Veja a Figura 12.5(a).

In x Inx Inx 1
®) AL) =logiux =1 r =17 1nd~ —md4_ ma ™"

Assim, podemos obter o grifico de 4 do grifico de f(x) = In x aplicando, na ordem, uma
reflexdo com relagfio ao eixo x e esticando verticalmente pelo fator 1/In 4 = 0,72. Veja a
Figura 12.5(b).
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[~3, 6] por [-3, 3] [-3, 6] por [-3, 3]
(@) (b)

Figura 12.5

Podemos generalizar o Exemplo 12(b) da seguinte maneira: se b > 1, entdo 0 < 1/b <1 e
logy,, x = —log, . -

Encerramos esta se¢éo analisando a funcio logaritmica f(x) = log, x, com b > 1. J4 falamos
sobre essa fungéo quando analisamos a func¢do f(x) = In x no inicio desta segdo.

y

X

/1,0)

Figura 12.6 f(x) = log, x, com b > 1.

Dominio: 0, +oof

Imagem: R

E continua em 10, +oof

E crescente em ]0, +oo[

Nio € simétrica (ndo € uma fungdo par, nem impar)

Nio ¢ limitada nem inferior, nem superiormente

Nio tem extremos locais »

Nio tem assintotas horizontais

Assintota vertical €é em x = 0

Comportamento no extremo do dominio: }ciinm log,x = +oo

Resolucao de equacoes exponenciais

As propriedades descritas a seguir, partindo das fungdes exponencial e logaritmica, sdo muito
liteis para resolver equagdes.
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Os exemplos a seguir mostram a utilizagdo dessas propriedades.

Resolva 20(1/2)*/3
SOLUGCAO

Resolucdo de equacgdes logaritmicas

Quando as equagdes logaritmicas sdo resolvidas algebricamente, é importante verificar o
dominio de cada expressdo na equagdo, para que ndo haja perda nem acréscimo de solucdes no

desenvolvimento.

Resolva log x2 = 2. -

SOLUCAO

Podemos usar a propriedade citada anteriormente.

logx2=2

log x? = log 102
x? =102
x2 =100

x=10 ou x=-10




154 Pré-calculo

¢ Podemos mudar a equagéo da forma logaritmica para a forma exponencial.

logx2=2
= 10?
x? =100

x=10 ou x=-10

Observe que usando a propriedade da poténcia, acabamos concluindo um resultado incorreto.

log x> =2
2logx =12
logx =1
x =10

Vendo a Figura 12.7, é verdade que os gréficos de f (x) log x? e y = 2 se interseccionam quan-

dox = ~10equandox—v10

fntersel;éo %
X=—10 | Y=2

[-15, 15] por [-3, 3]

Figura 12.7 Gréficos de f(x) = logx’ey =

Os métodos 1 e 2 estdo corretos. O método 3 falhou porque o dominio de log x? é o conjunto de
todos os niimeros reais diferentes de zero, mas o dominio de log x € o conjunto dos nimeros reais
positivos diferentes de zero. A solugdo correta inclui 10 e — 10 na resposta, pois os dois valores
- fazem a equagdo original ser verdadeira.

O método 3 violou um detalhe da regra da poténcia para logaritmos, pois log, R® = c log, R
somente quando R ¢ positivg. Na expressdo log x%, vemos que x pode ser positivo ou negativo.
Devido a manipulagio algébrica de uma equagio logaritmica, podemos obter expressdes com dife-
rentes dominios e € por isso que a resolugdo gréfica estd menos sujeita a erros.

Ordens de grandeza (ou magnitude) e modelos
logaritmicos

O logaritmo na base 10 de uma quantidade positiva é sua ordem de grandeza (ou ordem de
magnitude).

Ordens de grandeza (ou ordens de magnitude) podem ser usadas para comparar quaisquer
quantidades:
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* Um quilémetro € 3 ordens de grandeza maior que um metro.
+ Um cavalo pesando 400 kg € 4 ordens de grandeza mais pesado que um rato pesando 40 g.

Ordens de grandeza sdo usadas para comparar, por exemplo, a forga dos terremotos € a acidez
de um liquido, como veremos a seguir. a

A grandeza R de um terremoto, medido pela escala Richter, € R = log T + B,ondeaéa
amplitude (em micrdmetros, xm) do movimento vertical do solo que € informado num sismégrafo,

T € o periodo do abalo sismico em segundos e B € a amplitude do abalo sismico com distincia cres-
cente partindo do epicentro do terremoto.

Quanto mais forte foi o terremoto de 2001 em Gujarat na India (R, = 7,9) com relacio ao de 1999
em Atenas, na Grécia (R, = 5,9)? |

SOLUCAO

i Sejam a; a amplitude do terremoto de Gujarat e a, a amplitude do terremoto de Atenas.
Assim:

a)
Ri=log—+B=179
1 OgT -
. a
. Ry=log—=+B=159
R OgT

a a
<log?1 + B) - <log72 + 3) =R —-R,

log 7+ 1oga—7% =79-59
logZ—; =2
4 =102 = 100
a

: Podemos concluir que o terremoto de Gujarat foi 100 vezes mais forte que o de Atenas.

-

Em Quimica, a acidez de uma solugdo liquida € medida pela concentracio de ifons de
hidrogénio na solugdo (a unidade de medida, a titulo de informag@o, € de “moles por litro”). A con-
centracio de hidrogénio é denotada por [H"]. Como tais concentracdes geralmente envolvem
expoentes negativos de 10, ordens de grandeza negativas s3o usadas para comparar niveis de acidez.
A medida de acidez usada € pH e é o oposto do logaritmo na base 10 da concentracdo de hidrogénio:

pH = —log [H"]

Solugdes mais 4cidas tém concentragdes de fons de hidrogénio mais altos e valores de pH mais
baixos.
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Temos vinagres com pH de 2,4 e recipientes com bicarbonato de sédio cujo pH é 8,4.

- (a) Quais sdo as concentragdes de fons de hidrogénio?

(b) Quantas vezes a concentracio de fons de hidrogénio do vinagre é maior que do bicarbonato de
s6dio?

(c) Que ordem de grandeza difere um produto do outro?

SOLUCAO
- (a) Vinagre —log[H*] =24
| log [H*] = -24
] [H*] = 1072* = 3,98 X 103 moles por litro
Bicarbonato de sédio —log [Ht] = 8,4
K log [H*] = —8,4
[H*] = 10784 = 3,98 X 10~? moles por litro
(b) [H*] de vinagre _ 10724  LOT-29-(-84) = 16

[H*] de bicarbonato de sédio ~ 10-84

Pl

- (¢) A concentracdo de fons de hidrogénio do vinagre tem sua ordem de grandeza 6 vezes maior
: i g
que a do bicarbonato de sédio, exatamente a diferenga entre os niveis de pH.

REVISAO RAPIDA

Nos exercicios 1 a 10, calcule o valor da expressdo sem usar a calculadora.

1. 572 2.1073
40 10
3. 5 4. )
g!! 913
5- ﬁ 6. 2_78
7. log 10? 8.1ne3
9. Ine? 10. log 1073
Nos exercicios 11 a 14, reescreva.a expressdo como uma poténcia com expoente racional.
11. V5 12. V10
1 1
13. /¢ 14. \3/;
Nos exercicios 15 a 20, simplifique a expresso.
2Sy2 -3,7
Xy u v
15. 16.
x2y~4 w22
17. (x6y—2)1/2 18. (xA8y12)3/4
2,—41/2 (x‘2y3) 2
19, _(v7H"E 20. 2
(27uby=6)1/3 Py~
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Nos exercicios 21 e 22, escreva o nimero em notagdo cientifica (poténcia de base 10).

21. A distancia média de Jipiter até o Sol é aproximadamente 778.300.000 quilometros.

22. Um nicleo atdémico tem um didmetro de aproximadamente 0,000000000000001 metro.

Nos exercicios 23 e 24, escreva o nimero na forma original.

23. O ndmero de Avogadro ¢ aproximadamente 6,02 X 107,

24. A massa atdmica ¢ aproximadamente 1,66 X 10727 quilos.

Nos exercicios 25 e 26, use a notagfo cientifica para simplificar a expressdo; deixe sua resposta em notagio

cientifica.

25. (186.000)(31.000.000)

EXERcCIiCIOS

0,0000008

26- 7 000005

”

Nos exercicios 1 a 18, calcule os logaritmos sem usar
calculadora. -

=

1. log,s 4 2. logg 1
3. log, 32 4. log; 81
1
5. logs V25 6. logs 5
7. log 10° 8. log 10.000
9. log 100.000 10. log 107
1
11. log V10 12. lo
£ V1000
13. In €3 14. Ine™*
1
15.1n — 16. In 1
[4
17.1n Ve 18. In —

Nos exercicios 19 a 24, calcule o valor exato da
expressdo sem usar calculadora.

19. 7023 2Q. 5loes8
21. 101005 22, 10kel4
23. 6 24. 5

Nos exercicios 25 a 32, use uma calculadora para
resolver o logaritmo, caso ele esteja definido, e facaa
conferéncia usando expressio exponencial.

25. log 9,43 26. log 0,908
27. log (—14) 28. log (—5,14)
29. In 4,05 30. In 0,733
31.1n (—0,49) 32. In (—3,3)

Nos exercicios 33 a 36, resolva a equagdo modifican-

do-a para uma forma exponencial.
33.logx=2 34. logx =4

35.logx = —1 36. logx= -3
Nos exercicios 37 a 40, associe a fungdo a seu grafico.
37.f(x) =log (1 — x)

38.f(x) =log (x + 1)

39.f(x) = —~In(x — 3)

40.f(x) = —In (4 — x)

(@) (b

Lodd k. i1 1 Tt % 1

L0 20n 20n
TT=r=r

N

-——/

113 333 i1 11

T T T

(©) . (d

Nos exercicios 41 a 46, descreva como transformar o
gréfico de y = In x no gréfico da fun¢fio dada. Vocé
pode fazer o esbogo do grafico ou utilizar uma calcu-
ladora com esse recurso.

41. f(x) = In (x + 3)
43. fx)=In(—x) +3
45.f(x)=In (2 — x)

42. fx)=In(x) +2
4. f(x) =In(—x) — 2
46. f(x) =In (5 — x)
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Nos exercicios 47 a 52, descreva como transformar o
grafico de y = log x no gréfico da fungdo dada. Vocé
pode fazer o esbogo do gréfico ou utilizar uma calcu-
ladora com esse recurso.

47. f(x) = —1 + log (x)

48. f(x) = log (x — 3)

49, f(x) = —2 log (—x)

50. f(x) = =3 log (—x)
51.f(x) =2log(3 —x) — 1
52, f(x) = —3log (1 —x) + 1

Nos exercicios 53 a 58, esboce o gréfico da fungio e
analise seu dominio, sua imagem, a continuidade, o
comportamento de crescimento/decrescimento, se €
limitada, se tem extremos, a.simetria, as assintotas e
o0 comportamento nos extremds do dominio.

53. f(x) = log (x — 2) 54. f(x) =In(x + 1)
65.f(x) = —In(x — 1) 56. f(x) = —log (x +2)
57.f(x) =3 log (x) — 1

58.f() =SIn(2-x -3  °

59. Multipla escolha Qual € o valor aproximado
do logaritmo de 27

(a) 0,10523 (b) 0,20000
(c) 0,30103 (d) 0,69315
(e) 3,32193

60. Multipla escolha Qual afirmativa € falsa?
(a)log5=25log2 (b)log5=1—1log2
(c) log 5> log 2 (d) log 5 <log 10
(e) log 5 =log 10 — log 2

61. Multipla escolha Qual afirmativa & falsa sobre
y=Inx?
(a) E crescente sobre o seu dominio.
(b) E simétrica com relafdo a origem.
{c) E continua sobre o seu dominio.
(d) E limitada.
(e) Tem uma assintota vertical.

62. Multipla escolha Qual das seguintes funcgdes
€ a inversa de f(x) = 2 « 3*? (Estudaremos mais
sobre isso no Capitulo 14).

(@) £ 1(x) = log; (x/2)  (b) f(x) = log, (x/3)
(©) f'(x) =2logz(x) (d)f'(x) =3log, (x)
(e) f(x) = 0,5 logs (x)

Nos exercicios 63 e 64 descreva, para cada fungdo, o
dominio, a imagem, o valor do intercepto (valor onde
o gréfico passa no eixo vertical), além de uma andli-
se a respeito da existéncia de assintota.

63. f(x) = logzx

64. f(x) = logyzx

65. Encontre o nimero b > 1 de modo que os grafi-
cos de f(x) = b* e sua inversa f~'(x) = log, x
tenham exatamente um ponto de intersecgdo.
Qual € o ponto que é comum aos dois graficos?

66. Descreva como transformar o gréfico de f(x) =
In x no gréfico de g(x) = log/, x.

67. Descreva como transformar o grafico de f(x) =
log x no grafico de g(x) = logg x.

Nos exercicios 68 a 79, assumindo que x € y séo
niiteros positivos, use as propriedades de logaritmos
para escrever a expressao como uma soma ou diferen-
¢a de logaritmos, ou como um miiltiplo de logaritmos.

68. In 8x 69. In 9y
3 2

. — 71. —
70. log . 1. log y
72. log, y3 73. log, x 2
74. log x3y? 75. log xy*

2

76. In F 77. log 1000x*

3/} Vax
78. log ; 79 In \3/;

Nos exercicios 80 a 89, assumindo que x, y e z sdo ni-
meros positivos, use as propriedades de logaritmos pa-
ra escrever a expressdo como um unico logaritmo.

80.log x + logy 81. logx +log5
82.Iny—In3 83. nx—Iny

1 1
84.—3—logx 85. glogz
86.2Inx+3Iny 87. 4logy —logz

88. 4 log (xy) — 3 log (y2)
89. 3 1In (x3) + 21n (yz?)

Nos exercicios 90 a 95, use a férmula de mudanca de
base e sua calculadora para encontrar o valor de cada
logaritmo.

90. log, 7 91. logs 19
92. logg 175 93. log;, 259
94. 10g0‘5 12 95. logoyz 29



Nos exercicios 96 a 99, escreva a expressdo usando
somente logaritmos naturais.

96. log; x
98. log, (a + b)

97. log; x
99. logs (¢ — d)

Nos exercicios 100 a 103, escreva a expressao usan-
do somente logaritmo de base 10.

100. log, x 101. log, x
102. log,), (x + y) 103. log;;; (x — ¥)

104. Prove a regra do quociente dos logaritmos.
105. Prove a regra do produto dos logaritmos.

Nos exercicios 106 a 109, descreva como transformar
o grdfico de g(x) = In x no gréfico da fun¢do dada.
Vocé pode fazer o esbogo do gréfico ou utilizar uma
calculadora com esse recurso.

106. f(x) = logs x 107 f(x) = log; x
108. f(x) = log ;3 x 109. f(x) = logss x

Nos exercicios 110 a 113, associe cada fungdo a seu
gréfico.

110. f(x) = logs (2 — x) .,
111. f(x) = logg (x — 3)

112. f(x) = loggs (x — 2)

113. f(x) = logg; 3 — %)
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Nos exercicios 114 a 117, esboce o gréfico da fungio
e analise seu dominio, sua imagem, a continuidade,
o comportamento de crescimento/decrescimento, as
assfntotas e o comportamento nos extremos do
dominio.

114. f(x) = log, (8x)
116. f(x) = log (x?)

115. f(.x) = 10g1/3 (9.x)
117. f(x) = 1n (x%)
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118. Verdadeiro ou falso O logaritmo do produ-
to de dois niimeros positivos € a soma dos loga-
ritmos dos nimeros. Justifique sua resposta.

119. Verdadeiro ou falso O logaritmo de um ni-
mero positivo € positivo. Justifique sua resposta.

120. Muiltipla escolha log 12 =

(a) 3log 4 (b) log 3 + log 4
(c) 41log 3 (d) log3-log4
(e)21log 6
121. Multipla escolha logy 64 =
© (a)5log;y2 (b) (logs 8)
(c) (In 64)/(In 9) (d) 2 logy 32

(e) (log 64)/9

122. Multipla escolha In x° =
(a)5lnx (b) 21Inx®
(€)xIn5 (d) 31nx?
(e) In x2 + In x>

123. Muiltipla escolha log,,; x* =

(a) —2log, x (b) 2 log, x
(c) —0,5log, x (d) 0,5 log, x
(e) —2 log, | x|

124. Sejam a =log 2 e b =log 3. E verdade que
log 6 = a + b. Liste os logaritmos na base 10
de todos os nimeros inteiros positivos menores
que 100 que podem ser expressos em termos de
a e b, escrevendo equagdes tais como log 6 =
a + b para cada caso.

125. Resolva Inx > V.

126. Resolva 1,2* <log;; x.

127. Compare os dominios das fungdes presentes
em cada item a seguir.

(@) fx) =2Inx+1n(x—3)e
g(x) = Inx%(x — 3)
(b) f)=In(x+5)—Inx—5e
x+5
x—35
(€) f(x) =log (x + 3% e glx) = 21og (x + 3)

gx) =1In

128. Prove a férmula de mudanga de base dos loga-
ritmos.

129. Use uma calculadora para resolver os logarit-
mos (pode deixar com cinco casas apds a vir-
gula), onde alguns itens exemplificam as pro-
priedades citadas:
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(a) log(2-4)=1log2 + log4

(b) log (%) =log 8 — log 2

(c) log2®=3.1log2

(d) log 5 (use o fato de que 5 = 10/2)

(e) log 16 (use 16 como poténcia de base 2)
(f) log 40

130. Das oito expressdes a seguir, verifique quais
sdo verdadeiras e quais sdo falsas.

(@ In(x+2)=Inx+1In2
(b) logs (7x) = 7 logs x
(c) log, (5x) =log, 5 + log, x

(d) ln§=lnx—ln5

x _ logx .
(e) log 4 log 4

(f) logy x> = 3 log, x

(g) logs x* = (logs x)(logs x)
(h) log |4x| = log 4 + log |x]

Nos exercicios 131 a 140, encontre algebricamente a
solugdo exata e verifique o resultado $ubstituindo na

equagdo original.
1 )x/ 3 )
(Z -

134. 3 .42 =96

1\/5
131. 36 (E) =4 132. 32

133. 2 . 5% = 250

135. 2(107%3) =20 136. 3(5 %% =15

137. logx = 4 138. log)x =5

139. log, (x = 5) = —1 140. log, (1 —x) =1

Nos exercicios 141 a 148, resolva cada equacao alge-
bricamente. Vocé pode obter uma aproximagdo para a
solucdo e checar pela substituicdo na equagdo original.

141. 1,06* = 4,1 142. 098*=1,6

143. 50¢%935x = 200 144. 80e%04* = 240
145.3 + 27 * =6 146. 7 —3e7* =2
147.3In(x —3) +4=5 148. 3 —log (x + 2)

Nos exercicios 149 a 154, verifique o dominio de cada
funcdo. Depois associe cada uma a seu gréfico.

149. f(x) = log [x(x + 1)}

150. g(x) = log x + log (x + 1)
x
x+1

151. f(x) = In

152. g(x) =Inx —In(x + 1)

1563. f(x) =2 Inx 154. g(x) = In x?

Ado 2 3 A d .l deihod, PR
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Nos exercicios 155 a 167, resolva cada equagao.

165. log 2 = 6 156. In x> = 4
157. logx* =2
158. 2°27 _4 159 227" _5
3 2
eX+e™* 2 _

160 S =4 161.2¢% + St = 3=0

2. — 2 _ 200 163 —0___ _ 150
162. 7555005 = " T+ 95¢ 06 —
164. %ln(x+ 3)-lInx=0

165. logx—%log x+4)=1

166.
167.

In(x—3)+In{x+4)=31n2

log (x —2) +log (x +5) =21log 3

Nos exercicios 168 a 171, determine quantas ordens
de grandeza uma quantidade difere da outra.

168. R$ 100.000.000.000,00 e R$ 0,10.

169. Um candrio pesando 20 gramas e uma galinha
pesando 2 quilos.




171.

172.

173.

174.

175.

176.

177.

178.

179.

180.

170.

Um terremoto com 7 pontos na escala Richter
€ outro com 5,5 pontos.

Um suco de limdo com pH = 2,3 e uma cerve-
jacompH = 4,1.
Quantas vezes o terremoto da Cidade do México

em 1978 (R = 7,9) foi mais forte que o terremo-

to de Los Angeles em 1994 (R = 6,6)?

Quantas vezes o terremoto de Kobe, Japdo, em

1995 (R = 7,2) foi mais forte que o terremoto

de Los Angeles em 1994 (R = 6,6)?

O pH da dgua com gés € 3,9 e o pH do amonfa-

coé 11,9. )

(a) Quais sdo as concentracdes de fons de
hidrogénio?

(b) Quantas vezes a concentratdo de fons de
hidrogénie da dgua com gds € maior que a

do amoniaco? -
(¢) Que ordem de grandeza difere um produto
do outro?

O pH do 4cido do estdmago € aproximada-

mente 2 e o pH do sangue é 7,4.

(a) Quais sdo as concentracdes de fons de
hidrogénio? T

(b) Quantas vezes a concentra¢io de fons de
hidrogénio do 4cido do estdmago € maior
que a do sangue?

(c) Que ordem de grandeza difere um produto
do outro?

Verdadeiro ou falso A ordem de grandeza

de um niimero positivo € seu logaritmo natural.

Justifique sua resposta.

Muiltipla escolha Resolva 23— ! = 32,

(@x=1 (b)x=2 (©)x=14

dx=11 (e)x=13

Multipla escolha Resolvalnx = —1.

@x=-1 (b)x=1/e (c)x=1

(d)x=e (e) Nao h4 solycdo possivel.

Multipla escolha Quantas vezes foi mais
forte o terremoto em Arequipa (Peru) em 2001
(8,1 na escala Richter) com relag@o ao terremo-
to na Provincia Takhar (Afeganistio) em 1998
(6,1 na escala Richter)?
(a) 2 (b) 6,1

(d) 14,2 (e) 100

Prove que se u/v = 10" para u>0e v >0,
entdo log u — log v = n. Explique como este

resultado relaciona a poténcia de 10 com a
ordem de grandeza.

(c) 8,1

3
M —————
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Nos exercicios 181 a 186, resolva a equagio ou a ine-

quacao.

181. ¢*+x =35

182. ¢ —8x+1=0

183. e* <54+ Inx

184. In x| — e =3

185. 2logx —4log3 >0

186. 2log(x + 1) —2log 6 <0

Nos exercicios 187 a seguir, vamos utilizar o con-
ceito, M = C (1 + )", onde C é o capital (represen-
ta o valor inicial), M é o montante (representa o valor
futuro), i € a taxa de juros no periodo de interesse e n
€ a quantidade de periodos (referentes 2 taxa de juros)
que ocorrem no prazo de uma aplicagdo financeira
(vamos ‘supor que a capitalizagio em um periodo seja
calculada a partir do valor obtido no periodo imedia.
tamente anterior).

187.

188.

189.

190.

191.

192.

193.

Um valor inicial de R$ 500,00 ser aplicado a
uma taxa de juros anual de 7%. Qual serd o
investimento dez anos mais tarde?

Um valor inicial de R$ 500,00 serd aplicado a
uma taxa de juros anual. Qual deve ser a taxa
de juros para que o valor inicial dobre em dez
anos?

Um investimento de R$ 2.300,00 ocorre a uma
taxa de juros de 9% ao trimestre. Qual deve ser
o prazo da aplicagdo para que esse investimen-
to atinja o valor de R$ 4.150,00?

Um valor inicial de R$ 1.250,00 ser4 aplicado
a uma taxa de juros bimestral de 2,5%. Qual
serd o investimento um ano e meio mais tarde?

Qual valor deve ser investido a uma taxa de
juros de 1,2% ao més, para obter, ao final de
um semestre € meio, o montante de R$
3.500,00?

Um valor inicial de R$ 2.350,00 ser4 aplicado
a uma taxa de juros semestral. Qual deve ser a
taxa de juros para que o valor inicial atinja R$
3.200,00 em dois anos?

Um investimento de R$ 8.700,00 ocorre a uma
taxa de juros de 3% ao més. Qual deve ser o
prazo da aplicag¢io para que esse investimento
atinja o valor de R$ 11.000,007






Funcoes
compostas ’ =

Operacoes com funcoes

Uma maneira de construir novas fungdes € aplicar as
operagdes usuais (adigdo, subtragdo, multiplicagdo e divi-
sdo) usando a seguinte defini¢do.

DEFINICAO Soma, diferenca, produto e quociente de funcdes

Sejam fe g duas fungdes com dominios que possuem valores comuns. Ent&o, para todos os valo-
res de x na intersecgdo desses dominios, as combinagdes algébricas de fe g sdo definidas pelas
seguintes regras: '

Soma: (f+ 2 =f(X) + g(x)

Diferenca: (f— g)x) =f(x) — g(x)

Produto: (fe)x) = f(x)g(x)

Quociente: (i) (x) = l;—((% desde que g(x) # 0

Em cada caso, o domfnio da nova fungdo consiste em todos os nimeros que pertencem ao domi-
nio de f e ao dominio de g. Como vemos, as raizes da fun¢do do denominador s@o excluidas do
dominio do quociente.

Sejam f(x) =x? e g(x) = Vx + 1
Encontre férmulas para as fungdes f + g, f — g, f2. f/g. 88- Descreva o dominio de cada uma.
SOLUCAO

O dominio de f é o conjunto de todos os nimeros reais e o dominio de g pode ser representado pelo
-~ intervalo [—1, +oo[. Como eles se sobrepdem, entdo a intersec¢do desses conjuntos resulta no con-
junto dado pelo intervalo [—1, +oof . Assim:

(f+ g =f(x) +glx) =x2+ Vx+1 comdominio [—1, +eo]
(f—8)x) =f(x) —glx) =x2—=Vx+1 comdominio [—1, +eo]
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(fe)) =f(0glx) =x*Vx + 1 com dominio  [—1, +eo
Hg oL@ _ 2 L
( g ) (x) ) Vitl com dominio  ]—1, +oo[

(g8)(x) = g(x)g(x) = (Vx + 1) com dominio  [—1, +oof

- Note que podemos expressar (gg)(x) simplesmente por x + 1. Essa simplificagdo néo muda o fato
de que o dominio de (gg)(x) € o intervalo [—1, +eo[. A fungdo x + 1, fora desse contexto, tem
como dominio o conjunto dos niimeros reais. Sob essas circunstancias a fungio (gg)(x) € o produ-
i to de duas fungdes com dominio restrito.

Composicao de funcgoes

Existem situagdes em que uma fungfo néo € construida combinando operagdes entre duas fun-
¢bes; uma fungdo pode ser cBpstruida aplicando as leis envolvidas, primeiro uma e depois a outra.
Esta operagdo para combinar fun¢des, que ndo estd baseada nas operagdes numéricas, € chamada de
composicdo de fungdo.

DEFINICAO Composicdo de funcoes

Sejam f e g duas fungGes tais que,o dominio de f intersecciona com a imagem de g. A compo-
sicdo f de g, denotada por f o g, € definida pela regra:

(fog)x) = f(g(x)

O dominio de f o g consiste em todos os valores de x que estdo no dominio de g e cujo valor g(x)
encontra-se no dominio de f. Veja a Figura 13.1.

fog
2 f
X precisa estar g(x) precisa estar no
no dominio de g dominio de f

Figura 13.1 Na composicgdo f o g, primeiro é aplicada a fungéo g e depois a f.

A composicio g de f, denotada por g o f, é definida de maneira similar. Em muitos casos, fo g
e g o f sio fungdes diferentes. Na linguagem técnica, dizemos que “a composicdo de fungGes ndo €
comutativa”.
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Sejam f(x) = e* e g(x) = Vx . Encontre as fungdes (f o g)(x) e (g o f)(x). Verifique se essas
funcgdes nio sdo as mesmas.

SOLUCAO
(fog)x) = flgx) = F(Vx) = eV*
(g0 f)x) = g(f(x)) = g(e¥) = Ve~

- Uma forma de verificar que essas fung¢des néo sdo as mesmas € concluindo que ndo t€ém dominios
iguais: fo g € definida somente para x = 0, enquanto g o f € definida para todos os mimeros reais.
Poderfamos também considerar seus gréficos (Figura 13.2) que interseccionam apenas em x = 0
ex=4.

1
[—2, 6] por [—1, 15]

Figura 13.2 Os graficos de y = V¥ e y= Ve* ndo sdo os mesmos.

Para finalizar, os grificos sugerem uma verificagdo numérica: vamos citar um valor de x para o
. qual f(g(x)) e g(f(x)) tém valores diferentes. Podemos verificar isso, por exemplo, para x = 1:
f(g(1)) = e e g(f(1)) = Vle. O grifico nos ajuda a fazer a escolha adequada de x, pois escolher
x =0 e x = 4, levaria a conclusio que elas sdo iguais.

Sejam f(x) =x2— 1 e g(x) = V/x. Encontre os dominios das fungdes compostas

(@) gof (b) fog
SOLUCAO .
(a) Comporemos as fungdes na ordem especificada:
] (g0 )x) = g(f(x)
=Vx2-1
- Para x estar no dominio de g o f, primeiro deve-se analisar a fungdo f(x) = x> — 1. Neste caso, x
- pode ser qualquer nimero real. Como depois € calculada a raiz quadrada desse resultado, entdo

x? — 1 pode ter apenas valores ndo negativos. Portanto, o dominio de g o f consiste em todos os
- niimeros reais para os quais x> — 1 = 0, isto €, o conjunto J—oo, —1] U [1, +oef.

(b) Novamente, comporemos as fungdes na ordem especificada: (fo g) x = \J/‘gg(x)) = (Vx)- 1
¢ Para x estar no dominio de fo g, primeiro deve-se analisar a fungdo g(x) = Vx. Neste caso, x deve
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¢ ser qualquer nimero real ndo negativo. Como depois € calculado o quadrado desse resultado ¢
: subtraido o valor 1, entdo o préprio resultado de Vx pode ser qualquer niimero real. Portanto, o
: dominio d f o g consiste em todos os nimeros do conjunto [0, +eo[.

Nos exemplos 2 e 3, vimos que duas fungdes foram compostas para formar uma nova funggo.
Existem momentos em que precisamos do processo inverso. Isso significa que podemos ter a
necessidade de, partindo de uma fungdo, encontrar aquelas que, ao serem compostas, resultam na
que temos.

Para cada fungo A, encontre as fungdes fe g, tais que A(x) = f(g(x))
@hx)=@x+12=3x+1)+4

) h(x) = Vx3 + 1 .

-

SOLUCAO .

(a) Podemos observar que & é uma fungdo quadritica em fungio de x + 1. As fungdes procuradas
sdo f(x) = x2 — 3x + 4 e g(x) = x + 1. Conferindo:

h(x) =f(g(x) =f(x + ) =tx+1)2 = 3(x+ 1) + 4

(b) Podemos observar que & € a raiz quadrada da funcdo x3 4+ 1. As fungdes procuradas sdo f(x) =
Vx e g(x) = x3 + 1. Conferindo:

h(x) = f(g(x) =3+ 1) = Vad + 1

Muitas vezes existe mais de uma maneira para decompor uma fungio. Por exemplo, uma alter-
nativa para decompor h(x) = Vx? + 1 no Exemplo 4(b) € fazer f(x) = Vx + 1 e g(x) = x3. De
fato, h(x) = f(g(x)) = f(x?) = Vx> + 1.

Relacoes e funcoes definidas implicitamente

O termo geral que relaciona as varidveis dos pares ordenados (x, y) € uma relag@o. Se ocorrer
de existir um #nico valor de y para cada valor de x, entdo a relago também ¢ uma fungio e seu gré-
fico satisfaz o teste da linha vertical (Capitulo 7). No caso da equagdo de um circulo definida, por
exemplo, por x2 + y2 = 4, os pares ordenados (0, 2) e (0, —2) satisfazem a lei da relacdo; assim, y
niio é uma fungdo de x. °

Determine quais dos pares ordenados dados por (2, —5), (1, 3) e (2, 1) estdo na relagdo definida
por x2y + y? = 5. A relag@o € uma fungdo?
SOLUCAO

Nés simplesmente substituimos os valores das coordenadas x e y dos pares ordenados em X2y +y?
€ vemos se o resultado € 5.
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(2, =5): 23(=5) + (=5 =5
(1,3): 1’3)+ (32 =12#5
2,1 Q@721 + (1> =5

. Assim, (2, —5) e (2, 1) estdo na relagio, mas (1, 3) néo estd.
¢ Como a relagdo estd satisfeita para pares ordenados com diferentes valores de y, porém para o
mesmo valor de x, a relag@io ndo pode ser uma fungdo.

Seja novamente a equagdo do circulo dada por x? + y? = 4. Essa equagio ndo define uma fun-
¢do, porém podemos reescrever e finalizar em duas equacdes, de modo que cada uma delas seja uma
funcéo:

x2+y2=4

y2___4_x2

y=FNVa—x2ouy=-Va-x?

Os gréficos dessas duas fungdes sdo, respectivamente, os semicirculos superior e inferior do
circulo da Figura 13.3. Eles s3o mostrados na Figura 13.4. Desde que os pares ordenados des-
sas fungdes satisfagam a equagio x2 + y2 = 4, dizemos que a relagio dada pela equagio define
duas fungdes implicitamente.

3= 3

2_ B
A I
[ T T Ty Y e A
—5-4-3-2-1,1 123 45 ~5-4-3 Q—y 3
_2_

(@ ®)

Figura 13.4 Os graficosde (a)y=+ V4 —x2 e (b) y = —V4 — 12,
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- Descreva o grifico da relagio x* + 2xy + y?> = 1.
SOLUCAO

Observe que a expressdo do lado esquerdo da equacao pode ser fatorada. Isto permite que a equa-
¢do seja escrita como duas funcgdes definidas implicitamente, como se seguem:

x2+2xy+y?=1
(=1
x+y==*1 -

x+y=1loux+y=-—1

y=—x+1louy=-x—1

O griéfico consiste em duas.etas paralelas (Figura 13.5), cada um referente a uma func@o defini-
da implicitamente. ) )

Figura 13.56 O grafico da relagdo x2 + 2xy + y? = 1.

RevisAo RAPIDA

Nos exercicios 1 a 10, encontre o dominio de cada fungéo e o expresse com a notacado de intervalo.

1. /() = i I § . 2.gxy=Inx—-1)

3./ =V5—1 480 =T5—=

5. f(x) = Vin(x) 6. h(x) = V1 — x2
t+5

7./ = 21 8. g() = In(r))

9. f(x) = ﬁ 10. g(x) = 2
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Nos exercicios 1 a 3, encontre as férmulas para as
fung¢des f + g, f — g € fg. D€ o dominio de cada uma
delas.

1. f(x) =2x — 1; g(x) = x2
2. flx)=(x—1)%g(x) =3 —x
3. f(x) = Vx + 5; g(x) = |x + 3]

Nos exercicios 4 a 9, encontre as férmulas para as
funcdes f/g e g/f. Dé o dominio de cada uma delas.

4.£(x) = Vi 3 glx) = 22

B.f(x) = Vx — 2 g(x) = Vx + 4
6./(x) = x% g(x) = VI - x2
750 =g = VI

8.f(x) = x%e g(x) = 1/x sdo mostradas no grafico a
seguir. Esboce o grifico da soma (f+ g)(x)
manualmente ou com uma calculadora que tenha
esse recurso.

1 1 ]

[0, 5] por [0, 5]

9. f(x) =x% e g(x) =4 — 3x sdo mostradas no
grifico a seguir. Esboce o grifico da diferenca
(f — & (x) manualmente ou com uma calcula-
dora que tenha esse recurso.

[—5, 5]} por [—10, 25]

Nos exercicios 10 a 13, encontre (fog)(3) e
(g0 f)(=2).
10. f(x) =2x—3; g(x) =x + 1
11. f(x) =x>—1;g(x) =2x— 3
12, f(x) =x2+4;6(x) = Vx + 1
13. f(x) = ———; g(x) = 9 — x?
x+1

Nos exercicios 14 a 21, encontre f(g(x)) e g(f(x)).
Verifique o dominio de cada fungio.
14. f(x) =3x+2;g(x) =x—1
1
-2 _ 1. -
15. f(x) = x* - 1; g(x) P

16. f(x) = x> — 2; g(x) = Vi+1
17. f(x) =‘ﬁ; gx) =Vax

18. f(x) = x2; g(x) = Vi-x2
19. f(x) = x% glx) = Vi-x3

) 1 1
20. f(x) =00 g(x) =3
1
x+1

Nos exercicios 22 a 26, encontre f(x) e g(x), de modo
que a fungdo possa ser escrita como y = f(g(x)) (po-
de existir mais de uma maneira de decomposigédo da
fungdo).

22.y=Vx? - 5x

24,y =|3x - 2|

21. f(x) = s glx) =

x—1

23.y = (3 + 1)?
1
25'y_x3—5x+3
26.y=(x—3°+2
27. Quais pares ordenados entre (1, 1), (4, —2) e
(3, —1) satisfazem a relag@o dada por 3x + 4y = 5?
28. Quais pares ordenados entre (5,1), (3,4) e
(0, —5) satisfazem a relagfio dada por x> + y? = 257

Nos exercicios 29 a 36, encontre duas fungBes defini-
das implicitamente, partindo da rela¢do dada.

29.x2+y* =25 30. x +y? =25
31.x2—-y2=25 32. 3x2—y2=25
33.x +yl=1 34. x —|yl=1
35.y? = x? 36. y2=x

37. Verdadeiro ou falso O dominio da funcdo
quociente (f/g)(x) (que significa f(x)/g(x) con-
siste em todos os nimeros que pertencem aos
dois dominios, que sdo os de fe de g. Justifique
sua resposta.
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38.

39.

40.

41.

Verdadeiro ou falso O dominio da fungio  42. Multipla escolha Qual das seguintes relagdes
produto (fg)(x) (que significa f{x)g(x) consiste em define a fungdo y = |x| implicitamente?
todos os m’lmergs que pertencem ao dominio de f (a)y=x (b)y2 =2 €y =
ou ao de g. Justifique sua resposta.

(d) x>+ y*=1 (e) x =1yl
Multipla escolha Suponha f e g fungdes que ) 3
possuem como dominio o conjunto de todos os 43. Associe cada fungdo f'a uma fungdo g como tam-

ndmeros reais. Qual das seguintes alternativas bém a um dominio D, tal que tenhamos ( f 0 g)(x)
ndo é necessariamente verdadeira? = x? com dominio D.
(@) (f + o) = (g + /H) f g D
(b) (fo)(x) = (g/H)x) & V2 —x ]—o0,0[ U0, +oof
(c)f(g(x)) = g(f(x)) (xz + 2)2 x+1 ]—oo, 1[ U ]1, +oo[
d — [g— —
(d) (f — &) (g — /) o2 — 22 2 Inx 10,4 oo
(e) (fo g)x) = f(g(x)) . 1 1

) 12 1 [2,+00[
Muiltipla escolha Se féx) = x — 7 e g(x) = x-D x
\/4 — x, entiio qual é o dominio da fungdo f/g? 22 +1 Vx—-2 ]—o0, 2]
(a) ]—oo, 4] (b) ]—oo, 4] (c) 14, o[ (x + 1)2 x+1 J—co, +oof
(d) (4ol (@) 14,7[UT7, + ool i *
Multipla escolha Se f(x) =.x2 + 1, entio 44. Seja f(x) = x2 + 1. Encontre uma fungéo g tal
(fof)x) = a que:
(@) 247 + 2 ®22+1 ()t +1 (@ (fx) =x =1 () (f+ g = 3¢*

(c) (f/e)x) =1 (d) fg(x) = 9x* + 1

4 2 4 2
(d)x*+2x2+1 (e)x*+2x2+2 (@) g(f() = 9x* + 1




Funcoes
inversas

Relacdes definidas
parametricamente

Uma maneira de definir fungdes, ou de forma mais
generalizada, relagdes, € definir os dois elementos do par
ordenado (x, y) em termos de outra variavel ¢, chamada de
parametro. [lustraremos com um exemplo.

. Considere o conjunto de todos os pares ordenados (x, y)
- definidos pelas equacdes

x=t+1
. J y=t*+2t
onde ¢ € um ndmero real qualqu'er.
(a) Encontre os pontos determinados port=—3,-2,-1,0,1,2¢3.

: (b) Encontre uma relagio algébrica entre x e y (isto € chamado muitas vezes de “eliminacdo do
pardmetro”). Temos y como uma fungéo de x?

(c) Esboce o gréfico da relagdo no plano cartesiano.

SOLUCAO

(a) Substitua cada valor de ¢ nas férmulas que definem x e y para encontrar o ponto que esse valor
de ¢ determina parametricamente.

t x=t+1 y=1t2+2 (x, y)
-3, -2 3 (-2, 3)
-2 -1 0 (—1,0)
-1 0 -1 0, ~1)

0 1 0 1,0)

1 2 3 (2,3)

2 3 8 (3, 8)

3 4 15 (4, 15)

(b) Podemos encontrar a relagdo entre x e y algebricamente pelo método da substitui¢io. Podemos
comegar com 7 em termos de x para obtermos £ = x — 1. Substituir na expressio y=1£+2
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y=12+2t
y=x—-12+2x—-1)
=x2—-2x+1+2x—-2
=x2-1
Isso € consistente com os pares ordenados que ja haviamos encontrado na tabela. Como ¢ varia em

todo o conjunto dos nimeros reais, obteremos todos os pares ordenados darelacioy =x2— 1,0
-~ que faz de fato y ser definido como fungéo de x.

(c) Desde que a relagfio definida parametricamente consista em todos os pares ordenados na rela-
¢do, podemos obter o grafico esbogando a pardbola, como na Figura 14.1.

Considere o conjunto de todos os pares ordenados (x, y) definidos pelas equagdes

x=1£2+2t
y=t+1

onde ¢ € um niimero real qualquer.

(a) Encontre os pontos determinados por f = -3,2,—-1,0,1,2e3.
(b) Esboce o grafico da relagdo no plano cartesiano.
{c) y é uma fungdo de x?
(d) Encontre uma relagfo algébrica entre x € y.
: SOLUCAO t (x,y)
. (a) Substitua cada valor de t nas férmulas que definem x e y para encontrar 3 3, -2
o ponto que esse valor de ¢ determina parametricamente. -2 ©, =D
—1 (=1,0)
0 0, 1)
1 (3.2
2 (8, 3)
3 (15, 4) |

]
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(b) Podemos obter o grifico manualmente ou conferi-lo na Figura 14.2.

|
N

[-5, 5] por [—3, 3.]

Figura 14.2 Gréafico de uma parabola no modo paramétrico.

() y ndo é uma fungio de x. No item (a) j4 vemos que existem pares ordenados diferentes com

valores de x iguais; além disso, no item (b) vemos que o grafico falha no teste da linha ver-
. . o

tical (como vimos no Capitulo 7). .

(d) De forma anéloga ao que foi feito no Exemplo 1, temos x = y? — 1.

Relacoes inversas e funcoes inversas

O que acontece quando invexfemos as coordenadas de todos os pares ordenados na rela¢do?
Obviamente obtemos outra relacio, ji que existe um outro conjunto de pares ordenados; mas qual
semelhanga observamos com a relagfo original? Se a relagdo original € uma func@o, a nova relagao
também serd uma funcgio?

Podemos ter idéia do que ocorre analisando os exemplos 1 e 2. Os pares ordenados no Exemplo 2
podem ser obtidos simplesmente invertendo as coordenadas dos pares ordenados no Exemplo 1
(isso porque as defini¢des de x e y estdo trocadas nos dois exemplos). Dizemos que a relagio no
Exemplo 2 € a relagdo inversa da relagdo no Exemplo 1.

DEFINICAO Relacdo inversa

O par ordenado (a, b) pertence a uma relacdo se e somente se o par ordenado (b, a) estd na rela-
¢io inversa.

Estudaremos a conexdo entre uma relagdo e sua inversa. Teremos interesse em analisar
relagdes inversas e 0 que ocorre’para serem fungdes. Observe que o grifico da relagdo inver-
sa no Exemplo 2 falha no teste da linha vertical (visto no Capitulo 7) e, portanto, ndo € o gri-
fico de uma funcdo. A questdo que temos &: podemos predizer esta falha apenas considerando
o grifico da relagdo original? A Figura 14.3 sugere que sim.

O gréfico da inversa na Figura 14.3(b) falha no teste da linha vertical porque temos dois valo-
res diferentes de y para o mesmo valor de x. Isto € uma conseqiiéncia direta do fato de que a rela-
¢do original na Figura 14.3(a) possui dois valores diferentes de x com o mesmo valor de y. O gréfi-
co da inversa falha no teste da linha vertical precisamente porque o grafico original falha no teste
da linha horizontal (apesar de esse “teste” ndo ter sido citado anteriormente, ele tem as mesmas
idéias do teste da linha vertical, do qual falaremos a respeito logo a seguir). Isto nos dd um teste
para relagcOes cujas inversas sdo fungdes.
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y y
3— 3

oo\ 2k 1N ()

(-1, 1) (1,1) 1_/
RN I T [ | X I I | [ x
—5-4-3-2-1,] 1 23 45 -5-4-3-2-1, N Q

2T NS
(a) (b)

Figura 14.3 (a) Relagéo original e o teste da linha horizontal. (b) Relagédo inversa e o teste da
linha vertical. .

Quais dos gréficos de (1) a {4) na Figura 14.4 sio grificos de
(a) relacoes que sao funcoes?

(b) relagBes que tém inversas que sdo fungdes?

SOLUCAO

(a) Os grificos (1) e (4) sdo grificos de fungdes porque satisfazem o teste da linha vertical. J4 os
gréficos (2) e (3) ndo sdo gréficos de fung¢des porque falham no teste da linha vertical.

(b) Os graficos (1) e (2) sdo gréficos de relagdes cujas inversas sio funcdes porque satisfazem o
teste da linha horizontal. Os gréficos (3) e (4) falham no teste da linha horizontal, assim suas
relagdes inversas ndo sdo fungdes.

) @)

Figura 14.4 Gréficos do Exemplo 3.
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3 @
Figura 14.4 Graficos do Exemplo 3.

Uma funcdo cuja inversa € uma fungfo tem o grafico que satisfaz tanto o teste da linha hori-
zontal como o teste da linha vertical [tal como o Grifico (1) do Exemplo 3]. Tal fungéo € bijetora,
desde que todo x seja a primeira coordenada de um tinico y e todo y seja a tnica segunda coordenada
de um tnico x. :

DEFINICAO Funcéo inversa

Se f € uma fung@o bijetora com dominio A e imagem B, entdo a fun¢io inversa de f, denotada
por f~1, € a fungiio com dominio B e imagem A definida por

fUb) =a seesomentese f(a)=b

-

O que é uma funcao bijetora

: Para definirmos isso, daremos outras defini¢cdes
CUIDADO SOBRE A NOTACAODE | antes.

FUNCAO

Uma fungédo f de A em B € injetora se quaisquer dois

O simbolo f~! deve ser lido como
“funcgéo inversa” e jamais deve ser
confundido com a reciproca de f.
Se f é uma fungdo, o simbolo f !
pode somente significar a inversa

. def. A reciproca de f deve ser
: escrita como 1/f.

elementos distintos do dominio de f (que € o conjunto A)
possuem imagens diferentes em B.

Uma fungdo f de A em B € sobrejetora se seu con-
junto imagem for igual ao seu contradominio, isto €, se
seu conjunto imagem resultar em todo o conjunto B (B &
o contradominio).

Uma fungéio f de A em B € bijetora se for injetora e
sobrejetora.

Encontre uma equagio para f ~(x) se f(x) = x/(x + 1)

SOLUCAO

O grifico de f na Figura 14.5 sugere que f seja bijetora. A fungio original satisfaz a equagéo
y = x/(x + 1). Se, de fato, f € bijetora, entiio a inversa f ~! ird satisfazer a equaciio x = y/(y + 1)
(observe que apenas trocamos X por y € y por x).

Se resolvermos esta nova equagio escrevendo y em fungio de x, entfio teremos uma férmula para

) y

x=y+l
y+1)=y
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xyt+tx=y

Xy—y=-—x

yx—1)=—x
__—x
Y x—1

X
Y 1—x

Portanto, f~(x) = x/(1 — x).
i 1 1 i _ 1 i 1
P - :

[—4,7; 4,7] por [-5, 5]

Figura 14.5 O gréafico de f(x) = x/(x + 1).

Muitas funcdes ndo sdo bijetoras e, assim, ndo tém fungdes inversas. O dltimo exemplo mos-
trou uma maneira de encontrar a fun¢fo inversa; porém, dependendo do caso, o desenvolvimento
algébrico pode tornar-se dificil. O que ocorre € que acabamos encontrando poucas inversas dessa
forma.

E possivel usar o grifico de f para produzir um grifico de f ~! sem nenhum desenvolvimento
algébrico, bastando utilizar a seguinte propriedade geométrica: os pontos (a, b) e (b, a) sdo simétri-
cos no plano cartesiano com relagio a reta y = x. Os pontos (a, b) e (b, a) sdo reflexdes um do outro
com relagdo aretay = x.

e

O grifico de uma fungfo y = f(x) € demonstrado na Figura 14.6. Esboce o grafico da funcdo
y = f ! (x). Podemos dizer que f é uma funcéo bijetora?
SOLUCAO

-

Observe que ndo precisamos encontrar uma férmula para f~!(x). Tudo o que precisamos para
fazer isso € encontrar a reflexdo do grafico dado com relagdo a reta y = x. Isso pode ser feito geo-
metricamente.

Imagine um espelho ao longo da reta y = x e desenhe a reflexao do grafico dado no espelho (veja
a Figura 14.7).

Uma outra maneira para visualizar esse processo € imaginar o grafico desenhado numa janela de
vidro. Imagine esse vidro girando ao redor da reta y = x, de modo que os valores positivos de x
ocupem os lugares dos valores positivos de y. O grifico de f entdo passard a ser o grafico de f .
Desde que a inversa de f tenha um gréfico que satisfaca os testes da linha vertical e da linha hori-
zontal, f é uma fungao bijetora.
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L1 [ .
—5-4-3-2 1 12345
_.3_
_4_
Figura 14.6 O gréafico de uma fungédo bijetora.
y
2 2~
L1y L Ll AL
~5-4-3-2_, 5 543241 1234 5
_2_ _2_
_3_ __3_
Oespelhoy = x

O grificode f ,

2+

A reflexdo

[
J 2345
_2.—

_3_

O gréfico de f~!

Figura 14.7 Reflexdo do grafico com relagdo a reta y = x.

Existe uma conexdo natural entre inversas e composi¢do de fungdes e isso d4 uma idéia do que
uma inversa faz: desfaz a agfio da fungdo original.

. Mostre algebricamente que f(x)

| SOLUCAO

: Vamos usar a regra citada anteriormente

=x3+1e gkx)
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Fe) =f(Va-D=(Va—1P+1=x—1+1=x
df0) =g+ D) =V@+1) - 1=Vad=x

. Desde que essas equagdes sejam verdadeiras para todo x, a regra garante que f e g s@o inversas.
| Saiba que essas fungdes tém como gréficos os utilizados no Exemplo 5.

Algumas funcdes sdo importantes de modo que precisamos estudar suas inversas, mesmo no
sendo funcdes bijetoras. Um bom exemplo € a fungdo da raiz quadrada, que € a “inversa” da fungdo
quadritica. A inversa ndo dé a fungdo quadrética completa, pois se for dessa forma, ela falha no teste
da linha horizontal. A Figura 14.8 mostra que a funcdo y = Vx € realmente a inversa de y = x?
com um “domfnio restrito”, isto é, definida somente para x = 0.

y y
4 4
3 3
b 2
e 1

O gréfico de y = x* (ndo € bijetora) , A relagdo inversa de
y = x? (ndo € uma fungo)

y y
4 44—
3= 3
2 2
1= 1
T O O I I % I OO T 74 T T O I x
—5-4-3-2-1,[ 123456 -5-4-3-2-1, 123456
—2k _zr
O grificodey = Vx (€ uma fungdo) O gréfico da fungio
cuyjainversaéy = Vx

Figura 14.8 A fungdo y = x> com dominio néo restrito e também restrito.

A questio do dominio adiciona um refinamento para o método algébrico, que estd resumido a
seguir:

algebricamente
da da segumtc maneira para encontré-la:

v ﬁéando que f € bijetora. Estabeleca restrigdes
ela seja bijetora.

/eja que o dominio de f~' € uma conseqiién-
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Mostre que f (x) = Vx + 3 tem uma fungo inversa e encontre uma regra para f !(x). Estabelega
quaisquer restricdes sobre os dominios de f e de f1.

SOLUCAO

O gréfico de f satisfaz o teste da linha horizontal, assim f tem uma fungfo inversa (Figura 14.9).
Observe que f tem dominio [ —3, +oo[ e imagem [0, +oo[.
Para encontrar f ~1, escrevemos

y=\/m ondex=-3,y=0
x=\/m, ondey=—-3,x=0
x2=y+3 ondey=—-3,x=0
y=x*-3 ondey= -3, x=0

Assim, f~!(x) = x2.— 3 com um dominio restrito dado por R* = {x € R | x = 0} (foi herdado
da imagem da fungdo f). A Figura 14.9 mostra as duas fungdes.

[—4,7;4,7] por [—3,1; 3,1]

Figura 14.9 O grafico de fix) = Vx + 3 e sua inversa.

REvViIsA0o RAPIDA

Nos exercicios 1 a 10, resolva a equaggo para y.

1.x=3y—6 2.x=05y+1
3.x=y2+4 . 4.x=y>-6
y—2 3y—1
5.x = Lx =2
TTYE3 6.x=7"12
29+ 1 4y +3
7.x= L
Ty R v
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ExXERciCIOS

Nos exercicios 1 a 4, encontre o par (x, y) para o valor
do pardmetro.

1. x=3tey=t>+5 para t=2

2. x=5t—7 e y=17 — 3t para t = —2
3.x=P—4tey=Vr+1 para t=3
4. x=|t+3| e y=1/t para t = —8

Nos exercicios 5 a 8:

(a) Encontre os pontos determinados: por ¢ = —3,
~2,-1,0,1,2¢3.

(b) Encontre uma relagdo algébrica entre x e y e
determine se as equagbes paramétricas determi-
nam y como uma fungio de x.

{c) Esboce o grifico no plano astesiano.
x=2tey=3t—1

5.
6. x=t+1ey=t2-2
7.x=t*ey=t-2

8.

x=\/;ey=2t—5

»

Nos exercicios 9 a 12 sdo mostrados, os graficos de
relagdes.
(a) A relagdo é uma fungdo?

(b) A relagio tem uma inversa que € uma fungdo?

9. ¥

\—

I o IR

10. ¥

11. y
o,

12. y
—
Sy
//_

Nos exercicios 13 a 22, encontre uma férmula para
f~Y(x). D& o dominio de £, incluindo todas as res-
tricdes herdadas de f.
13. f(x) =3x—6
2x — 3
x+1

14. f(x) =2x+5

x+3
x—2

18. f(x) =Vx+2
19. f(x) =x3 20. f(x)=x3+5
21 f(x) = Vx+5 22, f(x) = Vx —2

Nos exercicios 23 a 26, determine se a fungéo € bije-
tora. Se for, esboce o grafico da fung@o inversa.

15. f(x) = 16. f(x) =

17. f(x) =Vx -3

23. y

— W R
I

&
+
iR
S
U
o b
ol
N
ol

|
)
T T T
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24. y 33. A férmula para converter a temperatura Celsius x
em temperatura Kelvin € k(x) = x + 273,16. A
férmula para converter a temperatura Fahrenheit

5(x - 32)
x em temperatura Celsius é c(x) = T .

(a) Encontre uma férmula para ¢~ '(x). Para que
€ usada essa férmula?

\¢__

L

L

S
N
@ =\~
T T T 17

-

-

[y

(b) Encontre (ko c)(x). Para que € usada essa
férmula?
25. y 34. Verdadeiro ou falso Se f ¢ uma fungdo bije-
, tara com dominio A e imagem B, entdo f~! é uma
4 funcdo bijetora com dominio B e imagem A.
;: Justifique sua resposta.
LA ; 35. Multipla escolha Qual par ordenado estd na
—5-4-3-2-1, %2 145 inversa da relagio dada por x%y + 5y = 9?
__— ‘ - (@) 2. 1) ® 21D (12
-4 (d) 2, -1 (e) (1,-2)
36. Multipla escolha Qual par ordenado ndo esta
26 na inversa da relagio dada por xy? — 3x = 127
. y
(@), -4 (b) 4, 1) (€)3,2)
i ) @ @, 12) (e) (1, —6)
h 37. Muiltipla escolha Qual funcfo € a inversa da
[ ﬂxlu x ! fungdo f(x) = 3x — 27
=5=4=3/ -1l 1 A3 45 x
-2k (a) g(x) :§+ 2
_3 —
T (b) g(x) =2 — 3x

y . () glx) = 212
Nos exercicios 27 a 32, confirme que f e g sdo inver- 3
sas mostrando que f(g(x)) = x e g(f(x)) = x. @ g0 == 2
2
27.f(x)=3x—2€g(x)=x+2 x—2
‘s 3 (e) g(x) = =5
x
28. fl) ==~ e gl)=4x =3 38. Multipla escolha Qual fungio € a inversa da
29. f() =x3+ 1 e glv) =V~ 1 fungdo flx) = * + 17
7 _7 (@) gx) = Va—1
WS = e o=y . () o) =V~ 1
31.f(x)=“;1 eg(x)=;i—1 © gx) =» -1
32 _x+3 _ 2x+3 (d)g(x)=3x+1
'f(x)_x—Zeg(x)—x—l (&) glx)=1-x













Capitulo 15
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Derivada e integral
de uma funcao

Velocidade meédia e
velocidade instantanea

Velocidade média ¢ o valor da varia¢do da posicio de
um objeto (ou dizemos variagao do espago percorrido) divi-
dido pelo valor da variagdo do tempo, como podemos ver
no Exemplo 1.

Um automdvel viaja 200 quildmetros em 2 horas e 30
minutos. Qual € a velocidade média desse automével ap6s
transcorrido esse tempo?

SOLUCAO

A velocidade média € o valor da variacdo da posigdo (200
quilémetros) dividido pelo valor da variacdo do tempo

- (2,5 horas). Se denotarmos a posi¢éo por s € o tempo por
- ¢, temos:

Velocidade média =

As 200 quildémetros .
— = ——— = 80 quilémetros por hora
At 2,5 horas

Note que a velocidade média ndo nos diz o quo rdpido o automével estd viajando em um
momento qualquer durante o intervalo de tempo. Ele poderia ter caminhado a uma velocidade cons-
tante de 80 quildmetros por hora durante todo o tempo ou poderia ter aumentado a velocidade, como
também ter diminuido ou até parado momentaneamente virias vezes durante a viagem. Veremos a
seguir o conceito de velocidade instantinea.

- Uma bola desce uma rampa tal que sua disténcia s do topo da rampa apés ¢ segundos € exatamen-
te 72 centimetros. Qual € sua velocidade instantinea apés ¢ segundos?

SOLUCAO

Poderiamos tentar responder essa questdo calculando a velocidade média sobre intervalos de
: tempo cada vez menores.

: Sobre o intervalo [3; 3,1]:

As _ (31> -3 _06i

At 31-3 0l = 6,1 centimetros por segundo
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Sobre o intervalo [3; 3,05]:

As (3,057 -3 03025
At 305-3 0,05

= 6,05 centimetros por segundo

- Continuando esse processo, poderiamos eventualmente concluir que a velocidade instantinea &
de 6 centimetros por segundo.

+ Portanto, podemos ver diretamente o que estd acontecendo com o quociente (que resulta na velo-
cidade média) por meio do que chamamos de limite da velocidade média sobre o intervalo [3, 7]
quando ¢ se aproxima de 3 (esse limite estuda a tendéncia da velocidade média na medida que ¢ se
aproxima de 3).

, g_l. 2 —32
rgISIAt _tl—I>I31 t—3

"t +3)(r—3)

= lim

) t—3

L
t—3

=lim (t + 3) e ——
t—)3( ) t—3
. -3

= lim (¢ + 3) Desde que temos 1 # 3, entio ——= = 1|
-3 t—3

:6 .

B

Note que ¢ ndo € igual a 3, mas estd se aproximando de 3 como um limite, 0 que nos permite
fazer o cancelamento no Exemplo 2. Se ¢ fosse igual a 3, o desenvolvimento feito nos levaria a uma
conclusdo incorreta, que € a de que 0/0 = 6. A diferenga entre igualar a 3 e se aproximar de 3 como
um limite € sutil, mas faz toda a diferenca algebricamente.

Niao € simples a defini¢do algébrica formal de um limite. Temos utilizado a idéia intuitiva
(desde o Capitulo 7) e podemos usar o seguinte resultado, digamos informal.

DEFINICAO Limite em a

Quando escrevemos “lim f(x) = L”, temos de fato que f(x) se aproxima de L na medida em que
. —
x se aproximade a.

Retas tangentes a um grafico

Observe a Figura 15.1 a seguir. Se ligarmos os pontos (1,1) e (2,4) com uma reta, construire-
mos entdo uma refa secante ao grafico. Podemos encontrar a tangente do angulo que essa reta forma
com o eixo horizontal x, ou seja, podemos encontrar a inclina¢do da reta (esse angulo € definido da
reta, no sentido hordrio, até o eixo horizontal x). Observe que essa conta pode ser feita com o cél-
culo da velocidade média da bola no intervalo de tempo [1, 2].
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— N W A
I

Figura 15.1 O grafico de s = > mostra a distancia s percorrida pela bola na rampa (como no
Exemplo 2) como uma fungéo do tempo transcorrido t.

Essa conclusio € importante. Se (a,s(a)) e (b,s(b) ) sdo dois pontos do grafico, entdo a veloci-
dade média sobre o intervalo [ a,b] pode ser interpretada como a inclinagdo da reta contendo esses
dois pontos. De fato, designamos as quantidades com os simbolos As/At.

o

o

—_ W
T

B a1
| |
0 1 2 3

~

: Figura 15.2 A reta tangente ao grafico de s = # no ponto (1,1).

SOLUCAO
Usaremos as mesmas idéias ja utilizadas no Exemplo 2.
t2 —_ 12

lim E = lim ——
1 At -1 t—1

o EDE=D)

Ll t—1
t—1
=lim@+1)-
t—)l( ) t—1
. -1
= hn} t+1) Desde que temos f # 1, entdo ! =1
- —

=2

Se compararmos os exemplos 2 e 3, veremos que os métodos, tanto para resolver o problema
da reta tangente como para resolver o problema da velocidade instantinea, s80 0s mesmos.
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A derivada

Se y = f(x) € uma fungio gualquer, entdo podemos dizer como y varia quando x varia.

DEFINICAO Taxa média de variacio

Se y = f(x), entdo a taxa média de variacfio de y com relagdo a x sobre o intervalo [a, b] &
by _f) - f@
Ax b—a

Geometricamente, esta € a inclinagdo da reta secante que passa pelos pontos (a, fla) e (b, f(b)).

Usando limites, podemos desenvolver a defini¢fo para a taxa instantdnea de y com relagio a x
no valor de x = a. Esta taxa de variacfo instantdnea é chamada de derivada, ou seja, derivada da
funcdo y = f(x) quando x = a.

DEFINICAO Derivada em um ponto

A derivada da fungﬁd fem X'= a, denotada por f'(a) (1&-se ‘f linha de a’) pode ser definida
através do limite:
f/(a) — lim f(x) —-f(a)

xX—a X —a
desde que o limite exista.

Geometricamente, representa a inclinagio da reta tangente ao gréfico de fe que passa pelo ponto

(a, £ (). o

Se considerarmos x = a + h, entdo fazer x se aproximar de a € o mesmo que fazer 4 tender a 0.

DEFINICAO Derivada em um ponto

A derivada da func¢io f em x = a, denotada por f'(a) (1&-se ‘flinha de a’) é
ath a
F@ - iy L= 1@

desde que o limite exista.

Pelo fato de a derivada de uma fungdo em um ponto poder ser vista geometricamente como a
inclinagdo da reta tangente a curva y = f(x) passando pelo proprio ponto, a derivada pode nio exis-
tir, uma vez que essa reta tangente pode ndo estar bem definida.

A Figura 15.3 mostra trés casos para os quais f (0) existe, mas f'(0) nio.

[-4,7; 4,7] por [-3,1; 3,1] [-4.,7; 4,7] por [-3,1; 3,1] [-4.7; 4,7 por [-3.1; 3,1]

(@) (b) ©
£ = x| temum grafico com inclinagio flx) = Vxtem um gréfico com uma reta _ [ x-1parax<0
néo definida em x = 0. tangente vertical em x = 0. fo) = lparax=0

Figura 15.3 Exemplos de fungdes definidas em x = 0, mas sem a derivada em x = 0.
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Encontrar f’(4) se f(x) = 2x2 — 3.
SOLUCAO

h
2 2 (ne42_
o 24FR2=3-(Qe42-3)
h—0 h
216+ 8h+ 1) — 32
T o0 h

16h + 212
T 0 h

= lim (16 + 2h) . L 1, desde b # 0
h—0 h

=16 -,

A derivada também pode ser definida como uma fungéo de x. Essa funcdo, chamada fungéo
derivada, tem como o dominio o conjunto de todos os valores do dominio de f, para os quais f
tem derivada, isto €, f é diferencidvel. A fungdo f’' pode ser definida adaptando a defini¢do que
j4 vimos para x = a. .

»

DEFINICAO Derivada de uma funcéo f(x)

Se y = f(x), entdo a derivada da funcio f com relacdo a x € a fungdo f’, cujo valor em x €
ooy = i SET )~ f(X)
f'(x) = lim h

e
para todos os valores de x onde o limite existe.

O Exemplo 5 nos informa sobre a notagdo que podemos encontrar quando o assunto € a deri-
vada de uma funcio.

. d
- (a) Encontre f'(x) se f(x) = x2, isto &, encontrar Ey sey = x2.

(b) Encontre f'(x) se f(x) = l, isto €, encontrar & sey = %

X dx
SOLUCAO
ey i J O+ h) — f(x)
(a) flx)= }lll_r)r(l) b
. (x+ R)2—2x2
=lim ——
h—0 h
x2+2xh + W2 — 22
h—0
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= lim
h—0

h
=}111i)1(1)(2x+h)
=2

Assim, f'(x) = 2x, isto é. % =2x

(b) f'(x) = lim

- ;lzl—r>r(l) x(x + h) ’
= lim _ -
h=0 x(x + h)

2xh + W2

h
ne 1, desde que & # 0

—f)

f(x+h)
h

:*|r—-‘

-1

x2
Assim, f'(x) = —-, isto é & _-1
’ x>’ " dx x?

Regras de derivacao

J4 estudamos como funciona a derivada de uma funcio pela defini¢do. No entanto, vale informar
que existem regras de derivacdo de func¢do cujo objetivo € tornar mais fécil todo o procedimento
desenvolvido aqui. Todos os resultados podem ser demonstrados, porém citaremos somente algu-
mas fungdes seguidas das respectivas derivadas.

Funcdo constante:

fx) =k
ffx=0
Funcéo poténcia:

f(x) = x% e @ uma constante

fr(x) — a.xa‘l 'X"kl

Funcédo soma:

f(x) = u@x) + v(x)
i) =u'(x) +v'(x)

Funcdo diferenca:

F) = ulx) —v(x)
) =u'(x) —v'(x)

Funcéo produto:

fx) = ux) - v(x)
f@) =u'(x)v(x) + ux)-v'(x)

Funcéo produto com um dos fatores
constante (dizemos constante
multiplicada por funcéo):

fx) = k-v(x)

£ = kev'(x)
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Funcio quociente: Funcdo exponencial:

u(x) fx)=ad,x€EIR,a>0ca#1
f(x) - v(x)’ V(.X) # 0 fl(x) — a"‘-lna
flx) = w(x)  vx) = ulo) - ) Funcao logaritmica:

[v(x)]?
f(x) =log,x,x€ )0, +oo[,a > 0ea# 1

i) =

x+Ina

Introducéo a integral de uma funcao

Com as informagdes da velocidade de um objeto e do tempo transcorrido, podemos calcular a
distancia percorrida. Os exemplos a seguir mostram isso.

ieoialioi t

LR 2 i3 ¥ A;' ‘ .
Um automével viaja a uma vebocidade constante de 80 km/h durante 2 horas e 30 minutos. Qual
€ a distancia percorrida pelo automével?

SOLUCAO
Distancia = Velocidade - tempo = 80.- 2,5 = 200 quilémetros

dia de 80 km/h dura

: Um automével viaja a uma velocidade mé nte 2 horas e 30 minutos. Qual € a

distancia percorrida pelo automével?
. SOLUCAO

As = Velocidade média » Ar = 80 . 2,5 = 200 quilometros

Vemos que, dada a velocidade média sobre um intervalo de tempo, podemos facilmente encon-
trar a distincia percorrida. Mas suponha que temos uma fungdo velocidade v (f) que nos fornece a
velocidade instantinea como uma funcdo variando com relagdo ao tempo: como podemos usar a
fungdo que dd a velocidade instantanea para encontrar a distincia percorrida no intervalo de tempo?

Observe a Figura 15.4. Vemos que a drea do retdngulo sombreado resulta no mesmo valor obti-
do com a multiplicacio entre a distincia percorrida e o tempo transcorrido.

Velogjdade (km)

80

—— Tempo (h)
2,5

Figura 15.4 Velocidade constante do Exemplo 1 em funcgéo do tempo.
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Agora suponha que a fun¢fo velocidade varia constantemente como uma func¢io do tempo,
como mostrado na Figura 15.5.

Velocidade Velocidade

> Tempo . Tempo
Figura 15.5 Velocidade variango no
intgrvalo de tempo [a, b]. Figura 15.6 A regido sob a curva partida em

.4

« ., fatias.

De modo andlogo, seria a drea sob a curva entre os valores a e b o valor da distancia percor-
rida? A resposta € sim. A idéia dessa defini¢do € partir o intervalo de tempo em muitos pequenos
intervalos, cada um com uma velocidade praticamente constante, de tdo estreito que € esse inter-
valo. Cada fatia, por ser estreita, parece um retangulo. Veja a Figura 15.6.

A soma das dreas desses retdngulos, apresentada na Figura 15.6, resulta, entdo, num valor apro-
ximado da drea sob a curva e.acima do eixo horizontal. Vejamos o Exemplo 8.

Use os seis retAngulos na Figura 15.7 para aproximar a drea da regido sob o grafico de f(x) = x?
¢ sobre o intervalo [0,3].

SOLUCAO

S~

10

TTTTTTTTTTITT

I
—_
)
w

Figura 15.7 Parte do grafico de f(x) = x? com a area sob a curva partida em aproximada-
mente seis retangulos.

A base de cada retangulo € 1/2. A altura € determinada pela fungéo aplicada no valor do extremo
direito de cada intervalo no eixo x. As 4reas dos seis retdngulos e a 4rea total estdo calculadas na
' tabela a seguir.
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Base do Altura do Area do
Subintervalo retangulo retangulo retdngulo
[0, 1/2] 172 172y =(1/2?=1/4 (1/2)(1/4) = 0,125
[1/2, 1] 1/2 fy=Q0r=1 (1/2)(1) = 0,500
[1, 3/2] 12 F(3/2) = (3/2)* = 9/4 (1/2)(9/4) = 1,125
[3/2, 2] 1/2 f@Q) =022 =4 (1/2)(4) = 2,000
[2,5/2] 12 F(5/2) = (5/2)> = 25/4 (1/2)(25/4) = 3,125
[5/2, 3] 12 ., f3)=03Br¢=9 (1/2)(9) = 4,500
* Area total: 11,375
¢ Os seis retﬁngulqs resultam em éproximadamente 11,375 unidades quadradas para a drea sob a
curvade O até 3.~ - 4

Vale observar que, pelo fato de termos considerado o valor de x que estd no extremo direito de
cada subintervalo, entdo superestimamos a drea sob a curva citada. Se tivéssemos considerado o valor
de x que estd no extremo esquerdo de cada subintervalo, entdo teriamos subestimado esse valor de
drea, como vemos na Figura 15.8.

-

<

TTTTTTTTTTTT

Figura 15.8 As alturas dos retadngulos sdo determinadas pela fung¢do aplicada nos valores
extremos a esquerda de cada subintervalo.

Nesse caso, a drea resulta em aproximadamente 6,875 unidades quadradas. A média entre as duas
aproximagdes € de 9,125 unidades quadradas, que € uma boa estimativa para a verdadeira drea de 9 uni-
dades quadradas (esse resultado 9 € obtido com ferramentas do préprio célculo diferencial e integral).

Se continudssemos nesse processo de partir em retangulos cada vez mais estreitos, poderiamos
passar de um niimero finito de retdngulos (cuja soma das 4dreas resulta num valor aproximado da
drea sob a curva) para infinitos retdngulos (cuja soma das dreas resulta no valor exato da drea sob a
curva). Isto d4 o suporte para a defini¢do da integral de uma fungéo.

A integral definida e indefinida

Seja uma fungédo continua y = f(x) no intervalo [a, b]. Divida o intervalo [a, b] em n subinter-
valos de comprimento Ax = (b — a)/n. Escolha um valor qualquer x; no primeiro subintervalo, x, no
segundo e assim por diante. Calcule f(x;), f(x,), f(x3), ... f(x,,), multiplique cada valor por Ax e faca
a soma dos produtos. A notagio da soma dos produtos €
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S f(x)Ax

i=1
O limite dessa soma quando n tende para + <o € a solugfo do problema da drea, e também a solu-
¢do para o problema da distincia percorrida. Esse limite, caso exista, € chamado de integral definida.

~ OBSERVACAO

n

A soma da forma 2 f(x)Ax, onde x, esta no primeiro subintervalo, x, estd no segundo e
i i=1

| assim por diante, é chamada soma de Riemann, em homenagem a Georg Riemman (1826-1866),
. que determinou as fung¢des para as quais tais somas tém limite quando n tende para +eo,

DEFINICAO Integral definida ]

Seja f uma fungio definida sobre o intervalo [a,b] e seja Z f(x)Ax como definida anterior-
i=1

mente. A integral definidg,de f sobre [a,b] denotada por f f(x) dx é dada por
f f(@dx = lim Z Fa)Ax

desde que o limite exista. Se o limite existe, entdo dlzemos que f € integravel sobre [a, b].

| SOBRE A NOTACAO DA INTEGRAI. DEFINIDA

; A notagao se iguala com a notagao sigma da soma para a qual o lumte é aplicado. O ‘X’ no
. limite se transforma no estilizado ‘S’ para ‘soma’. O ‘Ax’ torna-se ‘dx’ e ‘f(x))’ torna-se simples-
mente 'f(x)', afinal estamos somando todos os valores f(x) pertencentes ao intervalo, sendo

. desnecessérios entédo os subscritos.

Uma defini¢fio informal para limite no infinito é

DEFINICAO Limite no infinito

Quando escrevemos ‘ lim f(x) = L, isso significa que f(x) fica cada vez mais préximo de L, na

x—+o

medida em que x assume valores arbitrariamente grandes.

Os exemplos a seguir utilizardo recursos da geometria para cdlculo das dreas de figuras
geométricas.

k 5
¢ Calcule f 2x dx.
1

SOLUCAO

- Essa integral serd a drea sob a reta que € o grafico de y = 2x sobre o intervalo [1, 5]. O grafico na
- Figura 15.9 mostra que esta € a drea de um trapézio. Assim

5 2«1 +25
fodx=4(——2 >=24
1
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Suponha uma bola rolando e descendo uma rampa, tal que sua velocidade apés ¢ segundos € sem-
pre 2t centimetros por segundo. Qual a distdncia que ela percorrerd nos trés primeiros segundos?

SOLUCAO

A distancia percorrida serd a mesma que a drea sob o grifico da velocidade v (f) = 2t, sobre o
intervalo [0,3]. O gréfico é mostrado na Figura 15.10. Desde que a regifio seja triangular, podemos

. base - altura 3.6 . . .
encontrar a area > = 5> A distancia percorrida nos trés primeiros segundos, portan-

to, € de nove centimetros.

y:lt . |

Figura 15.9 o Figura 15.10

Podemos definir a integral de uma fungfio f(x) sem especificar qual € o intervalo de x que
estamos considerando. O resultado disso € uma fung¢io, chamada primitiva, adicionada de uma
constante C.

DEFINICAO Integral indefinida

Seja f uma fungfo. A integral indefinida de f denotada por f f(x) dx é dada por

Jf(x)dx =Fx)+C

de modo que a derivada de }T(x) + C seja f(x).

Regras de integracéo

J4 vimos como funciona a integral de uma fungéo pela defini¢do. No entanto, vale informar
que existem regras de integracdo de fungdo, cujo objetivo € tornar mais fécil todo o procedimento
desenvolvido aqui (o intuito € o mesmo das regras de derivagdo). Todos os resultados podem ser
demonstrados, porém citaremos somente alguns casos de integral de fungdo, seguidos dos respecti-
vos resultados. Observe que todas as regras aparecem com uma parcela C do lado direito; essa par-
cela representa uma constante qualquer, cuja derivada € 0.
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Iniciaremos citando as propriedades de integrais indefinidas, ou seja, propriedades das inte-
grais sem determinag@o do intervalo real que esteja fazendo referéncia.

fvm+amw=ﬁma+ﬁmw
Jvm—ama=ﬁma—kmu

[@esenax = k- [r@ ax

Algumas regras:

x” x = +C,paran¢—1

REVISAO RAPIDA

Nos exercicios 1 ¢ 2, encontre a inclinagio da reta determinada pelos pontos.
1. (=2,3),(5, -1) 2. (—3,-1),(3,3)

Nos exercicios 3 a 5, escreva uma equagdo para a reta especificada.

3. Passa por (—2, 3) com inclinagio = 3/2

4, Passa por (1, 6) e (4, —1)

5. Passapor (1, 4) e é paralelaay = (3/4)x + 2

Nos exercicios 6 a 9, simplifique a expressdo supondo que # seja diferente de 0.

6 2+h2-4 7. B+h?+3+h-12
- h - h
Ye+n-12 Vix+h) = 1x
p 9, —————

h
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Nos exercicios 10 e 11, liste os elementos da seqiiéncia:
2

10. ak=%(%k) para k=1,2,3,4,...,9,10

2
11. ak=%(2+%k) para k=1,2,3,4,...,9,10

Nos exercicios 12 a 15, encontre a soma.

10 n
12. > L+ 13. > (k+1)
k=1 2 k=1
10 1 5 noq )
14. > —(k+1 15. > —k
g2ty £

16. Um caminhio viaja a uma velocidade média de 85 quildometros por hora durante 4 horas. Qual a distan-
cia percorrida?

17. Uma bomba de dgua funciona durante duas horas e sua vazio tem capacidade para encher 5 galdes por
minuto. Quantos galdes ela gonsegue encher ap6s o periodo de duas horas?

18. Um pafs tem uma densidade E)Opulacional de 560 pessoas pbr quildmetro quadrado em uma é4rea de
90.000 quilémetros quadrados. Qual € a populagdo do pais?

EXERCICIOS
1. Uma ciclista viaja 21 quilometros e 1 hora e 45 9. x=2 10. x =4
minutos. Qual € a velocidade média dessa ciclis- y y
ta durante todo esse intervalo de tempo?
2. Um automével viaja 540 quilémetros em 4 horas 3 2
e 30 minutos. Qual € a velocidade média desse 2 4 x
automoével durante todo esse intervalo de tempo? 1
X
Nos exercicios 3 a 6, a posi¢cdo de um objeto no 0 1 2
tempo ¢ € dada por s (£). Encontre a velocidade instan-
tanea no valor indicado de ¢. Nos exercicios 11 a 14, use a definicdo com limite
3. s() =3t—5emt=4 para encontrar:
4. s() = 2 em £ =2 (a) a in(ilinagﬁo da reta que tangencia o gréﬁco da
t+1 fun¢do no ponto com o valor de x dado;
5. s(t)y=at>+5em t=2 (b) aequacio da reta tangente que passa pelo ponto;
6. s(h=Vi+lemt=1 (c) o esbogo do grafico da curva préximo ao ponto
dado.

Nos exercicios 7 a 10, use o grafico para estimar a 11.f(x) =2x2 em x=—1

inclinac@o da reta tangente ao gréfico, caso ela exis-

e _ 2 _
ta, no ponto com valor x dado. 12./() =2x —x* em x=2

7. x=0 8 x=1 13.f(x) =2x*—7x+3 em x=2
Flx) = =1
y y 14. f(x) T2 em x
4 4 Nos exercicios 15 a 20, encontre a derivada, caso ¢la

exista, da funcdo no valor de x especificado.
éll x _Altllll 15 15.f(x)=1—x2 em x=2

) 16. f(x) =2x+ 1/2x%> em x=2
17.f(x) =3x2+2 em x= -2
18.f(x) =x2—3x+1 em x=1
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19.f(x) = |x + 2| em x= -2 36. Derive as funcoes a seguir pelas regras de deriva-
1 cao:
20.f(x) = em x=-—1
0= 36.1 f®) =x 36.2 f0) =’
Nos exercicios 21 a 24, encontre a derivada de f. .
21. f(x) =2 — 3x 22, f(x) =2 —1 3x2 3.3 f® = Vix 3.4 f®) = Vi
23. f(x) =3x2+ 2x — 1 24. f(x) = —— 6 B
¥T2 g f)=Va 36.6 ) =x"
Nos exercicios 25 a 28, esboce um possivel grifico
para uma fungéo que tem as propriedades descritas. f(x) = 1 )
. . 36.7 X 36.8 fx) = 3x
25. O dominio de fé [0,5] ¢ a derivadaem x = 2 € 3. . .
26. O dominio de fé[0,5] e a derivadaé 0 em x = 2 _ 4
éx=4. ’ 36.9 f0)=5Vx 3610 1) %
27. O dominio de f€é [0,5] e a derivada em x = 2 ndo _5
estd definida. ' 36.11 fix) = > 36.12 fO) = 57
28. O dominio de f € [0,5], f ndo € decrescente em
. c x
[0,5] e a derivadaem x = 26, 36.13 f(x) = s 36.14 f(x) = 10x* — 5x2
. x

29. Explique por que vocé pode encdntrar a derivada
de f(x) = ax + b sem fazer cdlculo algum. Qual ~ 36.16 f(x) = 4x + 5x

¢af'x)? 36.16 f(x) = 4x> + 6x + 1000
30. Use a primeira defini¢io de derivada em um . N
ponto para expressar a derivada de f(x) = Ixl em fx) = e+ 1
x = 0 como um limite. Entdo, expliqug porque o 36.17 3
limite ndo existe. - ¥ — 4y
31. Verdadeiro ou falso Se a derivada da fungio  S0'18 A =—F—
. cio 8
fexiste em x = a, entdo a derivada € igual 2 incli- s
nacdo da reta tangente em x = a. Justifique sua 36,19 fx) = xz 36.20 f(x) = x> - 1_(2)
x

resposta.

e = 42 _ 15

32. Ml{ltlpla esco’lha Se f(x) x* + 3x 4, 36.21 f(x) = S =
entdo encontre f'(x). x
(a) x2 + 3 (b) x2 -4 (C) 2x—1 36.22 f(x) — 4x3 . (5x4 _ 6)
(d) 2x+3 (e) 2x— 3

33, Multipla escolha Sc f(x) = 5x — 32 entio  36-23 f(x) = Vix - (5x* - 6)
encontre f'(x).
(@) 5-6x (b) 5-3x (c) 5x—6 36.24 f(x) = (4> — 5)(x* + 6)
(d) 10x— 3 (e) 5x — 6x2

34. Multipla escolha Se f(x) = x, entfo encon-

36.25 f(x) = Vx « (x> + x)

tre a derivada de femx = 2. « 36.26 f(x) = (x + 1)(1 — x)

(a) 3 (b) 6 (c) 12 5 5 5
(d) 18 (e) Nio existe 36.27 — i 36.28 - r-x
1 fx) 2+ x° fx) 3x*+1

35. Multipla escolha Se f(x) = ——, entio ~10 2x

. x=3 36.29 f(x) = —— 36.30 f(x) =

encontre a derivada de fem x = 1. x+4 x + 10

x x+1

(a) _% (b) % (C) _% 36.31 f(x) = 1+ 2x 36.32 f(x) = x -1

(d) % {e) Nio existe ) _
36.33 f(x) =

36.34 f(x) 10
. xX) =—
4x + 3 2 —x
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Nos exercicios 37 a 41, explique como representar o
problema como uma questdo de célculo de 4rea e
entdo resolva-o.

37. Um trem viaja a 120 quildmetros por hora duran-
te 3 horas. Qual a distincia percorrida?

38. Uma bomba de 4gua funciona durante uma hora
e meia e sua vazdo tem capacidade para encher
15 galGes por minuto. Quantos galdes ela conse-
gue encher apés o periodo de uma hora e meia?

39. Uma cidade tem uma densidade populacional de
650 pessoas por quildmetro quadrado em uma
drea de 49 quildmetros quadrados. Qual € a
populagdo da cidade?

40. Um avido viaja a uma velocidade média de 640
quildmetros por hora durante 3 horas’e 24 minu-
tos. Qual a distancia.percorrida Belo avidao?

41. Um trem viaja a uma velocidade média de 38
quildmetros por hora durante 4 horas e 50 minu-
tos. Qual a distincia percorrida pelo trem?

Nos exercicios 42 a 45, estime a drea da regido acima
do eixo horizontal x e sob o gréfico da fungdo de x = 0
até x = 5. .

a. |,

43.
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44,
y
6 S -
5 b\

45.

Nos exercicios 46 e 47, use os 8 retAngulos mostra-
dos para aproximar a 4rea da regido abaixo do grafi-
co de f(x) = 10 — x? sobre o intervalo [—1,3].

46. v

I'T

B
FEETTTIT

\

|
_
It
N .
)

47.

TTETTTTTT

|
—_
'
—_
)
wl
/
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Nos exercicios 48 a 51, divida o intervalo dado no
ntimero indicado de subintervalos.

48.[0,2]; 4 49. [0,2]; 8
50.[1,4]; 6 51. [1,5]; 8

Nos exercicios 52 a 57, encontre a integral definida
através do célculo da drea.

52.L75dx 53. J:édx

54. f 3x dx 55. Jj 0,5x dx

56. F (x + 3) dx 57. f (Bx — 2) dx
1 1

58. Suponha que uma bola € langa(ia do alto de uma
torre e sua velocidade apGg ¢ segundos € sempre
32t centimetros por segundd. Qual a distincia
que ela caird nos primeiros 2 segundos?

59. Verdadeiro ou falso A afirmagdio lim f(x)=L
X—o0

significa que f(x) assume valores arbitrariamente
grandes quando x se aproxima de L.

Pode ser mostrado que a 4rea daregido limitada
pelacurvay = Vx,0eixgxearetax =9 ¢ 18.
Use este fato nos exercicios 60 d 63 para escolher
a resposta correta. Ndo use calculadora.

9
60. Multipla escolha f 2Vx dx
(1]

(@36 (27 ()18 (d)9 (e)6

9
61. Multipla escolha f (\/)_c + 5) dx
0

(@a)14 (b)23 (c)33 (d)45 (e)63
14
62. Multipla escolha f (\/x - 5) dx
5
@9 ®mI13 ()18 (923 ()28

3
63. Multipla escolha f V3x dx
(4]

(@54 ()18 ()9 (d)6 (e)3
64. Seja
| 1lsex<2
f(x)_{xsex>2

(a) Esboce o grifico de f. Determine seu domi-
nio e sua imagem.

{(b) Vocé poderia definir a drea sob fde x = 0
até x = 47 Faz diferenca se a fungdo ndo
tem valor em x = 27

65. Integre as fungdes a seguir pelas regras:

(a) J2x3dx (b) I(4x2 - 3x + 5)dx

(x“ : 5) dx (d) J(xs - 2x) dx

@ |
|

(e) |(7 —x)dx

(f) I(2x3 - 5x% — 6x + 7)dx
@ | Viax @) [xar

G [x+ Vodx @) J (4¢* — x + 3) dx

(k) J4‘dx 1)) [(3* — €% dx
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Apéndice A
L2

Sistemas
e matrizes

Sistemas de duas equacoes:
solucao pelo método da
substituicao

Vejamos um exemplo de um sistema de duas equagdes
lineares com duas varidveis x e y:

2x—y =10
3x+2y =1

Uma soluciio de um sistema de duas equagdes com
duas varidveis € um par ordenado de nimeros reais que
satisfaz cada uma das equagdes. Por exemplo, o par orde-
nado (3, —4) € uma solugdo do sistema acima. Subs-
tituindo x = 3 e y = —4 em cada equagdo, obtemos:

2x—y=23)-(-4)=6+4=10
3x+2y=33)+2(-4)=9-8=1
Assim, ambas as equagdes estdo satisfeitas.

Resolvemos o sistema de equacdes quando encontra-
mos todas as suas solu¢gdes. No Exemplo 1, usamos o

método da substituigdo para ver que (3, —4) € a tinica solugdo deste sistema.

Resolva o sistema

SOLUCAO

Solucédo algébrica

entdo, na segunda equagio:

2x—y=10

3x+2y=1

Podemos escolher uma das equagdes e, em seguida, uma das varidveis para isolar. Segue uma
sugestdo que € o isolamento de y na primeira equacio: y = 2x — 10. Aplicamos essa expressdo,
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Ix+2y=1
3x+22x—-10) =1
3x+4x—20=1
Tx =121

x=13

Substituindo x = 3 na primeira equacdo que ficou com o y isolado, temos: y = 2x — 10 =2 .3 —
10 = -4

- Suporte grafico

Vejamos o grafico:

Interseccao '
X=3 E Y=-4

[-5, 10] por [20, 20]

Figura A.1 Intersecgdo das retasy = 2x — 10 e y = —1,5x + 0,5 no ponto (3, — 4).

Como primeira equagéo é 2x —y = 10, entdo podemos considerar y = 2x — 10; no caso da segun-
da, a equagdo € de 3x + 2y = 1 e, isolando y, temos y = —1,5x + 0,5.

O gréfico de cada equagdo é uma reta. A Figura A.1 mostra que as duas retas se interseccionam
no ponto (3, —4).

Interpretacéo

A solugio do sistema é x = 3 e y = —4, ou o par ordenado (3,—4).

Algumas vezes, o método da substitui¢do pode ser aplicado quando as equages no sistema néo
sdo lineares, como ilustrado no Exemplo 2.

Encontre as dimensdes de um jardim retangular que tem perimetro 100 metros e drea de 300 m?.
SOLUCAO
Solucdo algébrica
Temos, a seguir, 0 modelo matematico.
Sejam x e y os comprimentos dos lados adjacentes do jardim. Sdo verdadeiras as equagdes:
2x + 2y =100
xy = 300

Podemos resolver a primeira equacdo isolando y, isto é, fazendo y = 50 — x. Ao substituir essa
expressdo na segunda equacao:
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xy = 300
x(50 — x) = 300
50x — x2 =300

x2 —50x + 300 =0

50 = V(—50)? — 4(300)
2

X =

x=6972... ou x=43,027...
Ao substituir os valores de x na primeira equacio, qie ficou com o y isolado, temos:
y=150—-x=43,027... ou =50 —x=6,972..., respectivamente
Suporte gréafico

Vejamos o grificor - -

- N4

I | G

Interseccdo

X=6,9722436 Y=43.027756
{0, 607 por [-20, 60}

1 L

Figura A.2 Graficos de y = 50 — x e y = 300/x no primeiro quadrante (afinal, x e y sdo
comprimentos).

A Figura A.2 mostra que os graficos de y = 50 — x e y = 300/x tém dois pontos de intersecio.
Interpretacéo

Os dois pares ordenados (6,972...; 43,027...) e (43,027...; 6,972...) produzem o mesmo retangulo
cujas dimensdes sdo aproximadamente 7 m por 43 m.

Resolva o sistema

Se vocé quiser, pode verificar a solugio graficamente.
SOLUCAOQ
Substituindo o valor de y da primeira equagdo na segunda, temos:

x3—6x=73x
x3—=9x=0
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x(x—=3)x+3)=0 ;

x=0,x=3,x=-3

Ao substituir os valores de x em uma das equagdes, por exemplo, na segunda, temos:
y=0,y=9,y=-9
Suporte grafico

Vejamos o grafico:

o
. [-5, 5] por [-15, 15]

Figura A.3 Os graficos de y = x> — 6x e y = 3x possuem trés pontos de intersecgéo.

O gréfico das duas equacdes na Figura A.3 sugere que as trés solugdes encontradas algebricamen-
te estdo corretas.
O sistema de equagdes possui tr§s solugdes: (-3, -9), (0,0)e (3, 9).

2

O método da adiééo (ou do cancelamento)

Considere um sistema de duas equagdes lineares em x e y. Para resolvé-las por cancelamento,
devemos reescrever as duas equagdes como duas equagdes equivalentes, tal que uma das varidveis
tenha coeficientes com sinais opostos. O préximo passo € somar as duas equacdes para eliminar esta
varidvel.

Resolva o sistema

2x+3y=5
—3x+5y=21
SOLUCAO
¢ Solucéo algébrica .
Multiplique a primeira equagdo por 3 e a segunda por 2:
6x +9y =15
—6x + 10y = 42
Entdo, some as duas equagdes para eliminar a varidvel x:
19y = 57
y=3
Substitua y =3 em qualquer uma das duas equacGes originais para encontrar que

x = =2,
A solugdo do sistema original é (—2, 3).
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Resolva o sistema

SOLUCAO
Solucdo algébrica

Podemos usar o método da adi¢do (cancelamento):

Multiplique a primeira equagéo por —2: —2x + 6y = 4

Some com a segunda equagdo: 2x — 6y = 4

O resultado €: 0 = 8. Essa expressdo ndo € verdadeira, quaisquer que sejam os valores de x e y.
Logo, o sistema nio tem solugo.

Suporte grafico

2 2
Da primeira equagdo, y = %x + 3 da segunda, y = éx 3

Vejamos o grafico:

»

2
-

[4,7; 4,7] por [-3.1; 3,1]

1 2 1 2
Figura A.4 Grafi dey=—x+ ==X .
: igu raficos de y 3 3 ey 3 3
A Figura A 4 sugere que as duas retas, que sio os graficos das duas equagdes no sistema, s3o para-
lelas.

As duas retas possuem o mesmo coeficiente angular e sdo, portanto, paralelas.

Uma maneira ficil para determinar o niimero de solugdes de um sistema de duas equacOes
lineares com duas varidveis € olhar para os graficos das duas retas. Existem trés possibilidades: as
duas retas podem ter intersec¢do num unico ponto, produzindo exatamente uma solugdo, como nos
exemplos 1 e 4; as duas retas podem ser paralelas, ndo tendo solugdo, como no Exemplo 5; as duas
retas podem ser as mesmas, produzindo infinitas solugdes, como ilustrado no Exemplo 6.

Resolva o sistema

4x —5y=2
—-12x+ 15y = —6
| SOLUCAO
Multiplique a primeira equacdo por 3: 12x — 15y = 6
Some com a segunda equagdo: —12x + 15y = —6
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O resultado é: 0 = 0

A dltima equagdo € verdadeira para todos os valores de x e y. Portanto, todo par ordenado que
satisfaca uma das equagdes satisfaz, entdo, a outra equacio também. Assim, o sistema tem infini-
tas solucgdes.

Outra forma de verificar que existem infinitas solugdes € resolver cada equagao isolando y. Assim,
i ambas as equagoes resultam em:

V=SS

Numa representacdo grafica, concluimos que as duas retas sdo as mesmas.

Caso de aplicacao

Em geral, a quantidade x de oferta de uma produgio aumenta se for possivel aumentar o prego
p de cada produto. Assim, ggando uma varidvel aumenta, entdo a outra também aumenta. Na
economia, ¢ comum colocar os*valores de x no eixo horizontal e p no eixo vertical. De acordo com
essa prdtica, escreveremos p = f(x) para a funcao oferta.

Porém, a quantidade x da demanda de um produto diminui quando o preco p de cada produto
aumenta. Assim, quando uma varidvel aumenta, entdo a outra diminui. Novamente, economistas
assumem x (demanda) no eixo horizontal e p (preco) no eixo vertical, embora seja possivel p ser a
varidvel dependente. De acordo com,essa prética, escreveremos p = g(x) para a funciio demanda.

Finalmente, um ponto onde a curva da oferta e a curva da demanda se interseccionam € um
ponto de equilibrio. O preco éorrespondeme € o preco de equilibrio.

Uma empresa de calgados determinou que a producéo e o prego de um novo ténis devem ser obtidos
do ponto de equilibrio do sistema de equacdes:

Demanda: p = 160 — 5x
Oferta: p = 35 + 20x

O valor de x pode ser interpretado como milhdes de pares de ténis. Encontre o ponto de equilibrio.
SOLUCAO

Usaremos o método da substitui¢fo para resolver o sistema.

160 — 5x = 35 + 20x
* 25x = 125
x=135

¢ Substitua este valor de x na fun¢do demanda, por exemplo, e encontre p.

p =160 — 5x
p =160 — 5(5) = 135

¢ O ponto de equilibrio € (5,135). O preco de equilibrio € de 135 unidades monetdrias, ou seja, 0
preco para o qual oferta e demanda serdo iguais a 5 milhdes de pares de ténis.
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Matrizes

Uma matriz é uma tabela retangular de nimeros. As matrizes fornecem uma forma eficiente
tanto para resolver sistemas de equacdes lineares como para armazenar dados.

DEFINICAO Matriz

Sejam m e n ndmeros inteiros positivos. Uma matriz m x n (1€-se: matriz m por n) é uma tabe-
la retangular de m linhas e n colunas de nimeros reais.

an a7t 4
a1 Gp " Ay |
Qul Ay " O

=

Usaremos também a notagdo compacta [a;;] para representar toda esta matriz.

a B

Cada elemento ou entrada a;; da matriz usa a notagdo de duplo indice. O da linha € o primei-
ro fndice i, e o da coluna € o segundo fndice j. O elemento a;; estéd na i-€sima linha e j-ésima colu-
na. Em geral, a ordem de uma matriz m x n ¢ simplesmente definida por m x n. Se m = n, a matriz
¢ uma matriz quadrada. Além disso, duas matrizes sdo iguais se possuem a mesma ordem e 0s
mesmos elementos correspondentes.

»

=2
| (a) A matriz [2 0 4} tem ordem 2 X 3.
1 -1
. {0 4
(b) A matriz o _qpftem ordem 4 X 2.
3 2

tem ordem 3 X 3 e € uma matriz quadrada.

O O\ W

1 2
(c) Amatriz|4 5
7 8

-

Soma e subtracdo de matrizes

Somamos ou subtraimos duas matrizes de mesma ordem pela soma ou subtracdo de seus ele-
mentos correspondentes. Matrizes de ordens diferentes nd@o podem ser somadas ou subtraidas.

DEFINICAO Soma e subtracdo de matrizes

Sejam A = [a;;] e B = [b;;] matrizes de ordem m X n.
1. Asoma A + B é amatrizm X n dada por A + B = [a; + b;].
2. A subtraciio A — B é amatriz m X n dada por A — B = [a;; — b;].




208 Pré-calculo

. . 1 -2 3
Sejam as matrizes A = e B=

[1 -2 3] [ 2 2 —4] [3 0 —1}
A+ B= + =
2 0 4 -1 1 0 1 1 4

SOLUCAO

Quando trabalhamos com matrizes, os nimeros reais sio chamados de escalares. O produto de
um nimero real k ¢ uma matriz m X n dada por n A = [a;] é a matrizm X n
) o

kA = (ka;]

-

A matriz ¢ um miltiplo escalar de A.

-

1 -2 .3
Seja a matriz A = I: . 1 e k = 3. Encontre kA.
2 0 4

[1 -2 3} [3 -6 9]
kA =3 =
2 0 4 6 0 12

As matrizes possuem muitas propriedades inerentes aos nimeros reais. Seja A = [a;] uma
matriz m X n qualquer. A matriz m X n dada por O = [0] consistindo inteiramente em zeros € a
matriz nula porque A + O = A. Em outras palavras, O é a matriz identidade aditiva para o con-
junto de todas as matrizes m X n. A matriz m x n dada por B = [—a;;] € formada pelos valores opos-
tos dos elementos de A e € denominada matriz oposta de A, pois A + B = O. A matriz oposta tam-
bém pode ser escrita como B = —A.

Tal como com numeros reais,

A—-B=la; =byl=[a; +(—by]=[a;]+[-b;]=A+ (-B)

Multiplicacdao de matrizes

Para fazer o produto AB de duas matrizes, o nimero de colunas da matriz A (que € a primeira)
deve ser igual ao nimero de linhas da matriz B (que € a segunda). Cada elemento cij do produto €
obtido pela soma dos produtos dos elementos de uma linha i de A pelo correspondente elemento de
uma coluna j de B.
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DEFINICAO Multiplicacao de matrizes

Seja A = [a;] uma matriz de ordem m X r e B = [b;] uma matriz de ordem r X n.
O produto AB = [c;] € a matriz m X n onde

Cij= aﬂ‘b]j +ai2-b2}-+ st +ai,-b,j

A forma para entender como encontrar o produto de duas matrizes quaisquer € primeiro consi-
derar o produto de uma matriz A = [a, ;] de ordem 1 X r com uma matriz B = [b;1] de ordem r X 1.
De acordo com a defini¢do, AB = [c;] é uma matriz 1 X 1, onde ¢;; = ay; by + a;p by + ... + ay,
b,. Por exemplo, o produto AB de uma matriz A de ordem 1 X 3 e uma matriz B de ordem 3 X 1, onde

4
A=[1 23 e B=|5
: 6
¢ 4] .
AB=[1 2 3]-|5|=[1+4+2-5+3.6]=[32]
6

Entéo, o ij-ésimo elemento do produto AB de uma matriz m X r com uma matriz r X n € o pro-
duto da i-ésima linha de A, considerada uma matriz 1 X r, com a j-ésima coluna de B, considerada
uma matriz » X 1, como ilustrado no Exemplo 11.

Encontre, se possivel, o produto AB onde

1 -4

(a)A=[(2) } _3] e B=|0 2

1 0

(21 -3 _[3 -4

(b)A_[o 1 2} © B"[z 1]
SOLUCAO

(a) Como o mimero de colunas de A € 3 e o mimero de linhas de B € 3, entdo o produto AB estd
definido. O produto AB = [¢; j] € uma matriz 2 X 2 onde

-

1
en=[2 1 =3]1{0[=2:14+1:0+(=3)-1=—1
1

—4
=012 1 =-3]| 2|(=2-(-9)4+1.24+(=3)-0=—-6
0
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1
ey =[0 1 2]l0]=0-1+1.0+2.1=2
Ll |
[—4
cn=00 1 2]| 2|=0-(-4H+1.2+2.0=2
0

- _|-1 -6
Entdo, AB —[ ) Zj|

(b) Como o nimero de colunas de A é 3 e o niimero de linhas de B € 2, entdo o produto AB ndo
estd definido.

s

Matriz identidade e matriz inversa

A matriz n X n dada por I, formada com 1 na diagonal principal (mais alta na esquerda ¢ mais
baixa na direita) e 0 nos demais elementos € a matriz identidade de ordem n X n.

. 100 -+ 0
- 010 -+ 0
: 001 --- 0
L=1: :

0 00 --- 1

Por exemplo,

i 1 00 0

100
1o lo1 00
12_[0 1}’ 13—8(1)?}614—0010
: 000 1

Se A = [a;] € uma matriz n X n qualquer, podemos provar (nos exercicios finais) que
AlLL=1A=A

isto é, I, € a identidade multiplicativa para o conjunto de matrizes n X n.
Se a é um niimero real diferente de 0, entdo a ! = 1/a € a inversa multiplicativa de a, ou seja, |
aa™! = a(1/a) = 1. A definicdo de inversa multiplicativa de uma matriz quadrada € similar.

DEFINICAO Inversa de uma matriz quadrada

Seja A = [a;] uma matriz n X n. Se existe uma matriz B tal que
AB=BA=1,

entdio B € a inversa da matriz A. Escrevemos B = A™! (1&-se: inversa de A).

Veremos agora que nem toda matriz quadrada (Exemplo 13) tem uma inversa. Se uma matriz
quadrada A tem uma inversa, ento A € nio-singular. Se A ndo tem inversa, entdo A ¢ singular.
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Prove que

i sdo matrizes inversas.

 SOLUCAO

- Observe que

s S SR i B B

Assim,B=A"leA =Bl

Prove que a matriz A = [g ‘;’

SOLUGCAO )
Suponha que A tenha uma inversa dada por B = {x i’v ] Entdo, AB = I,.
, z

.

=53 ) [ Y]

6x+3z 6y+3w|_|1 0
2x+ 7z 2y+ w 0 1

] € singular, isto €, que ndo tem inversa.

a= |

Igualando as duas matrizes, obtemos:
6x+3z=1 6y+3w=0
2x+z=0 2y +tw=1
Multiplicando ambos os lados da equacdo 2x + z = O por 3, teremos 6x + 3z = 0. Néo existem

valores para x e z para o qual o valor de 6x + 3z seja a0 mesmo tempo O e 1. Isso € uma contra-
dicdo. Logo, a conclusdo € que A ndo tem inversa.

Determinante de uma matriz quadrada

O numero ad — bc € o determinante da matriz A = [ﬁ d

b] e € denotado por

_la b
detA—c d

‘=ad—bc

Para o célculo desse determinante, basta multiplicar os niimeros da diagonal principal e sub-
trair a multiplicacdo dos niimeros da diagonal secunddria (aquela que a parte mais alta estd no lado
direito e a mais baixa, no esquerdo).

Para definir o determinante de uma matriz quadrada de ordem superior, precisamos introduzir
o conceito de menor complementar e de co-fatores, associados aos elementos de uma matriz qua-
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drada. Seja A = [a;] uma matriz n X n. O menor complementar M;; correspondente ao elemento
a; € o determinante da matriz (n — 1) X (n — 1) obtido da retirada da linha e coluna contendo ay;.
O co-fator correspondente a a; € A; = (—1)"/M,;.

DEFINICAO Determinante de uma matriz quadrada
Seja A = [a;] uma matriz de ordem n X n (n > 2). O determinante de A, denotado por det A ou
LA, € a soma dos elementos de uma linha qualquer ou de uma coluna qualquer, multiplicados
pelos seus respectivos co-fatores. Por exemplo, expandindo para a i-ésima linha, temos

detA = |A]| = ayAy + apdpn + -+ - + ay Ay,

Costumamos considerar i = 1, ou seja, fazer os cdlculos a partir dos elementos da primeira
linha. Mas isso ndo & regra. Veja que, a seguir, partiremos da segunda linha.

Se A = [a;] € uma matriz 3 X 3, entdo, usando a defini¢io de determinante aplicado, por exem-
plo, a segunda linha, obtemos”

dajp 4 apy,
ay; Ay axp
aszy a4z as;

»

a1z + anAy + aphy

ap ap an a3

= ay(-1) ayp an| T ap(—1)* ay amn
ap ap
+ an(—1)° a3 axp

= —ay (@ a3 — a3an) + aplanas; — apas)
— aplanasn — apas)

O determinante de uma matriz 3 X 3 envolve trés determinantes de matrizes 2 X 2, o determi-
nante de uma matriz 4 X 4 envolve quatro determinantes de matrizes 3 X 3 e assim por diante.

Existe uma maneira simples de determinar se uma matriz 2 X 2 tem uma inversa.

Existem férmulas complicadas para encontrar inversas de matrizes ndo-singulares de ordem
3 X 3 ou superior.

Para o caso da matriz 3 X 3, basta encontrar a matriz dos cofatores e construir a matriz trans-
posta dessa dos cofatores. Para isso, a primeira linha da matriz dos cofatores passa a ser a primeira
coluna da matriz transposta, a segunda linha da matriz dos cofatores passa a ser a segunda coluna
da matriz transposta e assim por diante.
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Uma matriz A7 é a transposta de A se a primeira linha de A € a primeira linha de A, a segun-
da linha de A € a segunda linha de AT e assim por diante.

Determine se as matrizes abaixo tém uma inversa. Se existir, encontre—a.

1 2 -1
(a)AzF 1] (b) B = 2 -1 3
4 2 -1 0 1
SOLUCAO
(a) Vejamos que det A = ad — bc = 32 — 1 » 4 = 2 #* 0 e, portanto, concluimos que A tem

uma inversa. Usando a férmula para a inversa de uma matriz 2 X 2, obtemos
Al = 1 [ d —b]:l[ 2 -1

=

ad — bcl—¢c a] 2|-4 3
4
. =.[ 1 —0,5}
-2 1,5
Vocé pode verificar que AA™' = ATIA =1,
(b) Vocé pode verificar que det B = -1020 ¢
) 01 02 —05
- B1=[050 05
0,1 0,2 0,5

- Logo, B"'B=BB™' = I

Listaremos agora algumas propriedades importantes de matrizes.
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EXERCICIOS

Nos exercicios 1 e 2, resolva a equacdo para que y
fique escrita em termos de x.

1. 2x+3y=5 2. xy+x=4

Nos exercicios 3 a 6, resolva a equagdo algebricamente.
3.3x2—-x—2=0 4.2x>+5x—10=0
5. x3=4x 6. x3 + x2 = 6x

7. Escreva uma equagiio para a reta que passa pelo
par ordenado (-1, 2) e que seja paralela a reta
4x + S5y = 2.

8. Escreva uma equagdo equivalente a 2x + 3y = 5
com coeficiente de x igual a —4.

9. Encontre graficamente os pontos de intersecgdo
dos gréficos de y = 3x % = x* — 6x.

Nos exercicios 10 e 11, determine se o par ordenado
¢ uma solugéo do sistema.

10. 5x — 2y =38
2x =3y =1
(a) (0,4) b) (2, 1) (e) (-2, -9)
11. y=x2—-6x+5 -
y=2x-—-17
(a) (2, -3) () (1, =5) (c) (6,5)

Nos exercicios 12 a 21, resolva o sistema pelo método
da substituicdo.

12, x+2y=35 13.x =3
y==2 x—y=20
14. 3x+y=20 15. 2x — 3y = —-23
x—2y=10 x+ty=0
16.2x — 3y = —7 17. 3x +2y= -5
4x +5y=28 2x — S5y =—16
18.x — 3y =6 19.3x —y=-2
—2x+6y=4 —9x+3y=6
20.y = x2 2. x=y+3
y—9=0 x—y2=3y

Nos exercicios 22 a 27, resolva o sistema algebrica-
mente. O resultado pode ser verificado graficamente.

22,y = 6x2 23.y=2x2+x
Tx+y=3 2x+y=20

24,y =x3 — x2 25, y=x3+x?2
y = 2x2 y=—x?

26.x2+y2=9 27.x2+y2=16
x —3y=-1 4x+ 7y =13

Nos exercicios 28 a 35, resolva o sistema pelo méto-
do da adigdo (cancelamento).

28.x—y=10
x+y=6
2x+y=10
x—2y=-5
3x—2y=28
Sx+4y =28
4x—Sy=-23
3x+4y=6
32. 2x—4y=-10
—3x+6y=—-21
2x —4y =38
~x+2y=—4
2x—3y=35
—6x +9y=-15
2x—y=73
—4x+2y=75

29.
30.

-31.

33.
34.

35.

Nos exercicios 36 a 39, use o grafico para encontrar

as solugdes do sistema.

36.y=1+2x—x?
y=1—x

37.6x —2y =17
2x+y=4

[-3, 5] por [-3, 3] [-3, 51 por [-3, 3]

38. x+2y=0

05x+y=2

39. x2+y2=16
y+4=x2

= . . 5

S |

[-5, 5] por [-3, 5] [-9.4; 9,4] por [-6,2; 6,2]

Nos exercicios 40 a 43, use gréficos que vocé pode
esbogar para determinar o nimero de solugdes que o
sistema possui.

40.3x+5y=17
4x -2y = -3




41.3x -9y =6
2x—6y=1
42.2x— 4y =6
3x—6y=9
43. x—Ty=9
3x+4y=1

Nos exercicios 44 e 45, encontre o ponto de equili-
brio para as fun¢des de demanda e oferta.

44.p =200 — 15x

p =50+ 25x

7
45.p—15—mx

3

= + —
P=2% 100"

46. Encontre as dimensdes delyn retdngulo com um
perfmetro de 200 metros e uma 4rea de 500 m?.

47. Determine a e b tal que o grafico de y = ax+b
contém os pontos (—1,4) e (2,6).

48. Determine « ¢ b tal que o grifico de ax + by = 8
contém os pontos (2, —1) e (—4, —6).

49. Uma vendedora possui dois possi\;eis planos para
pagamento. : .
Plano A: 300 unidades monetdrias por semana
mais 5% do valor das vendas.

Plano B: 600 unidades monetdrias por semana
mais 1% do valor das vendas.

Qual o valor das vendas que resulta na mesma
quantia total nos dois planos?

50. Verdadeiro ou falso Sejam a e b nimeros
reais. O seguinte sistema tem exatamente duas

solugdes:
2x+5y=a
3x—4y=b>b

Justifique sua resposta.

Nos exercicios 51 a 54, resolva-o problema sem usar
calculadora.

51. Multipla escolha Qual das seguintes alterna-

tivas € a solugdo do sistema 2x — 3y = 12?

x+2y=-—1
@31 ®(-L0) (G -2
@ 3,2 (e) (6,0)

52. Multipla escolha Qual das seguintes alterna-
tivas ndo pode ser o nimero de solu¢des de um
sistema de duas equagdes com duas varidveis
cujos graficos sdo um circulo e uma pardbola?
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(@) 0 b)1 ()2 (@3 (e)5

53. Qual das seguintes alternativas ndo pode ser o
ntimero de solu¢des de um sistema de duas equa-
¢des com duas varidveis cujos graficos sdo pard-
bolas?
(a) 1
(d)s

54. Qual das seguintes alternativas € o ndmero de
solucdes de um sistema de duas equagdes linea-
res com duas varidveis se a equacgdo resultante
apo6s usar a eliminagdo corretamente € 4 = 47

(@0 (b) 1 (c)2
(d)3 (e) Infinitas

(b)2
{e) Infinitas

(c) 4

Nos exercicios 55 a 60, determine a ordem da matriz
e indique se € uma matriz quadrada.

2 3 -1 13
w27 w2

[ 5 6
57. | -1 2 58.[-1 0 6]
00
[ 2
59. | —1 60.[0]
| o

Nos exercicios 61 a 64, identifique os elementos
especificados na seguinte matriz.

ass
62. ayyg

61. as 63. asp

Nos exercicios 65 a 70, encontre (a) A + B, (b) A - B,
(c)3A e (d) 2A - 3B.

2 3 [ 1 -3
B e

-1 0 2 2 1 0
66.A=| 4 1 —-1| B=|-1 0 2

64. ass

65.A =

| 2 1 4 -3 -1
(-3 1 4 0
67.A=| 0 —1| B=|-2 1
L 2 1 -3 -1

[ 5 -2 3 1
68.A—L_1 0 2 2}
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70.A=[-1 -2 0 3]eB=[1 2 -2 0]
Nos exercicios 71 a 76, use a defini¢do de multiplica-

¢d0 de matrizes para encontrar (a) AB, (b) BA.

_[ 23 [ 1 -3
71.A—»_1 5] B—[_Z _4]

_[r =4, [ 5 1
ma=[) “H]-e= 5. 1]
- 12
13a=(7 " h;] B=|-3 1
0 -2

) 5 -1
10 -2 3 0 2
74.A = —
A2 1 4 —1} Sl
4 2
(-1 0 2] i 1 0]
75.A=| 4 1 -1| B=|-1 2
L 20 1) | 4 -3 -1
(=2 3 0] (4 -1 2]
76.A=| 1 —2 4| B= 2
| 2 1) -1 3 —1]

Nos exercicios 77 a 82, encontre (a) AB e (b) BA ou
responda que o produto néo esté definido.

-5
77.A=[2 -1 3] B=[ 4‘}
2

-2
78.A=| 3| B=[-1 2 4]
~4

-1 2
79.A=l: 3 4] B=[-3 5]

(—13

0 1 5 -6
80.4 = -
a=l 0=l

| -3 -1

[0 0 1 1 21
81.A = 1 0|l B=| 2 0 1

(1 0 0 -1 3 4

[0 0 1 0 -1 2 3 —4

0100 21 0 -1
82.4 = =
-A10003—3213

(0 0 0 1 4 0 2 -1

Nos exercicios 83 a 86, encontre a ¢ b.
[a =31 _[5 -3
83'_4~ 2]"[4 b]
[1 -1 0] _[1 b 0
84'_a -2 1]_[3 -2 1]
[ 2 a-—1 2 -3
85. 2 3 =|b+2 3
-1 2 -1 2

[a+3 2] _[4 2
86'_ 0 5]‘[0 b—l]

Nos exercicios 87 e 88, verifique se as matrizes sdo
inversas uma com relagdo a outra.

21 [ 08 -02
87.4=13 4] B=|_0s 0,4]

[—2 1 3 0 1 -2
88.A = 1 2 -2|B={0250,5 —0.25
01 —1] 025 0,5 —1,25

Nos exercicios 89 a 92, encontre a inversa da matriz
se existir ou responda que a inversa ndo existe.

2 3 6 3
89.[2 2:| 90.[10 5]

1 2 -1 2 3 -1
91. (2 -1 3 92.1 -1 0 4

3 1 2 0 1 1
Nos exercicios 93 e 94, use a defini¢o para calcular
o determinante da matriz.




2 1] élgg
93.|-1 0 2 94.

L3 -1 1 -1 0 2

1 00 3

Nos exercicios 95 e 96, encontre a matriz X.

95.3X+A=B,0ndeA=[;:|eB=[g]

96.2X + A =B,onde A = —121.p= L4
03 1 —1

97. Uma empresa possui duas fabricas que produzem
trés artigos. O nimero de unidades do artigo i
produzido na fabrica j em uma semana € repre-
sentado por a; na matriz

".

120 70

A=| 150 110
80 160

Se a produgdo cresce 10%, escreva a nova produ-
¢do na matriz B. Como B estd relacionado com A?

98. Uma empresa vende quatro medelos de um pro-
duto em trés lojas. O estoque da. loja i para o
modelo j é a matriz:

16 10 8 12
s=|12 0 10 4
412 0 8

O pre¢o no atacado do modelo i € p;; € 0 prego no
varejo do modelo i € p;,, dados na matriz

$180 $269,99
$275 $399,99
$355  $499,99
$590 $799,99
(a) Determine o produto SP.

{b) O que a matriz SP representa?

99. Uma empresa vende quatro produtos. O prego do
produto tipo j estd representado por a;; na matriz

A =[$398 $598 $798 $998]

O nimero de produtos vendidos tipo j estd repre-
sentado por b;; na matriz

B=[35 25 20 10]
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O custo para produzir o produto tipo j estd repre-
sentado por ¢;; na matriz

C=[$199 $268 $500 $670]

(a) Escreva uma matriz-produto que fornega a
receita total obtida com as vendas dos
produtos.

(b) Escreva uma expressdo usando matrizes que
forneca o lucro obtido com as vendas dos
produtos.

100. Sejam A, B e C matrizes que possuem ordens
tais que a soma, a diferenca e o produto possam
ser definidos. Prove que as seguintes proprieda-
des s@o verdadeiras.

(@dA+B=B+A
bA+B+C=A+B+0)
(c)A(B + C) = AB + AC
(d) (A — B)C = AC — BC
101. Sejam A e B matrizes m X n e c e d escalares.
- Prove que as seguintes propriedades sdo verda-

deiras.
(@)c(A+B)=cA+cB

) (c+dA=cA+dA
(c) c(dA) = (cd)A

d1-A=A4A
102. Seja A = [a;;] uma matriz n X n. Prove que
Al =LA =A.

Nos exercicios 103 a 106, resolva o problema sem
usar a calculadora.

103. Multipla escolha Qual das seguintes alter-
nativas € igual ao determinante de

2 4
= ?
a=|3 )

(@4 (b)—4 (c)10 (d) —10 (e) —14
104. Multipla escolha Seja A uma matriz de

ordem 3 X 2 e B uma matriz de ordem 2 X 4.
Qual das seguintes alternativas fornece a ordem
do produto AB?

(@2x2 (b)3X4 (c)4X3
(e) O produto n3o estd definido.

(d)6 X8
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105. Multipla escolha Qual das seguintes alter-  106. Multipla escolha Qual das seguintes alternati-

S d .12 71, 1 2 3

nativas € a inversa da matriz 1 4| vaséovalordeal3namatliz [aij] =14 5 6/[?
7 8 9

“""[_14 _72] (b)[_z1 ‘Z] @-7 ®7 (©-3 @3 (e)10
(C)[ 2 -1] (d)[ 4 1]

-7 4 -7 2
(e)[ 4 7]

-1 2




Analise e S
combinatoria e o
teorema binomial

Caracteristicas do discreto
e do continuo

Um ponto nio tem comprimento nem largura. Porém,
um intervalo de nimeros na reta real (que representa o
conjunto dos niimeros reais) ja possui comprimento e uma
infinidade de niimeros reais. Essas caracteristicas ja dis-
tinguem o que € discreto do que € continuo. Estudaremos
técnicas de contagem para o caso discreto.

A importancia da contagem

Vamos iniciar com um exemplo.

De quantas maneiras diferentes podemos organizar trés
objetos distintos em ordem?

SOLUCAO

Nio € dificil listar todas as possibilidades. Se chamarmos os
objetos por A, B e C, entdo as diferentes ordens séo: ABC,
ACB, BAC, BCA, CAB ¢ CBA. Uma boa maneira de visuali-
* zar essas seis maneiras € com um diagrama em drvore,
como na Figura B.1. Podemos observar, partindo da esquerda, que temos 3 X 2 X 1 = 6 “galhos”
ou seis caminhos levando para resultados com ordens diferentes das letras.

- B c
A

B

C
B

A

B
C

A

Figura B.1 Um diagrama em arvore para ordenar as letras A, Be C.
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Principio da multiplicacao ou principio fundamental
da contagem

Das idéias do diagrama em 4rvore citado anteriormente, imagine como ficaria um diagrama
para as letras ABCDE. Nio € necessdrio ver o diagrama para concluir que ele terd 5 X 4 X 3 X
2 X 1 = 120 caminhos ou “galhos”. O diagrama em 4rvore € uma visualiza¢io geométrica de um
principio fundamental da contagem, conhecido também como principio da multiplicacao.

As placas dos veiculos possuem trés letras e quatro digitos. Encontre o niimero possivel de placas
que podemos formar:

(a) caso ndo haja restri¢do alguma quanto ao uso das letras e ndmeros;

(b) caso letras e nimeros ndo possam ser repetidos.

SOLUCAO

(a) Como nio h4 restri¢do alguma quanto ao uso das letras e nimeros, entdo temos 26 possi-
veis letras para cada uma das trés escolhas, além de 10 possiveis digitos para cada uma
das quatro posigdes numéricas. Pelo principio da multiplica¢io, podemos obter placas de
26 X 26 X 26 X 10 X 10 X 10 X 10 = 175.760.000 maneiras.

(b) Caso letras e niimeros nio possam ser repetidos, entio temos 26 possiveis escolhas paraa
primeira letra, 25 para a segunda e 24 possiveis escolhas para a terceira letra, além de 10
possiveis escolhas para’o primeiro digito, 9 para o segundo, 8 para o terceiro e 7 possiveis
escolhas para o quarto digito. Pelo principio da multiplica¢do, podemos obter placas de
26 X 25X 24 X 10 X9 X 8 X 7= 78.624.000 maneiras.

Permutacoes

Uma importante aplicagdo do principio da multiplicagio € contar o nimero de maneiras que
um conjunto de n objetos pode ser organizado em ordem. Cada resultado é chamado de uma per-
mutaciio do conjunto. O Exemplo 1 mostrou que existem 3! = 6 permutagdes de um conjunto de
trés elementos distintos.
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| FATORIAIS

¢ Se n é um nimero inteiro positivo, entao o simbolo n! (I&-se “n :
¢ fatorial”) representa o produto n(n — 1)(n — 2)eee2 L.
i Também definimos 0! = 1.

Usualmente, os elementos de um conjunto sdo distintos uns dos outros, mas podemos adequar
nossa contagem quando eles ndo sdo, como vemos no Exemplo 3.

Conte o nimero de diferentes ;‘palavras” que podem ser formadas com as 9 letras de cada palavra

a seguir (colocamos aspas antériormente para que nao haja preocupac@o caso a palavra formada
ndo tenha sentido).

(a) DRAGONFLY (b) BUTTERFLY (c) BUMBLEBEE

SOLUCAO
(a) Cada permutag@o das 9 letras forma uma palavra diferente. Existem 9! = 362.880 permutagdes.

(b) Existem também 9! permutacdes destas letras, mas uma simples permutagdo de duas letras T
ndo resulta em uma nova palavra. Corrigimos a contagem dividindo por 2!. Existem, entdo,
91/2! = 181.440 permutacdes distintas das letras da palavra BUTTERFLY.

(c) Novamente, existemn 9! permutacGes, mas uma permutagio entre as trés letras B ou com as trés

letras E nfo resulta em uma nova palavra. Para corrigir, dividimos por 3! duas vezes. Existem,
!
entdo, % = 10.080 permutagdes distintas das letras da palavra BUMBLEBEE.

Em muitos problemas de contagem estamos interessados em usar n objetos para preencher,
digamos, r espagos em ordem, onde r < n. Sdo chamadas de permutacdes de r objetos tomados
r ar, ou simplesmente, arranjos.

O primeiro espago tem n maneiras, o segundo tem n» — 1 maneiras, e assim por diante; até o
r-ésimo espago que tem n — (r — I) maneiras. Pelo principio da multiplicagdo, podemos preencher
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os r espagos de n(n — 1)(n — 2)...(n — r + 1) maneiras. Essa expressio pode ser escrita de forma

mais compacta, como

(n —.r)!'

Note que ,P, = n!/(n — n)! = n!/0! = n!/1 = n!, que coincide com o que ji vimos com rela-
¢d0 ao nimero de permutacdes de um conjunto completo de 7 objetos. Esta € a razdo de definirmos
0! por 1.

Calcule cada expressdo sem usar é#icuiQAOra.-

(a) 6Py (b) 1, P3 (c) ,P5

SOLUCAO .

(a) Pela formula, 4Py = 6!/(6.— 4)! = 6!/2! = (6+5+4+3:21)/2! =6+5-4+3 = 360

(b) Podemos aplicar o principio da multiplicacdo diretamente; como temos 11 objetos e 3 espagos
' para preencher, entdo
nP3=11+10-9=990

() Podemos aplicar novamente o principio da multiplicagdo; como temos n objetos e 3 espagos
para preencher, entdo, assumindo n = 3,

Py =nn = 1) —2)

Combinacoes

Quando contamos as permutacdes de n objetos tomados r a r, consideramos diferentes ordena-
¢Oes de um mesmo conjunto de r objetos selecionados como sendo diferentes permutacdes. Em
muitas aplicagdes, estamos interessados nas maneiras de selecionar os r objetos, independen-
temente da ordem em que estdo organizados. Essas sele¢des em que a ordem nio € importante sdo
chamadas de combinacdes de n objetos tomados r a r.
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Podemos verificar a férmula ,C, e o principio da multiplicagio. Desde que toda permutagio
possa ser pensada como uma seleciio desordenada de r objetos seguidos de uma ordem particular
dos objetos selecionados, o principio da multiplicagio resulta em wPr=,C,erl

Portanto

(n)_ c _,,P,z_l_‘ n! _ n!
S B B R TR 1 e o)

Em cada uma dessas situagdes, conclui-se que estio sendo descritas permutacdes (ordenadas ou
simplesmente descritos arranjos) ou combinagdes (desordenadas).

(a) Um presidente, um vice-presidente e um secretatio sdo escolhidos dentre 25 pessoas.

(b) Uma cozinheira escolhe 5 batatas de uma sacola com 12 para preparar uma salada de batatas.

(c) Um professor organiza seus 22 alunos numa sala com 30 lugares.

SOLUCAO . P

- (a) Permutacdo. A ordem & irx;portante, devido ao cargo de cada pessoa.

(b) Combinagio. A salada € a mesma, nio importando a ordem em que as batatas sdo escolhidas.

(¢) Permutagio. Uma ordem diferente dos estudantes nos mesmos assentos resulta numa diferen-
te organizagdo na sala.

Sabemos o que estd sendo contado. Os niimeros das possiveis escolhas das situa¢des anteriores
$80: (a) 25P3 = 13.800, (b) 1,C5 = 792, (c) 3P,, = 6,5787 X 1077

Quantidade de subconjuntos de um conjunto

Iniciaremos com um exemplo.

- Uma pizzaria possui 10 tipos de ingredientes para montar pizzas. Quantas pizzas diferentes podem

ser montadas em cada caso?

(a) Podemos escolher quaisquer 3 tipos de ingredientes.
(b) Podemos escolher qualquer quantidade de ingredientes.
SOLUCAO

(a) Como a ordem dos ingredientes nio & importante, afinal, sio 3 ingredientes, e qualquer que seja
a ordem em que sdo colocados a pizza € a mesma, entfio o nimero de possiveis pizzas €

10
10C3 = (

=120
3)

(b) Uma primeira idéia € somar todos os valores obtidos a partir de ,C, = ( er) para r de 1 até 10.

Outra idéia € pensar que podemos colocar os 10 ingredientes numa seqiiéncia e, para cada
um, optar entre sim (colocar na pizza) ou nfo (ndo colocar na pizza), isto €, cada ingrediente tem
dois possiveis resultados. Pelo principio da multiplicacdo, o nimero de tais seqiiéncias diferentes é
20242¢24242+2+2+2+2 = 1.024 possiveis pizzas.
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Uma lanchonete divulga que possui 256 maneiras de montar sanduiches, com os ingredientes que
o cliente preferir. Quantos ingredientes existem disponiveis?

SOLUCAO
Precisamos resolver a equagio 2" = 256 e descobrir o n. Usaremos logaritmo.
2" = 256
log 2" = log 256
. P nlog 2 = log 256
- log 256
n=2_8

Existem, portanto, 8 ingredientes possiveis para escolha.

Coeficiente binomial

Se vocé expandir (@ + b)" paran = 0, 1, 2, 3, 4 e 5, aqui estdio os resultados:

(a+ b)Y = 1

(a+ b) = 1a'b® + 1a%!

(a+ b)? = 1a2b° + 2a'b! + 1a%?

(a+ b3 = 1a3b° + 3a2b! + 3alb? + 1a%3

(a+ b= 1a*b° + 4a3b! + 6a%h? + 4a'b3 + 1a°*

(a+ by = 1a°b° + 5a*b! + 10a%b? + 10a2b3 + 5a'b* + 1a%3

Vocé pode observar os padrdes e predizer qual a expansdo de (a + b)¢?
Vocé pode predizer o seguinte:

1. Os expoentes de a decresceriio de 6 até 0, diminuindo de um em um.
2. Os expoentes de b crescerdo de 0 até 6, aumentando de um em um.
3. Os primeiros dois coeficientes serdo 1 e 6.

4. Os dois udltimos coeficientes serdo 6 e 1.

Os coeficientes binomiais na expansio de (@ + b)" sdo os valores de ,C, =C,,= (n) para
r=0,1,2,3,4,...,n d
A expansio de

(@a+b)=(@+ba+bla+b)---(a+b)

—

———

n fatores
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consiste em todos os possiveis produtos que podemos formar com as letras, no caso a e b. O niime-
ro de maneiras para formar o produto a’h” " é exatamente 0 mesmo ntimero de maneiras para esco-
lher r fatores para serem expoentes de a e, conseqiientemente, complementé-lo com relagio a n,

para serem os expoentes de b. Esse nimero de maneiras é ,C, =C,, = (n) A expansio de (a + b)"
A s . . ’ r
serd definida quando tratarmos de teorema binomial.

DEFINICAO Coeficiente binomial

O coeficiente binomial que aparece na expanséo de (a + b)" sdo os valores de ,C, =C,, = (t)
parar=0,1,2,3,4,...,n.

o s . . . . [n
A notacdo cléssica para ,C, = C, , , especialmente no contexto de coeficiente binomial, é (r)

Triangulo de Pascal

o P s ~
Observe o desenvolvimentd que fizemos no inicio, colocando as expansdes de (a + b)" para
n=20,1,2,3,4¢eS5. Se eliminarmos os simbolos da adi¢fo e as poténcias das varidveis a e b na
forma triangular, deixando apenas os coeficientes, € possivel montar:

E chamado de tridngulo de Pascal em homenagem a Blaise Pascal (1623-1662), que o usou
em seu trabalho, mas nfo foi quem o descobriu. Esse resultado ja havia aparecido em textos chi-
neses, no século XIV.

Mostre como a linha 5 do tridngulo de Pascal pode ser usada para obter a linha 6 e usar a infor-
magdo para escrever a expansdo de (x + y)S.

SOLUCAO
Os niimeros nas extremidades sdo iguais a 1. Cada niimero entre eles € a soma dos dois nimeros
acima. Assim, a linha 6 pode ser obtida da linha 5, como segue:

VWA

15

Linha 5

Linha6 1

Estes s80 os coeficientes binomiais para (x + y)® e, assim,

(x + )% = x5+ 6x5y + 15x*y? + 20x3y> + 15x%y* + 6xy° + y°
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Encontre o coeficiente de x!° na expansio de (x + 2)3.
SOLUCAO
O termo da expansio necessdrio € 5Cyox 1923, isto é:

1
11)5'5' «25.x10 =3.003-32.x!0= 96096 - x1°

O coeficiente de x!° é 96096.

O teorema binomial )

Expanda (2x — y?)*
SOLUCAO
Usamos o teorema binomial para expandir (a + b)*, onde a = 2x e b = —y?
(a + b)* = a* + 4a°b + 6a°b* + 4ab>® + b*
(2x — )" = 20" + 420 () + 622 (-y?’
+ 420y’ + (-
= 16x* — 32x3y? + 24x%y* — 8xy® + »?
EXERcCiCIOS
Nos exercicios 1 a 4, conte o mimero de maneiras que 5. Existem 3 rodovias da cidade A até a cidade B e
cada procedimento pode ser feito. 4 rodovias da cidade B até a cidade C. Quantos
1. Alinhar 3 pessoas para uma fotografia. caminhos diferentes existem da cidade A até C,
d ?
2. Priorizar 4 tarefas pendentes do mais ao menos passando por B
importante. Desenvolva cada expressdo dos exercicios 6 a 11:
3. Organizar 5 livros da esquerda para a direita em 6. 4! 7. «P,
uma F:stante. o . . . 8. 1,Cy 8. (3101
4. Premlar do primeiro ao quinto lugar os cinco pri- 10.,P, 11. ,Cs
meiros cachorros de um concurso.
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Suponha que dois dados, um vermelho e um verde,
sdo jogados. Quantos resultados possiveis existem
para esse par de dados?

Quantas seqiiéncias diferentes de caras e coroas
existem se uma moeda € langada 10 vezes?

Uma pessoa tem dinheiro para comprar apenas 3

dos 48 CDs, disponiveis para compra. De quan-
tas maneiras diferentes essa pessoa pode fazer
sua escolha?

Uma moeda ¢ lancada 20 vezes e as seqiiéncias
de caras e coroas sdo registradas. De todas as
possiveis seqiiéncias, quantas tém exatamente 7
caras?

Uma pessoa entrevistou 8 pessoas para 3 fungdes
idénticas. Quantos grupos diferentes$ de 3 funcio-
nérios essa pessoacansegue n}ontar?

Um professor aplica 20 quest&s para seus alu-
nos, das quais poderdo selecionar 8 para serem
respondidas. De quantas maneiras o aluno pode
selecionar as questdes?

Uma cliente pretende comer um prato com sala-
da. Se existem 9 ingredientes para compor uma
salada, quantos pratos essa cliente consegue
montar? T,

O dono de uma pizzaria pretende divulgar que
possui mais de 4000 diferentes tipos de pizzas
com ingredientes a escolher. Qual o nimero mini-
mo de ingredientes que esse dono precisa ter
disponivel?

Um subconjunto do conjunto A € chamado pré-
prio se ndo € o vazio nem ele todo. Quantos sub-
conjuntos préprios um conjunto com »n elemen-
tos possui?

Quantos gabaritos diferentes sdo possiveis para
10 questdes do tipo Verdadeiro ou Falso?

Quantos gabaritos diferentes sdo possiveis de 10
questdes de muiltipla escolha, com cinco alterna-
tivas cada?

*

Verdadeiro ou falso Se a ¢ b sdo ndimeros
inteiros positivos tais que

n n
a + b= n,entdo (a) = ( b)' Justifique sua resposta.

Verdadeiro ou falso Se g, b e n sdo nimeros
. . . ~ n

inteiros, tais que a <b<n, entdo (a ) < b )
Justifique sua resposta.
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25. Uma opcio de refeicdo € composta de uma entra-
da, duas saladas e uma sobremesa. Se existem
disponiveis quatro entradas, seis saladas e seis
sobremesas, entdo de quantas maneiras diferen-
tes podemos compor uma refeicdo?

(a) 16
(b) 25
(c) 144
(d) 360
(e) 720

26. Supondo que 7 € n 3o niimeros inteiros positivos

com r < n, qual dos seguintes mimeros ndo €
igual a 1?7

(a) (n — n)!

(b) P,

(c) ,C,

@]
o)L

Nos exercicios 27 a 36, use a propriedade distributiva
para expandir o bindmio.

27. (x + y)? 28. (a + b)?
29. (5x — y)? 30. (a — 3b)?
31. (3s + 2¢)? 32. 3p — 4g)*
33. (u +v)? 34. b —c)?
35. (2x — 3y)3 36. (4m + 3n)?

Nos exercicios 37 a 44, expanda o bindmio usando o
tridngulo de Pascal para encontrar os coeficientes.

37. (a + b)* 38. (a + b)°
39. (x + y)’ 40. (x + )0
41. (x + y)? 42. (x +y)’
43. (p + q)8 4. (p + g)°
Nos exercicios 45 a 48, desenvolva a expressdo pela
definicéo.
9 15
() e [4)
166 166
.19 w19
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Nos exercicios 49 a 52, encontre o coeficiente do
termo dado na expansdo binomial.

49. termo x!1y3, (x + y)1*

50. termo x3y3, (x + y)13

51. termo x*, (x — 2)12

52. termo x’, (x — 3)!!

Nos exercicios 53 a 56, use o teorema binomial para
encontrar a expansdo polinomial para a fungéo:
53.f(x) = (x — 2)° 54. g(x) = (x + 3)°
55. h(x) = (2x— 1)’ 56. f(x) =(Bx+4y

Nos exercicios 57 a 62 use o teorema binomial para
expandir cada expressdo.

57. (2x + y)* 58. 2y — 3x)
59. (Vx = v5)t " 80. (vx + V3)!
61. (x 2+ 3)° 62. (a — b3

n

n -_—
63. Proveque(l) = (n 1

) = n para todos os intei-

rosn = 1.

64. Prove que (2) = ( n ) para todos os inteiros
n—r)" -
n=r=0.

. n\ _ n!
65. Use a férmula (r) = =t P para provar que

(-Gl
r r—1 r /.
66. Encontre um contra-exemplo para mostrar que

cada resultado a seguir € falso.
(@) n +m)! =n!'+ m!
(b) (nm)! = n!m!
67. Prove que (;) + (" ; 1) = n? para todos os
inteiros n = 2.

n+1

n
68. Prove que (n _ 2) + (n 1

) = n? para todos os

inteiros n = 2.

69. Verdadeiro ou falso Os coeficientes na
expansdo polinomial de (x — y)*° alternam de
sinal. Justifique sua resposta.

70. Verdadeiro ou falso A soma de qualquer
linha do tridngulo de Pascal € um nimero par e
inteiro. Justifique sua resposta.

71. Multipla escolha Qual € o coeficiente de x* na
expansio de (2x + 1)87

(a) 16

(b) 256
(c) 1.120
(d) 1.680
(e) 26.680

72. Multipla escolha Qual dos seguintes niimeros
ndo aparece na linha 10 do tridngulo de Pascal?

(a) 1
(b) 5
"(e) 10
(d) 120
(e) 252

73. Multipla escolha A soma dos coeficientes de
(Bx — 2y)10¢
(a) 1
(b) 1.024
(c) 58.025
(d) 59.049
(e) 9.765.625

74. Multipla escolha (x + y)® + (x — y)* =
(a) 0
(b) 23
(c) 213 — 2y°
(d) 23 + 6xy?
(e) 6x%y + 2y
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trigonometria e
funcoées trigonomeétricas

Graus e radianos

O grau € representado pelo simbolo “’ e € o dngulo
cuja medida € igual a 1/180 de um angulo raso. O radiano
€ um angulo central quando um arco de comprimento r tem
a mesma medida do raio do circulo, no qual esta inserido.

(a) Quantos radianos existem em 90 graus?
(b) Quantos graus existem em 77/3 radianos?

(¢) Encontrar o comprimento de um arco interceptado por
um angulo central de 1/2 radiano em um circulo com
raio de 5 polegadas.

.

(d) Encontre a medida em radianos de um 4ngulo central que intercepta um arco de comprimen-
to s em um circulo de raio .

SOLUCAO

(a) Desde que 7 radianos e 180° representam o mesmo angulo, podemos usar o fator de conver-
sdo (7 radianos)/(180°) = 1 para converter graus em radianos.

m radianos = 90m radianos = T radianos
180° 180 2

(b) Nesse caso, usamos o fator de conversdo (180°)/(# radianos) = 1 para converter radianos em

graus:
T 180° _180°
(? radlanos)( T radianos) T3 60

(¢} Um angulo central de 1 radiano intercepta um arco de comprimento de um raio, que € de 5 pole-

gadas. Portanto, o angulo central de 1/2 radiano intercepta um arco de comprimento de 1/2 raio,
isto €, de 2,5 polegadas.

90° (

(d) Podemos resolver esse problema com raios:

x radianos 1 radiano

sunidades  r unidades
xr =

X =

~ |
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Comprimento de arco

Como um angulo central de um radiano sempre intercepta um arco de comprimento um radiano,
é verdade que um angulo central def radianos em um circulo de raio r intercepta um arco de com-
primento 6r.

. Encontre 0 perimetro de uma fatia de pizza de angulo central igual a 60°, sendo que a pizza tem
raio de 7 polegadas.

SOLUCAO
O perimetro € 7 polegadas + 7 polegadas + s polegadas (como se vé€ na Figura C.1), em que s €
o comprimento do arco da pizza. Pela férmula de comprimento do arco:

_ w060 _ T

=~ 7180 3 =13

O perimetro € de aproximadamente 21 polegadas.

7 pol s pol

7 pol
Figura C.1 O pedacgo de pizza do exemplo.

Algumas medidas trigonométricas

Seja o tridngulo (retdngulo, pois a medida entre os catetos € de 90°) determinado pelos vértices
ABC, como na Figura C.2.
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medida do lado (ou cateto) oposto

seno () = sen § =
®) medida da hipotenusa

medida do lado (ou cateto) adjacente

cosseno (6) = cos g = ; -
® medida da hipotenusa

medida do lado (ou cateto) oposto

ta te () = tgo =
ngente (6) = tg medida do lado (ou cateto) adjacente

B
o
& 2
QY 8
w =
5
A adjacente C

Figura C.2 Triariuto de véstices ABC e medidas trigonomeétricas do angulo 6.

o

- Encontre os valores do seno, cosseno e tangente do angulo de 45°.

SOLUCAO
Suponha um tridngulo com dois dos trés lados iguais (tridngulo isésceles) com dois angulos inter-
nos de 45° e um com 90°, ,°

V2

45°

. Figura C.3 Tridngulo retdngulo isésceles.

Aplicando as defini¢des, temos:

45° medida do lado (ou cateto) oposto 1 V2
sen - medida da hipotenusa V2 2
450 medida do lado (ou cateto) adjacente 1 V2
cos B medida da hipotenusa B 2 2
(o 45° medida do lado (ou cateto) oposto 1 L
8 " medida do lado (ou cateto) adjacente 1

¢ Encontre os valores do seno, do cosseno e da tangente do angulo de 30°.

. SOLUGAO
- Suponha um tridngulo retdngulo com angulos internos com valores de 30°, 60° e 90°.
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Figura C.4 Triangulo obtido de um tridngulo eqiiilatero de lado 2.

Aplicando as defini¢des, temos:

medida do lado (ou cateto) oposto 1

30° =
sent ‘medida da hipotenusa 2

300 = medida do lado (ou cateto) adjacente 3 V3
o8 = " medida da hipotenusa 2
Y ".

medida do lado (ou cateto) oposto 1 V3
tg 30° = - : ===
medida do lado (ou cateto) adjacente 3 3

- Um tridngulo retdngulo com’ hipetenusa de medida 8 possui um angulo interno de 37°. Encontre
. as medidas dos outros dois angulos e dos outros dois lados.

. SOLUCAO
. Desde que o tringulo € retangulo, entio um dos outros dois angulos € de 90° e o outro € de
: 180° —90° — 37° = 53°,

8
a
[ ]
b
sen 37° = % e cos 37° = g
a = 8sen 37° b = 8 cos 37°
’ b =639

a=48]

DEFINICAO Funcgbes trigonomeétricas de qualquer angulo

Seja 6 um 4ngulo qualquer na posicdo padrio (determinado do eixo horizontal x no sentido anti-
hordrio) e seja P(x, y) um ponto qualquer sobre o lado que determina a abertura do anguio (que
ndo seja a origem). Se r denota a distancia de P(x, y) até a origem, isto &, r = Vx? + y2, entdo

senf =2 cosf =2 tg0=z(x¢0)
r r X
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Calcule os valores do seno, do cosseno e da tangente do 4ngulo de 315°.
SOLUCAO
Supondo que o dngulo estd na sua posi¢io padrdo, um par ordenado que estd no segmento que o

limita € (1, —1). Logo,sex = ley=—1,entdo r = V2 é
_ V23 _
sen3»15°=—1=——2 cos315°=—l—=—\/—§ tg315°=T1=_1

V2 2 V2 2

Aqui utilizamos o fato de que, se um tridngulo retdngulo tem medida dos catetos dados por a
e b, e amedida da hipotenusa igual a ¢, entdo € verdade que a* + b? = ¢2 (conhecido como Teorema
de Pitdgoras).

O circulo trigonometrico

Temos a seguir o circulo de raio 1; o eixo horizontal x fornece a medida do seno do angulo for-
mado partindo do O no sentido anti-horério, e o eixo vertical y fornece a medida do cosseno do
mesmo angulo.

E verdade que: sen? 6 + cos?2 6 = 12 = | (conseqiiéncia do Teorema de Pitdgoras).

Algumas funcées trigonométricas
A funcao seno (Figura C.5):

f(x) = senx
Dominio: conjunto de todos os niimeros reais.
Imagem: [-1, 1].
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A fungido € continua.

E alternadamente crescente e decrescente. E periddica de periodo 27 (o comportamento da fungéo
€ repetitivo para cada intervalo de comprimento 27 no eixo horizontal).

E simétrica com relagdo 2 origem (€ uma funcdo impar).

E limitada.

O méximo absoluto € 1.

O minimo absoluto é —1.

Nio tem assintotas horizontais.

Nio tem assintotas verticais.

Comportamento nos extremos do dominio: lim senx e lim sen x ndo existem. Os valores da fun-
¢do oscilam de —1 até 1. e e

[-27, 27t] por (4, 4]

Figura C.5 ’

»

A funcéo cosseno (Figura C.6):

f(x) = cos x

Dominio: conjunto de todos os nimeros reais.

Imagem: [—1, 1].

A fungéo € continua.

E alternadamente crescente e decrescente. E periddica de periodo 27 (o comportamento da fungio
€ repetitivo para cada intervalo de comprimento 27 no eixo horizontal).

E simétrica com relacdo ao eixo vertical y (€ uma fungao par).

E limitada.

O méximo absoluto € 1.

O minimo absoluto € —1.

Nio tem assintotas horizontais.

Nio tem assintotas verticais.

Comportamento nos extremos do dominio: lim cos x € lim cos x ndo existem. Os valores da fun-
¢do oscilam de —1 até 1. e e
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N L

NS

{27, 2] por [4, 4]

Figura C.6

A funcgido tangente (Figura C.7):

nx

se
flx) =tgx = cosx

Dominio: conjunto dos nimefGs reais sem os miiltiplos impares de /2.

Imagem: conjunto de todos os niimeros reais.
A fung@o € continua sobre o seu dominio.
E crescente em cada intervalo do dominio.

E simétrica com relac@o a origem (¢ uma fungdo impar).

Nio € limitada superior nem inferiormente.
Nao tem extremos locais. o
Nao tem assintotas horizontais.

As assfntotas verticais sdo da forma x = k - (m/2) para todo k impar.

Comportamento nos extremos do dominio:
¢30 oscilam no intervalo ] —oo, + oof.

lim tg x e lim tgx ndo existem. Os valores da fun-
X—>+oo0 x> —oo

[-37/2, 3r/2] por {4, 4]

Figura C.7 ’

EXERCICIOS

Nos exercicios 1 a 8, converta de radianos para graus. ~ Nos exercicios 9 a 12, use as férmulas para cdlculo do
1.7/6 2. /4 comprimento do arco para completar com as informa-
3.7/10 4. 37/5 ¢des que estdo faltando.

5.7/9 6. 137/20 [e r 1

7 8.13 9.7 1cm 70 rad

10.2,5cm ? 7/3 rad
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11.3m 1m ?
12. 40 cm ? 20°

13. Multipla escolha Qual € a medida em radia-
nos de um angulo de x graus?

(a) mx (b) x/180
(c) mx/180 (d) 180x/m
(e) 180/xm

14. Multipla escolha Se o perimetro de um setor
é 4 vezes seu raio, entdo a medida em radianos do
angulo central do setor é

(a)2 (by4

(o) 2/m (d) 4/=

(e) impossivel determinar sem saber o raio.
O Teorema de Pitdgeras diz que, em um tridngulo
retangulo, o quadrado da medldx «da hipotenusa € a
soma dos quadrados das medidas dos outros dois

lados. Entende-se hipotenusa como o lado oposto ao
angulo de 90°. Nos exercicios 15 a 18, use esse teo-

rema para encontrar x.
Nos exercicios 19 a 26, encontre o valor do seno, do
cosseno e da tangente do angulo 6,

19. 20.
A 113
u []
3 7

%]

21.
N
12
22,
\
=l 6
15
23. 24.
8
6
6
11

25. 26.
: 11 13
-
L 9
8

Nos exercicios 27 a 32, encontre as outras medidas
dos 4ngulos que faltam (sabemos calcular seno, cos-
seno e tangente).

=]

~

3 2
27. sené)—? 28. senf)—g
5 5
29.c059—ﬁ 30. cosO—§
5 12
31.tg9—'§ 32.tg0_ﬁ

Nos exercicios 33 a 38, encontre o valor da varidvel
indicada.

33. 34.

34° 39°
23
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35. 36.
y k
32

37. = 38.
6 50 66°| "
y

Nos exercicios 39 a 42, dé o valor de angulo 6 em
graus.

39.0= -~ 0.6 = -
6 6
257 167
a1.9=2" 42,0 =2
0 4 & 0 3

Nos exercicios 43 a 46, calcule o seno, 0 cosseno € a
tangente do angulo.

43. y
P1L,2)% ] 0 .
I\ x
. y
6
D x
N
P(4,-3)
45. y
)
N o

P(-1,-1)

Nogdes de trigonometria e fungdes trigonométricas
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46. y

P(3,-5)

Nos exercicios 47 a 52, o ponto P estd na reta que
determina a abertura do dngulo. Encontre o seno, o
cosseno e a tangente do angulo 6.

47. P3.4) 48. P(—4,—6)
49. P(0,5) 50. P(—3.,0)
51. P(5,—2) 52. P(22,—22)

Nos exercicios 53 a 58, encontre sen 6, cos 0 e tg 8
para o angulo dado.

53. —450° 54, —270°
55. 7mr 56. o
2
57. — 17 58. —dir
2
59. Encontre cos 8 se sen § = % etgf <O0.
60. Encontre tg 6 se sen 0 = — % ecos @ > 0.

61. Verdadeiro ou falso Se 6 ¢ um ingulo na
posi¢do-padrdo determinado pelo ponto (8,—6),
entdo sen § = —0,6. Justifique sua resposta.

62. Multipla escolha

Secost?:—15—3etg0>(),emﬁosen6=

12 5 5
(a) T (b) 12 (c) 3
5 12
(d) 0 (e) el

Nos exercicios 63 a 68, identifique os valores maxi-
mos e minimos e as raizes da fungfo no intervalo
[—2m, 2m].

63.y =2senx 64.y=3cos%
1
65. y = cos 2x 66. y = —senx

2

67.y = —cos 2x 68. y=—2senx
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No Exercicio 69, identifique o gréfico de cada funcdo.  No Exercicio 70, analise a fungdo quanto ao dominio,
imagem, continuidade, comportamento crescente ou

69. Grificos de dois periodos de 0,5 tgxeSigx decrescente, se € limitada, se ¢ simétrica, analise
sao mostrados. extremos, assintotas e comportamento nos extremos
y do dominio.
70. f(x) =tg>
) =tg=
10, 2
8 > 'I
6 III v,
4 =/ T
2
| .
/- -
7|
/7 [
e
{SF
| 8
] ~10+




Seccoes conicas

Imagine duas retas que ndo sdo perpendiculares inter-
seccionando no ponto V. Se fixarmos uma das retas como
um eixo e fizermos uma rotagido com a outra ao redor desse
eixo, entdo podémos obter um cone circular reto com vér-
tice V, como ilustrado na Figura D.1. Note que V divide o
cone em duas partes, chamadas folhas.

Eixo
Gerador

Folha
superior

Folha
inferior

Figura D.1 Um cone circular reto (com duas folhas).

Uma seccgdo cdnica (ou conica) € a intersecciio de um plano com um cone circular reto. As
trés secgOes cOnicas basicas sdo a pardbola, a elipse e a hipérbole (Figura D.2a).

Algumas secgBes conicas atipicas, conhecidas como seccdes conicas degeneradas, sio mos-
tradas na Figura D.2(b).

As secgdes cOnicas podem ser definidas algebricamente como graficos de equagdes do segun-
do grau (quadraticas) em duas varidveis, isto ¢, equacdes da forma

Ax2+Bxy+ Cy’+Dx+Ey+F=0

onde A, B e C nfo sio todos iguais a 0.
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Elipse Parébola Hipérbole
(@)

Ponto: plano através Reta: o plano é Intersecionando com
da vértice do cone tangente ao cone retas
(b)

Figura D.2 (a) Trés tipos de secgdes conicas e (b) trés secgbes cdnicas degeneradas.

Vale lembrar que a distdncia entre os pontos (x;, y;) € (xp, ¥;) no plano € dada por

V(x — x,)* + (3 — y»,)*. Usaremos esse conceito durante este capitulo.

Geometria de uma parabola

J4 estudamos que o gréfico de uma funcdo do segundo grau (quadritica) € uma pardbola de
concavidade para cima ou para baixo. Vamos investigar as propriedades geométricas de pardbolas.

DEFINICAO Parabola

Uma parabola é o conjunto de todos os pontos em um plano que sdo eqiiidistantes de uma reta
fixa (a diretriz) e um ponto fixo (o foco) no plano (Figura D.3).
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A

/s

7/
Ponto sobre a pardbola 7
N // E.
coa AN L ixo
D:is_tanq1a até I\ Distancia até y
a diretriz / \ o foco Y
/ \ p;
AN V4 \ s
\, //
\. s \ yd
< \ /
AN
AN /)-’ Foco
N\ /
~ A
AN M Vértice
\\ 7
AN //
.
7\
Va \,
- Vs AN
P ™
- = X
N  Diretriz
bt
N\
N\,
N
b
N\
\.
h"
N\
N\,
\,
N

Figura D.3 Estrutura de uma parabola.
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Podemos mostrar que uma equagao para a pardbola com foco (0, p) e diretrizy = —p € x* = 4py

(veja a Figura D.4).
y y
Foco |F(0, p) Diretrizz y= —p
2 L
x°=4py
Px, y) . Vértice na origem
p
\ - J Foco
Diretriz:. y= —p \ D(x —p)
= 4py
O vértice estd F(0, p)
situadorentre a

diretriz e o foco

(a) (b
Figura D.4 Gréficos de x> = 4py com (a) p > 0 e (b) p < 0.

Precisamos mostrar que o ponto P(x, y), que € eqiiidistante de F(0, p) e daretay = —p, satis-
faz a equacio x* = 4py, e também mostrar que um ponto que satisfaz x2 = 4py & eqiiidistante de

FO,p)earetay = —p.
Seja P(x, y) um ponto eqiiidistante de F(0, p) e areta y = —p. Note que

V(x = 02 + (y — p)? = distancia de P(x, y) até F(0, p) e
V(x — x)? + (y — (—p))? = distancia de P(x,y)atéy = —p
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Igualando essas distdncias e extraindo a raiz quadrada:
(=0 + G -pP=Gx-x*+(— (-p)?
X+ (y=pP=0+(y+p)
x?+y? = 2py +p* =y +2py + p?
x> =4py

Percorrendo os passos anteriores ao contrdrio, vemos que uma solugdo (x, y) de x2 = 4py §é
eqiiidistante de F(0,p) e aretay = —p.

A equagio x? = 4py estd na forma padrio da equacdo que descreve uma parébola de conca-
vidade para cima ou para baixo com vértice na origem. Se p > 0, entfo a pardbola tem concavida-
de para cima; se p < 0, entdo p tent concavidade para baixo. Uma forma algébrica alternativa de tal
pardbola € y = ax?, onde a = 1/(4p). Assim, o grifico de x2 = 4py é também o grafico da fungdo
quadritica f(x) = ax2.

Quando a equacdo de uma pardbola de concavidade para cima ou para baixo € escrita como
x2 = 4py, entdo o-valor p € interpretado como o comprimento do foce da pardbola — a distancia
direta do vértice ao foco da pardbola. O valor |4p| € a largura do foco da paribola — o compri-
mento do segmento com extremos na pardbola que passa pelo foco e € perpendicular ao eixo.

Pardbolas com concavidade para a direita ou para a esquerda séo relagdes inversas de parabo-
las com concavidade para cima ou para baixo. Assim, equagdes de pardbolas com vértice (0, 0) que
se abrem para a direita ou para a esquerda tém a forma padrdo y> = 4px. Se p > 0, entio a pardbo-
la se abre para a direita, e se p < 0, entdo a parabola se abre para a esquerda (veja a Figura D.6).

y o, ¥
yz =4dpx .\2 =4px
Diretriz Diretriz
x= —p x=-p
Vértice Vértice
N Foco Foco -
x X

[ F(p,0) yO

(@ ()

Figura D.5 Graficos de y?> = dpx com (a) p > O e (b) p < 0.
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SOLUCAO
- Multiplicando ambos os lados da equagio por —2, temos a forma-padrdo x> = —2y. O coeficien-
tedeyédp = —2ep = —1/2. Assim, o foco € (0, p) = (0, —1/2). Como —p = —(—1/2) = 1/2,
entdo a diretriz € a reta y = 1/2. A largura do foco € |4p| = | =2| = 2.

Encontre uma equacdo na forma-padréo para a pardbola cuja diretriz € a reta x = 2 e cujo foco €
o ponto (—2, 0). - .

- SOLUCAO

Como a diretriz € x = 2 e o foco € (—2, 0), entdo o comprimento do foco € p = —2 e a pardbola

tem concavidade para a esquerda. A equagio da parabola na forma-padrio € y? = 4px, ou, mais
especificamente, yZ7= —8x.

[P— RERERE T ST E SO SOT et

Translacoes de parabolas

Quando a pardbola com a equag@o x> = 4py ou y* = 4px ¢ transladada horizontalmente por 4
unidades e verticalmente por k unidades, entfo o vértice da pardbola se move do ponto (0, 0) para
o ponto (h, k) (veja a Figura D.6). Tal translagéo ndo muda o comprimento nem a largura do foco e
o tipo de concavidade da pardbola.

y ' y
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Encontrar a forma-padrdo da equagio para a pardbola com vértice (3, 4) e foco (5, 4).

SOLUCAO
O eixo da pardbola € a reta passando pelo vértice (3, 4) e o foco (5, 4). Esta é aretay = 4. Assim,
a equacdo tem a forma

(y = k?*=4p(x — h)
Como o vértice (h, k) = (3, 4), h=3 e k= 4. A distancia direta do vértice (3, 4) ao foco
(5,4)ép=5—3=2; assim, 4p = 8.
A equacdo €

(y — 4?2 =8(x-3)

L2t drtd s

Prove que o grifico de 5’2 — 6x + 2y + 13 = 0 é uma parabola e encontre o vértice, o foco e
a diretriz. .

SOLUCAO
Como esta equagdo € quadrética para a varidvel y, completamos o quadrado com relagdo a y para
obter a forma-padrio: .

y2—6x+2y+13=’0
¥+ 2y = 6x— 13
Y42y +1=6x—13+1
(v + 1)2 = 6x — 12
(y+12=6(x—2)

Esta equacio estd na forma-padrdo (y — k)> = 4p(x — h),onde h =2, k= —1 e p = 6/4 = 1,5.
Assim:

* o vértice (h, k) é (2, —1);

e ofoco (h+ p, k)€ (3,5, —1) = (7/2, —1);

i e adiretrizx=h—péx=0,50ux=1/2.

Elipses .
Geometria de uma elipse

Quando um plano intersecciona uma folha de um cilindro reto e forma uma curva fechada, a
curva € uma elipse.

DEFINICAO Elipse

Uma elipse € o conjunto de todos os pontos em um plano cujas distancias de dois pontos fixados
no plano tm uma soma com resultado constante. Os pontos fixados sio os focos da elipse. A reta
que passa pelos focos € o eixo focal. O ponto localizado no eixo focal que é o ponto médio entre
os focos € o centro. Os pontos onde a elipse intersecciona seus eixos sio os vértices da elipse
(veja a Figura D.7).
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Vértice Foco Centro Foco

Eixo focal

Figura D.7 Pontos sobre o eixo focal de uma elipse.

A Figura D.8 mostra um ponto P(x, y) de uma elipse. Os pontos fixados F; e F, sdo os focos
da elipse e as distAncias cuja soma € constante s3o d, € d,.

y
-
V4

* P

d "7

1 _+- \

" dz\
>~ > x

Fl Fz

d, +d, = constante

Figura D.8 Estrutura de uma elipse.

Podemos usar a defini¢fio para concluir uma equagdo para uma elipse. Para algumas constan-
tes a € c com a> ¢ = 0, seja Fy(—c, 0) e Fy(c, 0) sendo os focos (veja a Figura D.9). Entdo, uma
elipse € definida pelo conjunto de pontos P(x, y) tais que

PF, + PF, = 2a

y

P(x, y)
Foco _—] Foco .
F(—c 0) 0|Centro Fz(c,'O) a

Figura D.9 A elipse definida por PF, + PF, = 2a, que é o grafico de x*/a® + y*/b* = 1.
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Usando a férmula da distincia, a equagio €

Va+ 2+ -02+Vx—c2+(y—0?=2a

VT =20 - VET Y
xz—2cx+cz+y2=4a2—4(1\/m+x2+2cx+c2+y2
a\/m=a2+cx

a*(x* + 2cx + 2 + y) = a* + 2a%cx + 22

(@ = A)x? + a?y? = aXa® — ¢?)
Considerando b? = a*> — ¢?, temos
b2x2 + a2y2 — a2b2
que € uswalmente esgrita como
-

x2 y2
?+?=1

Um ponto P(x, y) satisfaz a dltima equago se e somente se o ponto pertence a uma elipse defi-
nida por PF| + PF, = 2a,desde que a > ¢ =0 e b% = a? — 2.

A equagdo x%/a* + y¥/b* = 1 é a forma-padréo da equacdo de uma elipse centralizada na ori-
gem dos eixos e com o eixo horizontal x como o eixo focal. Uma elipse centralizada na origem com
o eixo vertical y como seu eixo focal € a inversa de x¥/a®> + y*/b* = 1 e, assim, tem uma equagio
da forma
2

2

y
S+ =1
a?

%

O comprimento do eixo maior é ! OBSERVACAO
2a e o do eixo menor € 2b. O nimero

: Um comentério sobre a palavra eixo: o eixo focal &
a € o semi-eixo maior da elipse ¢ b ¢ i uma reta; agora, semi-eixo menor ou semi-eixo
0 semi-eixo menor da elipse. : maior sdo numeros.
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( a,0)\( ¢,0)

©, a)

(@ (b
Figura D.10 Elipses centralizadas na origem com focos no (a) eixo x e no (b) eixo y.

T - S b S

Encontre os vértices e os focos da elipse 4x? + 9y = 36.

SOLUCAO

Dividindo ambos os lados da equa¢do por 36, temos a forma-padrdo x%/9 + y%/4 = 1. Como o
maior nimero estd no denominador de x2, entdio o eixo focal € o eixo horizontal x. Assim, a* = 9,
P2=4ec2=a2—b2=9 — 4 =5, Assim, os vértices sdo (3, 0) e os focos sdo (xV/5, 0).

Uma elipse centralizada na origem com seu eixo focal sobre um dos eixos, x ou y, € simétrica
com relagdo a origem em ambos os eixos. Tanto € que ela pode ser esbogada desenhando um retdn-
gulo como guia centralizado na origem e com os lados paralelos aos eixos. Logo, a elipse pode ser
desenhada dentro do retdngulo, como temos a seguir.

y y

v
N

A\

Para esbocar a elipse x%a’ + y*/b* = 1:
1. Encontre os valores a no eixo x e os valores =& no eixo y e faca o desenho do retingulo.
2. Insira uma elipse que tangencia o retdngulo nos pares (*a, 0) e (0, =b).

Translacoes de elipses

Quando uma elipse com centro (0, 0) € transladada horizontalmente por 4 unidades e vertical-
mente por k unidades, o seu centro move de (0, 0) para (A, k), como mostra a Figura D.11. Tal trans-
lacdo ndo modifica o comprimento dos eixos, tanto 0 maior cComo 0 menor.
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(h, k+a)

X ’ e (hk+0)

h—c. §(/—m \
(h, k)
(h, k) (h+a,k) /
x
(h, k—c)
- NS %

(h—mb\\\ (h+ﬁ9/
AN X
(h, k —a)

L]

(@ (b)

Figura D.11 Elipses com centro em (k. k) e focos sobre (a) y=k e (b) x=h.

Encontre a forma-padrdo da equagdo para a elipse cujo eixo maior tem os extremos com coorde-
nadas (—2, —1) e (8, —1) e cujo eixo menor tem comprimento 8.

SOLUCAO
A Figura D.12 mostra os extremos do eixo maior, o eixo menor e o centro da elipse. A equacio-
padrdo desta elipse tem a forma
G m? L G—RP
a? b?
onde o centro (£, k) estd no par ordenado (3, —1) do eixo maior. O semi-eixo maior e o semi-eixo
: menor sdo, respectivamente,

_8-(2 _

“ 2

8
5 e b-—2—4
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i Assim, a equagio que procuramos €

£ —3)2 —(—=1))2
«=-3° -,
i 52 42
=37, G+ _
25 16
y
6t
10
+ —+—>x
2.-1) | 8 @.-1)
) ’. -+
T

Encontre o centro, os vértices & os focos da elipse

S22, (=SP
9 49

SOLUCAO
i A equacfo-padrio desta elipse tem a forma

_5)2 2
(=52, +2? _
49 9
O centro (h, k) é (—2, 5). Como o semi-eixo maior a = V49 = 7, entfo os vértices (i, k * a) sdo

hk+ay=(-2,5+7=(-2,12) ¢
hk—a)=(-2,5—-7=(-2,-2)

Como

c=Va*—b=V49 -9 =V40
entdo os focos (i, k = ¢) sdo (—2, 5 + V40), ou aproximadamente (—2; 11, 32) e (—2; —1, 32).

DEFINICAO Excentricidade de uma elipse

A excentricidade de uma elipse é

c V& -1p

e =
a a

onde a € o semi-eixo maior, b € 0 semi-eixo menor e ¢ € a distincia do centro da elipse até seus
focos.
Essa medida verifica o grau de “achatamento” de uma elipse.
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Hipérboles

Geometria de uma hipérbole

Quando um plano intersecciona as duas folhas de um cilindro reto, a intersecgio € uma
hipérbole.

DEFINICAO Hipérbole

Uma hipérbole € o conjunto de todos os pontos em um plano cujas distincias de dois pontos fixa-
dos no plano t&m uma diferenc¢a com resultado constante. Os pontos fixados sdo os focos da hipér-
bole. A reta que passa pelos fecos € o eixo focal. O ponto localizado no eixo focal, que € o ponto
médio entre os focos, € o centro. Os pontos onde a hipérbole intersecciona seus eixo focal sfo os
vértices da hipérbole (veja a Figura D.13).

lAVertice Vértice[ Foco
Centro
Eixo focal

Figura D.13 Pontos sobre o elxo focal de uma hipérbole.

y
X=-a X=a
i |
[ ]
[ I
! LA Px,y)
| I
i |
& d X
Fi(=c, 0)} % \Fale. O
[ i
[ |
[ i
[ i
[ i
[ I

-

Figura D.14 Estrutura de uma hipérbole.

A Figura D.14 mostra uma hipérbole centralizada na origem com seu eixo focal sobre o eixo
horizontal x. Os vértices estdo em (—a, 0) e (a, 0), onde a € alguma constante positiva. Os pontos
fixados Fi(—c, 0) e Fy(c, 0) sdo os focos da hipérbole, com ¢ > a.

Note que a hipérbole tem duas curvas separadas, que podemos chamar de bracos. Para um
ponto P(x, y) sobre um dos lados da hipérbole, no caso, direito, temos PF, — PF, = 2a. Sobre o
lado esquerdo, temos PF, — PF; = 2a. Combinando essas duas equagdes, temos

PFI_PF2=12(1
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Usando a férmula da distancia, a equagao €

Via+c)2+(y—-02-VE—0c)?+(y—0)=*2
VET TRy = 2204 VT TR
2—20x+c2+y2=4a2t4a\/(x—+c—)2+—y2+x2+2cx+cz+y2
FaVix+o?+y2 =a+cx
a?(x? + 2cx + 2 + y2) = a* + 2a%cx + 2«2
(e — a?)x? — a®y? = a*(c? — a?)

2

Fazendo b? = ¢? — 42, temos

b2x2 — a2y2 —_ aZbZ

o0 qual € usualmente escrito como
A 2y
a b
Como esses passos podem ser revertidos, um ponto P(x, y) satisfaz essa dltima equagdo se
e somente se o ponto pertence a uma hipérbole deﬁmda por PF, — PF, = *2a; isso, desde que
c>a>0eb?=c?—a
A equacgio x2/a? — y?/b? = 1 é a forma-padrio da equacgdo de uma hipérbole centralizada
na origem com o eixo horizontal x como seu eixo focal. Uma hipérbole centralizada na origem com
o eixo vertical y como seu eixd focal € a relagdo inversa de x?/a? — y*/b* = 1 e tem uma equa-
¢do da forma
»_x_,
2 b2
Como com outras cOnicas, um segmento de reta com extremos na hipérbole € um raio da hipér-
bole. O raio pertencente ao eixo focal conectando os vértices € o eixo transverso da hipérbole. O
comprimento do eixo transverso é 2a. O segmento de reta de comprimento 2b que € perpendicular
ao eixo focal e que tem o centro da hipérbole como seu ponto médio € o eixo nio transverso da
hipérbole. O nlimero a € o semi-eixo transverso ¢ b € o semi-eixo nio transverso.
A hipérbole
X2y .
a’  b?
tem duas assintotas. Essas assintotas s3o retas inclinadas que podem ser encontradas trocando o
valor 1 no lado direito por 0: .

x2 y2 N x2 y2 PN b
a> b? a’> b2 ZYEELT
hipérbole trocar 1 por O assintotas

Uma hipérbole centralizada na origem com seu eixo focal sendo um dos eixos coordenados €
simétrica com rela¢do  origem e aos dois eixos coordenados. Tal hipérbole pode ser esbocada dese-
nhando um retdngulo centralizado na origem com seus lados paralelos aos eixos coordenados,
seguido pelos desenhos das assintotas pelos seus cantos opostos e finalmente esbogando a hipérbo-
le usando o retdngulo central e as assintotas como guias. Logo, a hipérbole pode ser desenhada den-
tro do retéingulo, como temos a seguir.
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y y y
=_t =t LYV _
b YETSEN b ST Y/
—a a X —a a >x —a a x
-b b -b

Para esbogar a hipérbole x%/a® — y*/b* = 1:
1. Esboce os segmentos de reta em x = *a e y = b e complete o retdngulo que esses segmen-

tos determinam.

2. Esboce as assintotas fazendo as diagonais do retangulo.

3. Use o retingulo e as assintotas para guiar seu desenho.
- .’

) \‘:y //
\ s ’
\\ / Z g,

oy
©,a) J/ b

(a)

()

Figura D.15 Hipérboles centralizadas na origem com focos sobre o (a) eixo horizontal x e o

(b) eixo vertical y.
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- Encontre os vértices e os focos da hipérbole 4x2 — 9y2 = 36,
SOLUCAO

Dividindo ambos os lados da equacio por 36, temos a forma-padrdo x%/9 — y2/4 = 1. Assim,
a’=9,b2=4,ec?=4a%+b>= 9+ 4 = 13. Assim, os vértices sio (%3, 0) e os focos sio

- (=V13,0).

Translac6es de hipérboles

Quando uma hipérbole com centro (0, 0) € transladada horizontalmente por % unidades e ver-
ticalmente por k unidades, o centro da hipérbole move de (0, 0) para (h, k), como mostrado na Figura
D.16. Tal translagdo ndo modifica o comprimento dos eixos transverso e nio transverso.

R Gow
DRl Y

€ixo vertical

N3
A

X

¥ N y=—S(x-h)+k
. Ul,k‘”*b& =R
7/
/7

L \,
\,

/] \N

(b)

Figura D.16 Hipérboles com centro em (4, k) e focos sobre (a) y=ke()x=nh
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TR bt v A s s T - o 2

¢ Encontre a forma-padrio da equacdo para a hipérbole cujo eixo transverso tem os extremos com
coordenadas (—2, —1) e (8, —1) e cujo eixo ndo transverso tem comprimento 8.
SOLUCAO

A Figura D.17 mostra os extremos do eixo transverso, o €ixo ndo transverso e o centro da hipér-
bole. A equag@o-padrio desta hipérbole tem a forma

— — )2
(x=hm? =k _
.612 b2
onde o centro (A, k) estd no par ordenado (3, —1) do eixo transverso. O semi-€ixo transverso € o
semi-eixo ndo transverso sio, respectivamente,

1

Assim, a equagde que procuramos é

(=37 (= (=DP _

52 42 1
-3 G+,
25 16 :
= y
6--
I -
i 10
—t > X
- | ! @21

Figura D.17 Dados do Exemplo 9.

: Encontrar o centro, os vértices e os focos da hipérbole

x+2? (=95
o a9 I
SOLUCAO

: O centro (4, k) é (—2, 5). Como o semi-eixo transverso a = V9 = 3, entdo os vértices sio
(h+a k)=(—2+3,5=(,5) e

(h—a,k)=(-2-3,5)=(-5,5)

Como ¢ = Va2 + b2 = V9 + 49 = \/58, entio os focos (h=c, k)sdo (—2 £ V58, 5),0ou
aproximadamente, (5, 62; 5) e (=9, 62; 5).
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DEFINICAO Excentricidade de uma hipérbole

A excentricidade de uma hipérbole é

c Va? + b2
e:—:——

a a

onde a € o semi-eixo transverso, b € o semi-eixo ndo transverso e ¢ € a distancia do centro da hipér-
bole até seus focos.

REVISAO RAPIDA

Nos exercicios 1 a 6, encontre a distincia entre os pontos dados.

1.(—1,3) e (2,5) 2.2, -3)e(a, b)
3.(=3,-2)e(2,4), 4.(-3,-4)e(a b)
s
5.4, -3)e (-7, —8) - 6. (a, —3)e (b, )
Nos exercicios 7 a 12, resolva para que y fique em fungfo de x.
7.2y% = 8x 8.3y% = 15x
2 2 2 2
y X X y .
9. ~+t—=1 10. —+=—=1
9 4 0 36 25
2 2 2 2
Y o_x Lo 2 Yo
11. 6 9 1 B 12. 36 4 1

Nos exercicios 13 e 14, complete o quadrado para reescrever a equagio na forma padrio.
13.y=—x2+2x—7 14.y=2x>+6x—5

Nos exercicios 15 e 16, encontre o vértice e o eixo de simetria do gréfico de f.
15. f(x) =3(x — 1)2+ 5 16.f(x) = —2x* + 12x + 1

Nos exercicios 17 e 18, escreva uma equagdo para a fungéo do segundo grau (ou quadritica) cujo grafico tem
0S pontos a seguir:

17. Vértice (—1, 3) e ponto (0, 1) 18. Vértice (2, —5) e ponto (5, 13)

Nos exercicios 19 a 26, encontre o valor de x algebricamente.

19. V3x + 12 + V3x -8 =10 20. Véx+12 —Viax+9 =1

21.VexZ+ 12 + V6ex2 + 1 =11 22. V22 +8+V32+4 =38

23.V3x+12 —V3x—8 =10 24. Vax+12 - Vx+8=1

25. V6x2+ 12 —Vex2 +1 =1 26. V22 + 12 — V32 +4 = —8§

Nos exercicios 27 e 28, encontre as solugdes exatas, completando o quadrado.
27.2x2 - 6x—3=0 28.2x +4x—5=0

Nos exercicios 29 e 30, resolva o sistema de equagdes.
29.c~a=2ec?—a’=16a/3 30.c—a=1ec?—a*=254/12
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EXERcCiCcIOS

Nos exercicios 1 a 6, encontre vértice, foco, diretriz e
largura focal da parédbola.

1. x> = 6y 2. y?=-8x
3.(y—2P=4x+3) 4 (x+42=-6(y+1)
5.3x2= —4y 6. 5y2 = 16x

Nos exercicios 7 a 10, relacione o grifico com sua
equagao.

y y.
X X
(a) (b)
y y
X X
©) (d)
7.x% =3y 8. x2= —4y
9.y2 = —5x 10. y2 = 10x

Nos exercicios 11 a 30, encontre uma equagéo na
forma-padrio para a pardbola que satisfaz as condi-
¢Oes dadas.

11. Vértice (0, 0), foco (=3, 0)
12. Vértice (0, 0), foco (0, 2)

13. Vértice (0, 0), diretrizy = 4
14. Vértice (0, 0), diretriz x = —2
15. Foco (0, 5), diretrizy = =5
16. Foco (—4, 0), diretriz x = 4

17. Vértice (0, 0), concavidade para a direita, lar-
gura focal = 8

18. Vértice (0, 0), concavidade para a esquerda,
largura focal = 12

19. Vértice (0, 0), concavidade para baixo, largura
focal = 6

20. Vértice (0, 0), concavidade para cima, largura
focal = 3

21. Foco (—2, —4), vértice (—4, —4)
22. Foco (—35, 3), vértice (—35, 6)

23. Foco (3, 4), diretrizy = 1

24. Foco (2, —3), diretrizx = 5

25, Vértice (4, 3), diretrizx = 6

26. Vértice (3, 5), diretrizy = 7

27. Vértice (2, —1), concavidade para cima, lar-
gura focal = 16

28. Vértice (—3, —3), concavidade para baixo,
largura focal = 20

29. Vértice (—1, —4), concavidade para a esquer-
da, largura focal = 10

30. Vértice (2, 3), concavidade para a direita, lar-
gura focal = 5

Nos exercicios 31 a 36, esboce o grifico de cada
parabola.

31.y? = —4x 32.x2 =8y
33. (x+4)2=-12(v+1) 34. (y+22=-16(x+3)
35.(y—1)>=8(x+3) 36.(x—52=20(y+2)

Nos exercicios 37 a 48, esboce o grifico de cada
parabola, manualmente ou ndo.

37.y = 4x2 2

38.y= —%x
39. x = —8y? 40. x = 2y?
41. 12(y+ 1) =(x—3)? 42.6(y = 3) = (x + 1)?
43.2 —y=16(x—3)? 44.(x+4?=-6(y—1)
45. (y + 32 = 12(x — 2) 46.(y— 1) = —4(x + 5)
47. (y + 2= —-8(x+ 1) 48.(y — 6)2=16(x — 4)

Nos exercicios 49 a 52, prove que o gréfico da equa-
¢do € uma parabola e encontre vértice, foco e diretriz.
49. x> +2x—y+3=0 50.3x2—6x—6y+10=0
51.y? —4y—8x+20=0 52.y2 -2y +4x—12=0

Nos exercicios 53 a 56, escreva uma equagio para a
parabola.

53.

0,2)

(-6,-4)

11111 x




54. y
(5,5,0)
X
(1,-3)
55.
X
’.
56. y
(1,3 .3
S T A AR R

FTTT

57. Muiltipla escolha Qual ponto todas as cOnicas
da forma x? = 4py tém em comum?

(@, 1 (b) (1,0 (c) 0, 1)
(d) (0, 0) (e) (=1, -1

58. Multipla escolha O foco de y> = 12x é

(a) 3, 3) (b) 3,0 () (0.3)
(d) 0,0 (e) (=3, -3)

59. Multipla escolha O vértice de (y — 3)? =
—-8(x +2)¢ .
(@) 3, -2 b) (=3,-2) (c)(-3,2)
(d) (-2,3) (e) (=2, -3)

Nos exercicios 60 a 65, encontre os vértices e os
focos da elipse.
2 2

2
X y y X
= oot o=
60 6t 1 61 25+2] 1
2 2 2 2
Y X d Y
ot = =
62 36+27 1 63 a5 1
64.3x2 + 4y2=12 65. 9x2 + 4y? = 36
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Nos exercicios 66 a 69, relacione o grifico com sua
equagio.

T

g

L,y

U

TTTFTrTTTT

~
o
~
—~
=2
=

~
~

(© (@
X2 32 y2 X2
Tt = gt o=
66 25 16 ! 67 36 9 1
=2 &+37 (x -1 2
. + = . +(y+2?2=
68 T3 7 1 69 0 y+2?% =1
Nos exercicios 70 a 75, esboce o grafico da elipse.
X2 )2 X232
et == ot i o=
70 64 36 ! 7 81 25 !
2 2 2 2
Y X y X
L= A=
72 9 4 ! 3 49 25 !
3P (—1P @—1P G+3°
74. T3 + 7 =1 75. > + 7 =1

Nos exercicios 76 a 91, encontre uma equacio na
forma-padréo para a elipse que satisfaz as condiges
dadas.

76. O eixo maior tem comprimento 6 sobre o eixo y
€ 0 €iXo menor tem comprimento 4.

77. O eixo maior tem comprimento 14 sobre o eixo
X € 0 eixo menor tem comprimento 10.

78. Os focos sdo (*2, 0) e o eixo maior tem com-
primento 10.

79. Os focos sdo (0, =3) e o eixo maior tem com-
primento 10.

80. Os pontos nos extremos dos eixos sdo (*+4, 0) e
0, =3).
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81. Os pontos nos extremos dos eixos sdo (+7, 0) e
0, =4).

82. Os pontos nos extremos do eixo maior sao
(0, £6) e o eixo menor tem comprimento 8.

83. Os pontos nos extremos do eixo maior s3o (£5, 0)
€ 0 eixo menor tem comprimento 4.

84. Os pontos nos extremos do €ixo menor sdo
(0, =4) e o eixo maior tem comprimento 10.

85. Os pontos nos extremos do eixo menor sio
(£12, 0) e o eixo maior tem comprimento 26.

86. O eixo maior tem extremos (1, —4) e (1, 8) e o
eixo menor tem comprimento 8.

87. O eixo maior tem extrentdg (—2, —3) e (=2, 7)
€ 0 eixo menor tem comprimento 4.

88. Os focos sio (1, —4) e (5, —4); os extremos do
eixo maior sdo (0, —4) e (6, —4).

89. Os focos sdo (—2, 1) e (=2, 5); os extremos do
eixo maior sdo (=2, —1) e (=2,7).

90. Os pontos nos extremos do eixo menor sdo
(3, —7) e (3, 3); o eixo menor tem comprimento 6.

91. Os pontos nos extremos do eixo menor sdo (—5, 2)
e (3, 2); o eixo menor tem comprimento 6.

Nos exercicios 92 a 95, encontre o centro, os vértices
e os focos da elipse.

CES Ut

92. 73 16

_ 2 —_ 2
93. ("113) 4+ U 75) =1
9a. U ;13)2 & 6—47)2 =1
95. Y ;51)2 + & ;“62)2 =1-

Nos exercicios 96 a 99, prove que o grifico da equa-
¢d0 € uma elipse e encontre os vértices, os focos € a
excentricidade.

96.9x2+ 4y2 —18x + 8y —23 =0
97.3x2+ 5y? — 12x + 30y + 42 =0
98.9x2 + 16y2 4+ 54x — 32y — 47 =10

99, 4x2 + y2 - 32x+ 16y + 124 =0

Nos exercicios 100 e 101, escreva uma equagéio para
a elipse.

100. y
2,6)

(6,3)

. 101.

Nos exercicios 102 e 103, resolva o sistema de
equacdes algebricamente e dé suporte a sua resposta
graficamente.

x2 yZ xZ

102. - + L = 103.5 +y2 =
49 9 7
2+yr=4 x—3y=-3

104. Verdadeiro ou falso A distancia dos focos
de uma elipse até o vértice mais préximo €
a(l+e), onde a é o semi-eixo maior ¢ ¢ € a
excentricidade. Justifique sua resposta.

105. Verdadeiro ou falso A distincia dos focos
de uma elipse até os extremos do menor €ixo €
metade do comprimento do maior eixo. Justifique
sua resposta.

106. Multipla escolha Um foco de x* + 4y? = 4 é

(@ @40 (b Q2,0 (©) (V3,0)
@ (V2,0) (e)(1,0)

" . (x =272

107. Multipla escolha O eixo focal de s +

0-32
——1 6 =1é€
@y=1 ((by=2 c©)y=3
dy=4 (y=5

108. Multipla escolha O centro de 9x% + 4y? —
T2x — 24y + 144 = 0 €

(@) 4,2) (b) 4,3)
@) 4. 5) (e) 4,6)

() (4. 4



109. Multipla escolha O perimetro de um tridngulo
com um vértice sobre a elipse x%a? + y¥/b? =1
e os outros dois vértices sobre os focos da elip-
se deveria ser

(a)a +b (b) 2a + 2b
(d)2b+2c (€)a+b+c

(e) 2a + 2¢

Nos exercicios 110 a 115, encontre os vértices e os
focos da hipérbole.
2 2 2 2

Xy _ Yoo X _
110. - — = =1 1=~ =1
2 2 X2 2.
Yy _x_ S S
12,5 - 5 =1 135 - ==1

114.3x2 - 4y2 =12 115.9x2 — 4y2 = 36
Nos exercicios 116 a~119, relacione o grafico com
sua equago. ‘ v

L) LA

(I

@
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2 2

116. 2 - Y =
25 16
2 2
X _
117. 2 9 1
118, 0 =22 _ (x+3)? =1
4 16

119.(X—T2)2— (+ 1?2 -

Nos exercicios 120 a 125, esboce o gréfico da hipér-
bole.

N
N

120.;‘—9—;—5=1
121.%——;—;—=1
123.<%—%24=1

120, GEP 0=
125. (x—zl)z _ (yz3)2 -1

Nos exercicios 126 a 141, encontre uma equagio na
forma padrdo para a hipérbole que satisfaz as condi-
¢Oes dadas.

126. Os focos sao (3, 0) e o eixo transverso tem
comprimento 4.

127. Os focos sdo (0, *3) e o eixo transverso tem
comprimento 4.

128. Os focos sdo (0, =15) e o eixo transverso tem
comprimento §.

129. Os focos sdo (£5, 0) e o eixo transverso tem
comprimento 3.

130. Centro em (0, 0), a = 5, e = 2, e 0 eixo focal
€ o horizontal.

131. Centroem (0, 0), a = 4, e = 3/2 e 0 eixo
focal € o vertical.

132. Centroem (0,0), b =5, ¢
focal é o vertical.

13/12 € o eixo

133. Centroem (0, 0), c = 6, e
o horizontal.

2 e o eixo focal é
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134. Os pontos nos extremos do eixo transverso sio
(2,3)e (2, —1), e o comprimento do eixo
transverso € 6.

135. Os pontos nos extremos do €ixo transverso sio
(5,3)e (-7, 3), e o comprimento do eixo
transverso € 10.

136. Os pontos nos extremos do eixo transverso sio
(—1,3) e (5, 3), e a inclinagdo de uma assinto-
ta € 4/3.

137. Os pontos nos extremos do eixo transverso sio
(=2, =2) e (—2, 7), a inclinagio de uma
assintota € 4/3.

138. Os focos sdo (—4, 2) e (2, 2); os extremos do
eixo transvefso sdo (—3,2) e (1, 2).

139. Os focos sio (—3, 11) e (—3, 0); os extremos
do eixo transverso sdo (—3, —9) e (—3, —2).

140. Centro em (—3, 6),a = 5, ¢ = 2 ¢ 0 €ixo0
focal € o vertical.

141. Centro em (1, —4), ¢ = 6,¢ = 2 e 0 eixo
focal € o horizontal. :

Nos exercicios 142 a 145, encontre o centro, os vér-
tices e os focos da hipérbole.

+1? - 27
142. 144 25 =1
(x+4° (+6?
143. 5 G =1
O0+3? x—2?7
144. " T =1
O—-1D* x+57
145. 53 TR

Nos exercicios 146 a 149, esboce o gréfico da hipér-
bole e encontre seus vértices, focos e excentricidade.

146.4(y — 1)2 - 9(x — 3)2 =36
147.4(x — 2> —9(y + 42 =1

148.9x% — 4y2 —36x + 8y —4 =0
149. 25y2 — 9x2 — 50y — 54x — 281 = 0

Nos exercicios 150 e 151, escreva uma equagdo para
a hipérbole.

150.

151.

I |

i1l Ly

/ (2,-2)
o)

Nos exercicios 152 e 153, resolva o sistema de equa-
¢Oes algebricamente e dé suporte a sua résposta gra-
ficamente.

2 ) 2,
152. -5 =1 153. 2 — 2 = 1
x~2 3y=—2 ¥+3yr=9

154. Verdadeiro ou falso A distincia dos focos
de uma hipérbole até o vértice mais préximo é
a(e — 1), onde a € o semi-eixo transverso e ¢
€ a excentricidade. Justifique sua resposta.

155. Verdadeiro ou falso O Teorema de Pitdgoras
a* + b? = ¢ se aplica na hipérbole. Justifique
sua resposta.

156. Multipla escolha Um foco de x> — 4y* = 4 ¢

(@ @0 ®) (V5,00 (c)(2.0)
@30 (e (1,0
2
157. Multipla escolha O eixo focal de x+ 57

0-62 .

6 1¢é
@y=2 (b)y=3 (©)y=4
dy=5 (e)y=6

158. Multipla escolha O centro de 4x2 — 12y —
16x — 72y —44=0¢

(@2, -2 () (2, -3) (@2 -4
d @, -5) (e) 2, —6)
159. Multipla escolha As inclinagdes das assin-
2 2
totas da hipérbole XT - y? = 1sdo
(a) =1 (b) +3/2 (c) =V3/2
(d) +2/3 (e) =4/3



Respostas
selecionadas

CAPITULO 1

Revisao rapida
1.{1,2,3,4,5, 6}
2.{-2,-1,0,1,2, 3,4,5,6)
3.{(-3, -2 -1}
4.{1,2,3,4}

5.(a) 1187,75  (b) —4,72
6. (a) 20,65 (b).9,10
7.(-2P —=2(-2)+1=-3, “,

(1,5 — 2(1,5) + 1 = 1,375

8.(-32 + (=32 +22=7

Exercicios
1. —4,625 (finitas)
2. 0,15 (infinitas)

3. — 2,16 (infinitas) -
4. 0,135 (infinitas) ’
5. — *——+—+
-5-4-3-2-1 0 1 2 3 4 5
todos os nimeros reais menores ou iguais a 2.
+——@ e )—}
-4-3-2-1 0 1 2 3 4 5 6

todos os nimeros reais entre —2 ¢ 5, inclusive
—2 e excluido 5.

7. e O—+
-2-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
todos os nimeros reais menores que 7.
8. e @——+

-5-4-3-2-1 0 1 2 3 4 5
todos os nimeros reais entre —3 e 3, incluindo
—3e3.
9. <ty o O———+—+
-5-4-3-2-1 0 1 2 3 4

5

todos os nimeros reais menores que 0.

10, «+—++ @ *——+
-1 01 2 3 456 7 89

todos os niimeros reais entre 2 e 6, incluindo 2 e 6.

11. —1 = x < 1; todos os nimeros entre —1 e 1,
incluindo —1 e excluindo 1.

12. —o < x = 4, 0u x = 4; todos os nimeros meno-
res ou iguais a 4.

13, —c0 < x < 5, ou x < 5; todos 0s nimeros
menores que 5.

14. —2 = x < 2; todos os nimeros entre —2 ¢ 2,
incluindo —2 e excluindo 2.

15. —1 < x < 2; todos os nimeros entre —1 ¢ 2,
excluindo —1 ¢ 2.

16. 5 = x < o0, 0u x = 5; todos os nimeros maiores
ou iguais a 5.

17. 1—3, +oo[; todos 0s niimeros maiores que —3.

18. ]—7, —2[; todos os nimeros entre —7 ¢ —2,
excluindo —7 ¢ —2.

19. 1-2, 1[; todos os nimeros entre —2 e 1,
excluindo —2 ¢ 1.

20. [—1, +eo; todos os nimeros maiores ou iguais
a _—].

21. ]—3, 4]; todos os niimeros entre —3 e 4,
excluindo —3 e incluindo 4.

22. 10, +eo; todos os nimeros maiores que 0.

23. Os niimeros reais maiores que 4 e menores ou
iguais a 9.

24. Os nimeros reais maiores ou iguais a —1, ou os
nimeros reais que so pelo menos —1.

25. Os niimeros reais maiores ou iguais a —3, ou os
nimeros reais que sdo pelo menos —3.

26. Os niimeros reais entre —5 e 7, ou 0s niimeros
reais maiores que —5 e menores que 7.

27. Os nimeros reais maiores que — 1.

28. Os nimeros reais entre —3 e 0 (inclusive), ou
maiores ou iguais a —3 e menores ou iguais a 0.

29. —3 < x < 4; extremos —3 ¢ 4; limitado; aberto
a esquerda e fechado a direita.

30. —3 < x < —1; extremos —3 e —1; limitado;
aberto.

31. x < 5; extremo 5; ndo limitado; aberto.

32. x = —6; extremo —6; ndo limitado; fechado.

33. A idade de Bill deve ser maior ou igual a 29:

x = 29 ou [29, +eo[; x = idade de Bill.

34. Preco entre 0 e 2 (inclusive): 0 < x < 2 ou [0,
2]; x = prego de um item.

35. Os pregos estdo entre R$ 2,20 e R$ 2,90 (inclu-
sive): 2,20 = x = 2,90 ou [2,20, 2,90]; x = R$
por litro de gasolina.

36. A taxa ficard entre 0,02 e 0,065: 0,02 < x <
0,065 ou 10,2, 0,65[; x = taxa de juros.

3.a®+by=a-x*+a-b=al +ab

3B.y—De=y c—F-c=yc— ¢
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.a+dil=a-¥X+d-x¥*=(a+d?

H0.07+dw=ad> 2+ w=dz+w

41. Ainversade 6 —m,ou —~(6 — M) = -6 + T =
)

42. A inversade —7,0u —(=7) =7

43. Em —52, a base € 5.

44. Em (—2)7, a base € —2.

45, F
322 32D gty :
46.( )2y = ¢ 2}] = 'Z = 3x%?
3y 3y 3y”
a7 (i)z— £
\2 —(xz)z o

xy 2 ﬁ‘ 8

(x—3y2)—4 12y—8 X4
B 2 T s T XY

5 (4__1))(1 () -
" \a?® \2a%* ¥ N\2a’p*)  24°b*  ab’

51.7,8 X 108

52.-1,6 X 10719 -

53. 0,000 000 033 3

54. 673.000.000.000

55. 9.500.000.000.000

§6. 0,000 000 000 000 000 000 000 001 674 7 (23

zeros entre o ponto decimal e 1).

(1,35)(2,41) X 107** 32535 x 10

=

57. 5 = 5
1,25 X 10 1,25 X 10
3,2535 o s
=5 X 10177 =2,6028 x 10
s (B.7)(4,3) x 107" 1591 x 107"
) 2,5 x 107 25 x 10

1591

X 10777 = 6,364 x 1078
2,5 ?

59. (a) Quando n = 0, a equagdo a™a"” = a™*" torna-
0 = @"*0 isto &, a"a® = a™. Como a +
0, podemos dividir os dois lados da equagio
por @™, portanto a® = 1.

se a™a

(b) Quando n = —m, a equagio a"a" = a"""
torna-se a™a "™ = g™ * (=™ isto &, g™~ =

a®. Sabemos por (a) que a® = 1, Como a +
0, podemos dividir os dois lados da equagio

1
a"a ™ =1 por @™. Portanto a " = —.
a

60. Falso.
61. Falso.

62. O intervalo [—2, 1{ corresponde a —2 < x < 1.
A resposta € E.

63. (—2)* = (—=2)(—=2)(—2)(—2) = 16. A resposta
éA.

64. Em —72 = —(7%), a base € 7. A resposta € B.

x6 x2 . x4

65. 5= x*. A resposta é D.

66. Os nimeros reais com magnitude menor que 7
sdo representados pelo intervalo 1—7, 7[.

67. Os nimeros naturais com magnitude menor que
7s300,1,2,3,4,5,6.

68. Os niimeros inteiros com magnitude menor que 7

sdo —6, =5, -4, -3, -2, -1,0,1,2,3,4,5, 6.

CAPITULO 2
Exercicios
1. V81 =9 ou —9, pois 81 = (*9)?

2. V/81 =3 ou —3, pois 81 = (£3)*
3. V64 = 4, pois 64 = 43
4. /243 = 3, pois 243 = 35

fie Vie 4 4 16 < 4>2
5. \//—=—==—ou—=,pois— +—
9 19 3 3 9 3

o[ 27 V21 3 —27 <—3>3

6.

——, pois — =

8 /8 2 8
7. V144 = 12, pois 12-12 = 144

8. Nenhum nimero real multiplicado por ele
mesmo resulta em —16.

9. V/-216 = —6, pois (~6)° = —216

10. V/216 = 6, pois 6° = 216

64 4 4 64
11-3__=__’ : 3=
27~ 3PS =y
64 8
12., /- = —, pois 8 =64¢ 5 =25
25 5
13.4
14. 5
5
15. - 2.5
5 ou
7
16. — ou 3,5
2



17. 729

18. 32
1

19.— 0u 0,25
4

1
20.— ou 0,012345679
81
21.-2
4
22. —— ou —0,8
5 ,
23.V288 = V1222 = V122- V2 = 12V2
24.V/500 = V574 = V/53. Va4 = 5V4
25.V/250 = V(-5y¢-2
= V(-5)-V2=-5%2
26. VA92 = V2512 = VAR VA2 = 2VA2
27. V2 = V(xy?)?-2x =
= V@Y Var =y Var -

28. V-27x%° = V( = 3xy%) = —3xy?
29. VA% = Vady)' - 3y2 =
= Vyyt By = A NBy? = x| VAy
30. V8x%y* = V(2xhy) -y
= V@) - Vy = 2V
31. V96x 0 = V(2:2)7-3 = V(20 - V3
- 2¥3

32. \/108){4}/9 = \/(6)62)’4)2 3y
V&V = 6y

4 4 aa a4
33'3_'1£= 3\/_= \/_=2\3/Z

V2 Va V8 o 2
V5 _ V5 Vs
IVZERVZEERVoT R

1 S/ 3 /.3 S/ 3
B = = —
X X X X
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VIRV S y
- N V2 Yy B /x2y? _ V/x%y?
Ny 5 ¥ y

39. [(a + 2b)?]'3 = (a + 2b)?3
40..(GAH5 = (RIS = 525,35
41, 2x(x2y) B = 2x(x2) Y13 = 2u3BR23YIB = QxS

42, xy(xy®) 4 = xyx!F(y3)114 = xddydayliay3i

= xSyl

43. " = N - Nb = Vb
44. 2By = /2Ny = Vidy

’ 1
513 = N —
45, x = Vx>’ = =
1
34 _ N33 _
46. (xy) =Vxy " = ey

7.V V2 = [(20)2]2 = (20 = Vax
48. V322 = [B0)P]2 = (32110 = /322
49. Wy = [()1% = G)”e = Yy
50. V/\/ab = [(ab)]" = (ab"® = Vab

3 2/5 )
51 Va _a 253 = g5 \5/;

Va aF
3
52. Va2 = gl2g23 = gl2+23 = 476

= V= aVa

53. a315a1/3a—312 = 35+ 13312 — a—17/30 =

1

/:
41730

54. Valyt = Vi(y®) = Y =y’

55. (a5/3 b3/4)(3a1/3 b5/4) =3.q33513. b3/4 b 54 —
3.a%-p % =3a2%2 (b = 0)

6 (xm)ﬁ e R

F = *?)° - Yy
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6

57. (_Sj Y3 = (L8x6y3)2B = (—8)2B(x5)23(y3)
y
= [(_8)2]1/3 x12/3 y6/3 = 6413 x4y2 - 4x4y2
’qH'"” Vr'dt Ve pd]

@1ep) T N1 NGep) 3ap
_ plg” _4q
3qp” 3|

(x9y6)~1/3 ~ (x6y2)1/2 ~ A /x6y2 ~ |x3y[
. (x6y2)~1/2 - (x9y6)1/3 -3 xgyz - x3y2

_1M_#M
pox o xy
22\ 323 7 61223 Gy VS 6
60.( X ) = - =
YNNG Y22 ¥ x1/6y76
3y?
61. Vox~8* = 3x 732 = 3y = ﬁ
x
4y4
62. Vi6y's™ = oy’ = 4yt = £ -
b Z
4 T
63. 4/3x%y? _ 4f2.3x%7 _ Voxy? _ Vox'x?y?
8x? 2. 8x7 2 2

| Vox’y?
2
N/ 3
64 s/dxSy _ \5/27'4x6y _ \5/108x6y _ Viosry
ox? 27-9x° 3% 3

65. 47 327 _ sfad)@d) _ sfert 2V
y? ¥ D160 y? ¥
_ 2x\3/;

y

-

66. V9ab®- N/27a% 1 = V/(9ab%)(27a°b ")
= V2434%° = 3pV/d®

67.3V4.3 - 2V6*-3=3.4V3-2.6V3
=12V3 -12V3=0

68.2\/5%.7 — 4\V/22.7 =2-5V7 - 4-2V7
=10V7 - 8V7 = 2V7

69. Vxl-x — V(Q2y)-x = }x|\/_ -2y Vix

= (% — 2y) Vx = (x = 2y) Vx (como a raiz
quadrada € indefinida quando x < 0).

70. V(3x)* 2y + Vy* -2y
= 3p|Vay + 1y V2y =

@i + ) V2y = (3 + »)V2y (como a raiz
quadrada € indefinida quando y < 0).

TL.V2+6 < V2 + V6(2,828..< 3,863...)

72. V4 + V9 > V4 + 9(5> 3,605...)
73.32=3

74.2°HB <2 (% < 2)
75.V/(—2)* > —202 > —2)

76. V(- 2)° = —2

77. 222 < 334 (1,587... < 2,279...)

78. 4725 < 3734 (0,396... < 0,438...)
79.1 = 0,45V/200 = 45V2 ~ 6,36 s

CAPITULO 3

Exercicios
1. 3x% + 2x —1; grau 2.
2. -2x3 +x? - 2x + 1; grau 3.
3. —x"+1;grau’.
4. —x*+ x>+ x - 3; grau 4.

5. N3o, ndo pode haver um expoente negativo

como x~ .

6. Nio, ndo pode haver uma variavel no denomi-
nador.

7. Sim.
8. Sim.
9. (2-3x+D+B2+5x-3=0(2+3x%) + (3x+
Sx)+(7-3)=4x2+2x+4
10. (-3x2 = 5) + (= = Tx = 12) = (3% = x?) Tx +
(-5-12)=—-4x> - Tx - 17

1L @3 -2 +30)+ (X - 12X+ 3) = 4% - ) -2 +
BGx-12x)+3=3-x2-9x+3




2. -2y + D+ 52+ 3y +4) = (2 + 599 +
(2y+3)+B+H=H2+y+7

13. 2x(x?) — 2x(x) + 2x(3) = 223 ~2x% + 6x

14. Y2297 + y*(3y) - Y2(4) = 29" + 3y - 4y?

15. (=3u)(4u) + (-3u)(-1) = —12u? + 3u

16. (—4v)(2) + (—4v)(=3v%) = —8v + 12v* = 12v* -8y

17. 2(5x) — x(5x) — 3x%(5x) = 10x — 5x2 - 15x% =
—15x3 - 5x2 + 10x

18. 1(2x) — x2(2x) + x*(2x) = 2x — 223 + 2x5 = 2x5 —
2% + 2x

19. x(x + 5) — 2(x +.5) = X + OG) — Q) —
(2)(5) = %% + 5x - 2x — 10 = ' 3x - 10

20. 2x(4x + 1) + 3(4x + 1) = 20)(4x) + 2x)(1) +
B)4x) + B)(1) = 8x% + 2x + 12x + 3 = 8% +
14x +3

21. 3x(x + 2) — 5(x + 2) = 3x)(x) + Bx)(2) — (5)(x) —
B5)2)=3x2+6x-5x-10=32+x-10

22. 2x) - (32 =4x2-9
23, 3x)? - (y)? = 9x2 —y?

24. (3)> — 2(3)(5x) + (5x) = 9 — 30x + 25x% = 25x2 —
30x+9

25. (3x)? + 2(3x)(4y) + (4y)? = 9x% + 24xy + 16y?
26. (x)° - 3(0)%(1) + 3(x)(1)2 - (1P =x3 - 3x2+ 3x -1

27. Qu)® - 3QuAv) + 3QuwW? - v = 843 —
3v(4u?) + 6uv? — v = 8ud — 121y + 6uv? — 13

28. (u)® + 3(w)2(3v) + 3w)(3v)2 + (3v)® = 1d + v +
3u(9v2) + 27v3 = P + ulv + 2Twv? + 2703

29, (232 — (By)? = 420 — 9y?
30. (532 = 2(5x3)(1) + (1)% = 2526 — 103 + 1

3 x2(x +4) - 2x(x +4) + 3(x + 4) = D) + (DE) —
(20)(x) = (20)4) + 3)(x) + (3)(@) = x> + 4x2 - 2x* —
Sx+3x+12=+222-5x+ 12

32, x%(x = 3) + 3x(x — 3) — 2(x — 3) = (D) + GA(3) +
B + G0 - - @B =x-32+
32 -9 - 2x+6=x-11x+6
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B2 +x+D+x(2+x+ 1D =32 +x+ 1)=
(AED) + (@A) + (A1) + (6D + @) + @)1 -
B -CW - =x*+2+2+3+x2+
x-3x2-3x-3=x+253-x2-2x-3

34,2202 - x+2) =3P —x+ D+ 12 —x+2) =
@D + 2D + 2H2) - G -
B)(=x) — G0 + (DE) + (D(=0) + (1)(Q2) =
24— 23 + 42 -3 + 32— b+ 2 —x+2 =204 —
53+ 8x2—Tx+2

35.(x) - (V22 =x2-2

36. (x12)2 - (122 =x -y, x>20ey=0

37, (Vu)P = (Vo) =u—-v,u20ev20

38. (22— (V3) =x*-3

39, x(x2 + 2x + 4) = 202 + 2x + 4) = () () + () (2x) +
(@) - (2)(xD) - (2)(2x) - (Q)@) = x> +2x + 4x -
22 -4x-8=x-8

40. x(2 —x+ D)+ 102 —x + 1) = (0)(2) + ()(=x) +
@D+ DED) + D+ DD =x3-x2+x +
2_x+1=x+1

X
41.5(x-3)

42. 5x(:2 - 4)

43.y2( - 37 +2)

44. (x + 3)(2x -5)

45.2-7= @+ -7

46. 3y? -42= Gy + H3y - 4)
47. 82— (59)* = (8 + 5)(8 - 5%)

48. 42 —(x+2)2=[4+x+ 2[4 - x+2)]=(6+x)
2-x

49.y2 +2(0)(4) + 42 = (y + 4)?

50. (6y)? + 2(6y)(1) + 12 = (6y + 1)*
51. 222 -2Q)(1) + 12 =2z 1)2
52. (32> -2(37)(4) + 42 = (3z — 4)?

53, -2 = (-2 + Q) + 27 = (¢ -2)(* +
2y +4)
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54. 2 + 3=+ - @@ + 4 = 2+ (P -
4z + 16)

55. (3y)* - 23 = 3y - 2)[(By)* + (3)(2) + 221=(3y -
2)(9y? + 6y +4)

56. (42)° + 33 = (4z + D[(@)? - (4B + 3H) =z +
3)(1622 - 12z +9)

57.13 -3 =(1 - 0[12+ (DH(x) +x]=(1-x)1+x+
x2y=(1-x)(1 +x+7x%)

58.3 -y =G -3+ +y1=C@-»NO+3y+
¥ =GB =0 +3y+y)

59. (x +2)(x+7)

60. (y = 5)(y - 6) ~
61. (z—8)(z+3)

62. 2t+ 1)3Bt+ 1)
63. Qu—5)(Tu + 1)
64. 2v +3)(5v +4)
65. (3x + 5)(4x - 3)
66. (x -y)(2x-y)

67. (2x + 5y)(3x - 2y)
68. (3x + 7y)(5x = 2y)

69. (¥ —4x%) + (5x - 20) = Xx—4)+5(x-4)=
(x - 4)(x*+5)

70. (23 - 3x) + 2x-3)=x*2x-3) + 12x-3) =
Q2x-3)x2+1)

71 (10 = 3 + (2 = 3) =P -3) + 1x*-3)=
-3+ D

2.8+ 2+ (2 +2) =P +2) + 1P +2) =
W+t + 1)

73. Qac + 6ad) — (be+ 3bd) = 2a(c + 3d) - b(c +
3d) = (c + 3d)2a - b)

74. Guw + 12uz) — 2vw + 8vz) = 3u(w + 12z7) -
2u(w + 47) = (w+42)Bu - 2v)

75. x(x* +1)

76. y(4y* — 20y + 25) = yl(2y)* - 22y)(5) + 5% =
y(2y =5)?

77. 29(9y% + 24y + 16) = 2y[(3y)* + 2(30)(4) + 4] =
2y(3y +4)*

78. 2x(x2 — 8x + 7) = 2x(x — D(x =7)
79. y(16 — y?) = y(4* = y») = y(4 + )4 - y)

80. 3x(x3 + 8 ) = 3x(x> + 23) = 3x(x + 2)[x2 — ()(2) +
22] = 3x(x + 2)(x2 - 2x + 4)

81. y(5 + 3y - 2% = y(1 + y)(5 - 2y)

82.72(1 - 82%) = 2[13 22)°] = z(1 - 2)[12 + ()(22) +
(22)%] = z(1 =22)(1 + 2z + 42%)

83. 2[(5x + 1> = 9] =2[5x + 1)2 - 3% =2[5x + 1) + 3]
[(5x+ 1) = 3] =2(5x + 4)(5x - 2)

84. 5[2x — 3)? — 4] = 5[(2x ~ 3> - 2} =5[(2x - 3) + 2]
[(2x —3) - 2] =5@2x - 1)(2x -5)

85.2(6x2 + 11x - 10) = 2(2x + 5)(3x - 2)
86. (x + 5y)(3x - 2y)

87. (2ac + d4ad) — (2bd + bc) = 2a(c + 2d) - b(2d + ¢) =
(¢ 4+ 2d)(2a - b) = 2¢c - b)(c + 2d)

88. (6ac + 4bc) — (2bd + 3ad) = 2¢(3a + 2b) — d(2b +
3a) = (3a + 2b)(2a — d)

89. (3 - 3x%) - (4x— 12)=x¥(x-3)-4(x-3)=(x-3)
FZ-dH=(x-3x+2)x-2)

90. x(x> — 47 —x+4) = x(x— DEE-3x-H=x(x-1)
x+ Dx-4)

91. (2ac + be) — (2ad + bd) = c(2a+ b) — da + b) =
(c —d)(2a + b).
Nenhum dos agrupamentos (2ac — bd) € (—2ad +
bc) tem um fator comum para remover.

CAPITULO 4
Exercicios
s 10 5+10 15 5
1. -+ — = = — = —
9 9 9 9 3
, 7 9 17-9_8 1
"3 32 32 32 4
20 9 20-9 180 30

3= == = =
21 22 21-22 462 7

3320 33-20 _ 660 12

4. = = =
25 77 2577 1925 35




s 2,4.25_2:5_10_5
3 5 34 34 12 6

62.15.9.3_ 92 _ 92 18_3
4 10 4 2 43 4-3 12 2

7. O minimo miltiplo comum dos denominadores

€273+ 5=210;
1 4 5 15 56 50

+ + —
1415 21 210 210 210
_15+56-50 21 1

210 T 210 10

8. O minimo multiplo comum dos denominadores &
2-3:5-7=210:
1 6 4 35 36 56

+ —_—
6 35 157 210 219 210
35+ 36 - 56 15 1

9. Nenhum valor € restrito, assim o domfnio sio
todos niimeros reais.

10. Nenhum valor € restrito, assim o dominio sdo
todos nimeros reais. .

11. O valor sob o radical deve ser nad-negativo, assim
x—4 =0, ou seja, x = 4: dominio € [4, +oo[.

12. O valor sob o radical deve ser positivo, assim
x + 3 >0, ou seja, x > —3: dominio é ]—3, +oo[.

13. O denominador ndo pode ser 0, assim x2 + 3x # 0
oux(x +3)#0.Entdo, x#0ex + 320, ou
seja, x#0ex# —3.

14. O denominador ndo pode ser 0, assim x2 — 4 # 0
ou(x +2)(x —2)#0.Entdo, x + 2#0ex-2%0,
ouseja, x# —2ex #2.

15. O denominador ndo pode ser 0, assimx — 1 # 0
oux# 1. Entiox#2ex#l.

16. O denominador nfo pode ser 0, assimx — 2 # 0
oux#2 Entdiox#2ex=0.

17. x~! = 1/x e o denominador ndo pode ser 0,
assim x # Q.

18. x(x + 1)2 = ¢ 0 denominador ndo

X

(x + 1)2
pode ser 0, assim (x + )22 0oux + 1 #0, ou
seja, x # —1.

19. O denominador € 12x> = (3x)(4x2), assim, o
novo numerador € 2(4x%) = 8x2.

20. O numerador € 15y = (5)(3y), assim, 0 novo
denominador € (2y)(3y) = 6y%

21. O numerador € x?> — 4x = (x — 4)(x), assim, o
novo denominador € (x)(x) = x2.
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22. O denominador é x*> — 4 = (x — 2)(x + 2),
assim, o novo numerador € x(x — 2) = x2 — 2x.

23. O denominador € x> + 2x — 8 = (x + 4 )(x — 2),
assim, o novo numerador € (x + 3)(x + 4) =
2+ Tx+ 12,

24. O numerador é x> — x — 12 = (x ~ 4)(x + 3),
assim, 0 novo denominador € (x + S5)(x + 3) =
x% + 8x + 15.

25. O numerador € x?> — 3x = x(x — 3), assim, 0
novo denominador € x(x2+ 2x) ou ¥ + 2x%

26. Q denominador € x> — 9 = (x + 3)(x — 3),
assim, o novo numerador é

G+3)E?+x—6)=x(2+x — 6)
+3x2+x—6) =2+ x2 — 6x + 3x2
+3x — 18 =x +4x% — 3x — 18

27. (x — 2)(x + 7) cancela durante a simplifica¢go;
a restrigdo indica que os valores 2 e —7 ndo sio
vélidos na expressdo original.

28. (x + 1)(x — 2) cancela durante a simplificagdo;
a restrigo indica que os valores —1 e 2 ndo sdo
vélidos na expressdo original.

29. Nenhum fator foi removido da expresséo;
podemos ver pela inspe¢io que 2/3 e 5 ndo
sdo vdlidos.

30. x cancela durante a simplificacdo; a restri¢io
indica que 0 nio era valido na expressio
original.

31. (x — 3) termina no numerador da expressio sim-
plificada; a restrigdo lembra que comega no
denominador, assim, 3 ndo € permitido.

32. Quando a = b na origem, dividimos por 0; isso
ndo € aparente na expresséo simplificada, pois
cancelamos um fator de b — a.

3x(6x2) 6}(2
3x(5) 5

3y'(25) _ 25
T3y’3yY) 3y?

2

35, 6D =X _rz0

x(x -2y x-2

2 + 3

y(y )A1y¢_3
T4y +3) 2

Z(Z—3) _ z %3
"G-29B+z2  z+3°

(x + 3y _x+3 .
'(x+3)(x—4)_x—4’x
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O+ —-6) y+5

-6 y+3’7°
y(y2+4y—21)
G+NDY -7

:y(y+7)(y—3)=y(y—3)
O+ -7 y—17

Yy #F =7
(21)3—13
T (z+3)2z-1)

~@z-1)[(22)° + 29)(1) +17]
- (z +3)(2z — 1)

4

42 +27 41 1
=z # =
z+3 2

22(2* + 32+ 9)

2 ==

3 22(2 + 3z + 9) N
S (@ -3)2+ (2)(3) + 3 =

 2(+32+9) 2
(z-3)(#+3z2+9) z-3

1. 2+ 2x%) — (Bx + 6)

(x +2)
X(x+2) -3 +2)  (x+2)(x* - 3)
- 2(x + 2) A +2)
x»¥ -3
= ;X F 2
X
y(y + 3)
TGP+ 3y - (5y + 15)
_ y(y +3) __yo+3)
VO +3)-50+3) (+3)(*-5)
y
= Ly # =3
-5
1 +1 -1 +
a5, L GHDECD _xrl
x—1 3 3
+3 14
46.% =1,x# 3

47.x+3' —(x—-1) _ 1
x—1 (x+3)x-3) x-3

X Flex#-3

3x(6x + 1) 12y°
48, x( ) 1%y
3xy 6x — 1

=12y

1
xaﬁO,y#Oexaﬁg

x-DE*+x+1) 4x _2x-1)

49. . =
2x? 2Hx+1 X

242y +4
50_y(y y +4)

Yy +2)
y#—2ey#2

OG- +2y+4) y

O0+2)y -2 1

51(y+5)(2y—1) y=5 1 %5 v —5
. . =—,y#5,y#*—
G+ -5 y2y-1) vy
1
e#* —
2
0+4)°  yBy+2) Yo +4) 46
"Gy+)-1)  y+a  yia 7
L2
Y¥T3
1 4 2
53,—.—==
2x 1 x
4x 2
54— =2 xz0
y 8& 2
x(x—3) 3> 3(x-3
55.( )-L— ( ),x;tyey#O
14y 2xy 28
T{x — 3
6-———( ») =—,x#yeyz0
14(x-y) 8
2x?% -3
7.2 I X yx0ey#0
(x+3) 8xy 4(x — 3)
x + X — 452
58.( NE =y y - e x20,
2xy v+l -x

y#0,x#yex#—y

2x+1—3_2x~2
x+5 x+5

59.

60.3+x+1=x+4
x—2 x—2




3 1 6
61'x(x+3) Tx (x+3)x-3)

B 3(x ~ 3) 1(x + 3)(x — 3)
- x(x + 3)(x — 3) - x(x + 3)(x — 3)

6x B (Bx—9)—(x*—9) —(6x)
x(x+3)(x—3) B x(x+3)(x—3)

—x2 = 3x x(x + 3)

B x(x + 3)(x — 3) - x(x + 3)(x — 3)

x#+0ex # -3
x—3 3-x

5 B 2 + 4
TE+3)x-2) x-2 (x+2)(x-2)

5(x+2) " U +2)(x +3)

62

T+ +3)(x-2) () +3)(x-2)
4(x + 3)
(x +2)(x + 3)(x — 2)

_ (x+10) - (2x%+10x + 12) + (4x + 12)
a (x+2)(x +3)x—2)

B —2x2 —x + 10
T+ 2+ 3)x - 2)

(x5 -2)
T (x+2)(x +3)x —2)

B 2x - 5
(x+2)(x +3)

2x + 5

=2—,x¢2
x“*+5x+6

xzyz 2= y3 xzyz

63. = S

2 2 2.2

XYy X7

+

_ @G ) Pty ty

=ty x +y
x#y, x#0ey#0

y+x
Xy y+x xzy2
64. — 2= ‘2 2
vy —x xy oy —x
x2y2
xy(y + x) xy

:(y—X)(X+y) Ty ox

,xzy,x#20ey#0

a
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2x(x —4) +13x — 3
x—4
2x(x —4) +x + 3
—

65.

_2x2+5x—3 x—4
x—4 2% —Tx + 3

Cx-1)(x+3)
(2 - 1)(x - 3)

_x+3

>

1
x#*4dex -
2

2x +5) - 13
x+5 2x—3 x—-3 x-3

"2(-3)+3  x+5 2x-3 x+5°
x—3

66

3
x#3,ex# —
2

X = (x+h)’

pu x3(x + h)? = (P +2xh + B 1

h x(x + h)? h
_—2xh—h2_—h(2x+h)__2x+h
(e + hY hx*(x + )Y xA(x + R
h#0.

x+h)(x+2)—x(x+h+2)
(x+h +2)x +2)
h

68.

X4+t hx+2h X+ -2 1

x+hr+2)x+2) h
B 2h _ 2
T h(x+h+2)(x+2) (x+h+2)(x+2)
h#+0
»— 2
b b+a)b—a b
69. a :( ) ) a - bia
b—a ab b—a
ab
=a+b,az0,b#0,ea#0.
b+ a
ab b+ta ab 1
70. — > = . = s
b —a ab (bt+a}b—-a) b-a
ab

az0,bz0,ea#-b.
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+ 1 1
71.<x y>( >=—,x¢—y.
xy x+y Xy

72, ,XE Y.
X
1 1 x +
Boo+—=2 X Y
x oy xy xy Xy
1 1 1 X,
M, ———— = = -2 rx0e
x " +y l+l y+x y+x
x oy Xy
y#0
CAPITULO 5

Revisdo rapida .,

L2x+Sx+7 +y—3x+4dy+2=(2x+5c—30) +
G+4)+(T+2)=4x+5y+9

2.4+ 2x-37+5y-x+2y-7-2=2x-x) +
(5x+20)+(Bz-2)+@-2) =x+Ty-4z+2

3.32x-y)+4(y-x)+x+y=6x—3y +4y—4x +
X+y=3x+2y .

4.52x+y-1)+4y-3x+2)+1=10x + 5y -
Sy—-5+4y—-12x+8+1=-2x+9 +4

2 3 5
S.—+—=—
y oy y
1 3 y—2
6. =
y=1 y=-2 (-1 -2)
3b - 1)
0-DHOr-2
Y- 2+3y-3 4y =5
O-Dr-2) O0-1Dr-2)
1 2x 1 2x+1°
T.2+-="+4+-=
x x x x
1 1 x? +x—x?
g iyl ¥ x M yre-sy
x y Xy xy xy Xy
x+4 3x-1 S5Skx+4) 2Bx-1)
9. = +

2 5 10 10

 Sx+20+6x-2 1lx+18
B 10 10

x x 4 3x Tx
10. - +—=—+—=—

3 4 12 12 12
1L Gx-4)2 =92 - 12x— 12x + 16 =9x2 - 24x + 16
12.2x+3)2 =42 + 6x+6x+9=4x2+ 12x + 9
13.2x+ DBx-5)=6x2 - 10x +3x-5=6x2-7x -5

14. By — D(5y + 4) = 15y + 12y — Sy — 4 = 15y?
+7y-4

15. 2522 — 20x + 4 = (5x — 2)(5x — 2) = (5x — 2)?
16. 15x3 — 22x? + 8x = x(15x2 — 22x + 8)
T =x(5x—4(Bx-2)
17.3x3 + 2 - 15x = 5=x23x + 1) = 5(G3x + 1)
=Gx+ DE2-9)
18.y* —13y2 +36 = (2 - (32 - =(y-2)
0+ -3 +3)
x 2 _ x(x + 3)
"2t+1 x+3 (20 + D(x + 3)

19

3 2(2x + 1) _x2+3x—4x—2
@x+ 1)(x +3) (2x+ 1)(x +3)

_ X—-x-2 _(x—2)(x+1)
S+ D) +3) 2+ 1D)(x+3)

x+1 3x +11 x+1
¥-5-6 x*-x-6 (x-3)(x-2)

20.

_ 3x + 11 _ (x+1)x+2)
(x-3)x+2) (x-3)x-2)x+2)

B Bx +11)(x — 2)
(x—3)x —2)(x +2)

(P H3x+2) - 3+ 5x-22)
B (x=3)(x—-2)(x+2)

-2+ 24
a (x=3)(x—-2)x +2)

B —2(x* + x — 12)
@ =3)x -2 +2)

—2(x + 4)(x — 3)
(x—3)(x - 2)x +2)

—2(x + 4)

=m,sex¢3



Exercicios

L@e():2(—32+5-3)=29-15=18-
15 = 3, e 2(1/2)2 + 5(1/2) = 2(1/4) + 512 =
172 + 5/2 = 6/2 = 3. Substituir x = —1/2 resulta

—2 e ndo 3.

2.(@; —12+1/6=-3/6+1/6=—-2/6=-1/3
e —1/3 = —1/3. Ou multiplicando os dois lados
por 6: 6(x/2) + 6(1/6) = 6(x/3), assim, 3x + 1 =
2x. Subtraia 2x dos dois lados: x + 1 = 0.

Subtraia 1 dos dois lados: x = —1.

Ab: VI-0C+2=V1+2=1+2=3

Substituir x = —2oux = 2resulta V1 —4 +2 =

V=3 + 2, que € indefinido.

4. (¢): (10 — 2)13 = 813 = 2, Substituir x = —6
resulta —2 e ndo 2; substituir x =8 resulta 6'° =

1,82 e nao 2.
5.Sim: =3x+5=0.
6. Ndo. Néo ha varidvel x na equag@o.

7. N&o. Subtrair x dos dois lados resulta 3 = —5,

que € falso e ndo contém a varidvel x.

8. Ndo. A maior poténcia de x € 2, assim, a equa-

¢do € quadrdtica e ndo linear. .

9. Nao. A equagio tem \/;, assim, ndo € linear.

10. Nio. A equagdo tem 1/x = x™, assim nfo é

linear.
11.3x=24
x=8
12. 4x=-16
x=-4
13. 3tr=12
t=4
14. 21 =12
t=6
15.2x-3=4x-5
2x=4x-2
2x=-2
x=1
16.4-2x=3x-6
-2x=3x-10
=5x=-10
x=2
17.4-3y=2y+8
-3y=2y+4
-Sy=4

~
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7
x=—-=175
4
2 4
052 5(2)
3 5
12
2x= —
5
12
x=—
10
6
x=—-=1,2
5
21. 2<lx + l) =2(1)
2 3
2
x+ - =2
3
4
x= =
3

23.6-8z-10z-15=z-17
-182-9=2z-17
-18z=2z-8

-19z=-8

8

ST
24.152-9-8z-4=57-2
7z-13=5z-2
Tz=5z+11

2z=11

11
zZ= 5 =55

25.4 <2x -

2x-3+20=12x

2x+17=12x
17 = 10x
17

x=—=1,7
10

3 + 5) =4(3x)

271
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26.3(2x - 4) =3 (4x3_ 5)

6x-12=4x-5
6x=4x+17

2x=17
_T_
=5 =

27.24 <’+5 —’_2> =24 <1>
8 2 3
3(t+5) - 12(-2) =8
3415120424 =8
9r+39=8

-9t =-31

x 3,5

4t-1)+3(t+5 =6
4t-4+3t+15=6

Tt+11=6

Tt=-5
5

t= —= -
7 -

29. Multiplicar ambos os lados da primeira equagio
por 2.

30. Divida ambos os lados da primeira equagio por 2.

31. (a) Nao, elas t€m solugdes diferentes.

3x=6x+9 x=2x+9
-3x=9 -x=9
x=-3 x=-9

(b) Sim, a solucio de ambas as equagdes € x = 4.

6x+2=4x+10 3x+1=3x+5
6x =4x+ 8 3x=2x+4
2x=8 x=4
x=4
32. (a) Sim, a solugio de ambas as equagdes €
x =92 ‘
3x+2=5x-7 2x+2=-7
3x=5x-9 2x=-9
9
2x=-9 x= =
2
9
x==
2

(b) Nio, elas t€m solucdes diferentes.

2x+5=x-17 2x=x-17
2x=x-12 x=-7
x=-12

33.3x+5=2x+1
Subtraindo 5 de cada lado resulta 3x = 2x — 4.
A resposta € E.
3M.x(x+1)=0
x=0oux+1=0
x=-1
A resposta € A.

Multiplicando cada lado por 12 resulta 8x + 6 =
3x-4.
A resposta € B.

36.P=2(b+h)
1P=b+h
2

lP—J):h
2

1
37.A= Eh(bl + by)
h(by + b)) =2A

2A
b|+b2= 7

33V
r=,/—
4qr

5
39.C= 5(F—32)

9
—-C=F-32
S

9
-C+32=F
5

9
F=—-C+32
5




40. \ E /
x=-Y \E{
x=—4oux=25
Os fatores do lado esquerdo para (x + 4)(x —5) = 0:
x+4=0 ou x—=5=0
x=—4 x=5
41. \ E /
- ’,
X=-3 Y=0

42.

43.

[=5, 5] por [—10, 10]

x=—3oux=0,5.
Os fatores do lado esquerdo para (x + 3)(2x — 1)

ou 2x-1=0
x=-3 %=1
x=0,5
X=.5 |>=U

[=3, 31 por [-2, 2]
x=050ux=1,5.
Os fatores do lado esquerdo para (2x - 1) (2x — 3)
=0

2x-1=0 ou 2x~-3=0
2x=1 2x=13
x=0,5 x'=1,5
N4
X=3 =0

[—6, 6] por [—4, 4]
x=3o0ux=35
Reescreva como x% — 8x + 15 = 0; os fatores do
lado esquerdo para (x —3) (x —5) = 0:
x-3=0 ou x-5=0
x=3 x=5

-
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\_/

[—6, 6] por [—20, 20]

x= —2/30ux=3.
Reescreva como 3x2 — 7x — 6 = 0; os fatores do
lado esquerdo para (3x + 2) (x — 3) = 0:

3x+2=0 ou x-3=0
2
x= — = x=3
3
45. /
X=-5 'Y=0

[—10, 10] por [—30, 30]
x=—50ux=4/3
Reescreva como 3x2 + 11x — 20 = 0; os fatores
do lado esquerdo para 3x — 4) (x + 5) = 0:

3x-4=0 ou x+5=0
4

X=— x=-5
3

46. Reescreva como (2x)? = 52; entdio 2x = +5, ou
x = +5/2.

47. Divida ambos os lados por 2 para obter (x — 5) =
8,5.Entdo, x-5= *V85 ex=5+V85

48. Divida ambos os lados por 3 para obter (x + 4)2 =

8 8
8/3. Entdo, x + 4 = t\/; ex=—4 :\E.

49. Divida ambos os lados por 4 para obter (u + 1)> =
45 Entdo,u + 1= =V45 eu=—1
*V45.

50. Adicionar 2y? + 8 a ambos os lados resulta 4y? =
14. Divida ambos os lados por 4 para obter y? =

7
7/2, assimy = i\/; .

1
51.2x+3 =+ 13, assimx = 3 (=3 %= 13), resulta
x=-8oux=235.

52.x%2 +6x+32=7+32

x+3)2=16
x+3==*V16
x=-3+4

x=-Toux=1
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53.x2+5x=9

54.

S5.

56.

57.

5\ 5\
x2+5x+<—> =9+<—)

2 2
(x+2,5%=9+625
x+25=+V1525

x=-25-V1525= —-64loux=-2,5
1525 = 141
5
2-7= -=
4

ol -2

7
(x——)=11 ~
2 -
7
x——-—=*VI11
2
7
x=—=*=VI11
2
7 7
x=Et\/ 0180ux-»5+ 11 = 6,82
xX2+6x=4

x2+6x+<§>2=4+ (E)z

2 2

x+32=4+9

x+3=*V13

x=-3 =V13

x=-3-V13= 66loux=-3+V13 =
0,61

22— Tx+9=x>-2x-3+3x

22 - Tx+9=x>+x-3

x> —8x=-12
X2 — 8x + (—4)?
x-4)?%=4
x—4==%2
x=4+2

=12 + (-4)?

x=20ux=6

3x2—6x—T=x2+3x-x>-x+3
3x2 8x=10

( i)z_E 16
3 3 9
4 46
x——==*x/—
3 9
4 1
x=—-*x=-V46
3 3
4
x=—--V46 = —-0,93 ou
3
4 1
x=—+ =V46 = 3,59
3 3

58.a=1,b=8,ec=-2:

8= VB —4(1)(-2) -8+ V72
T 2(1) T2
-8 126\/5 = -4=3\V2

x= —824oux=024

59.a=2,b=-3,ec=1:
3xV(=31-4)(1) 3xV1
2(2) 4

x=—-oux=1

N | ==

60.x2-3x-4=0,assim,a=1,b=

3+ V(—3)2—4(1)(“4)
2(1)
x=-loux=4

-3, e
\/—

61.x2—

V3= V(=VEP - 40)(-9)
- 2(1)

2
x=-1,53 oux = 3,26

l\)lw

3
4

1+

ST

4

*

N |

\V3x-5=0,assima=1,b=-V3 ec=-5:

62.x2+5x—12=0,assim,a=1,b=5ec=-12:

-5 = V(5?2 - 4(1)(-12)

2(1)
_=5=V7T3_ 5 VT3
B 2 )

x= —6,770ux= 1,77




63.x2-4x-32=0, assim,a=1, b =-4, c =-32:
(=N EV(=4)’-4(1)(-32)
e 2(1)

_4xrviu

2

x=—4oux=38
64. Intercepta o eixox =3 e 0 eixo y=-2.

65. Intercepta o eixox =1e 3, oeixo y=3.

66. Intercepta o eixox =-2,0,2eo0e¢ixo y=0.

67. Nio intercepta o eixo x nem o €ixo y.

68. Gréficode y = |[x - 8| e y = 2, com solugdes t = 6
out = 10.

69. Grifico de y = |x + 1] e y = 4, com solugdes
x=—-5oux=3,

70. Grificode y = [2x + 5|ey £7, com solugdes
x=1loux= —6.

71. Gréfico de y = |3 - 5x] e y = 4, com solugdes
x=—=1/50ux=7/5.

72. Grifico de y = |2x — 3| e y = x%, com solugdes

x=—-3oux=1
73. Gréficode y = |x + 1| e y = 2x - 3, com
solugdes x = 4. .

74. (a) As duas fungdes sdo y; =3Vx + 4 (come-
¢ando no eixo x) e y, = x> — 1.

(b) Este é o grificode y = 3V +4-x2+ 1.

(¢) As coordenadas de x das intersec¢des na pri-
meira figura sdo as mesmas das coordenadas
de x onde o segundo grifico cruza o eixo x.

75. Os fatores do lado esquerdo para (x + 2)

x—1=0

x+2=0 ou
x=-2

x—-1=0
x=1
76. O grifico de y = x? — 18 intercepta o eixo x em

x = —4.24 ou x = 4,24. Temos a contar
x2-3x=12-3x+6

x-18=0 .
77.2x-1=5 ou 2x-1=-5
2x=6 2x =4
x=3 x=-2

78.x+2=2Vx+3

X +dx+4=4(x+3)
x2=8
x=-V8 oux= V8

—V8 ¢ uma solugio estranha, x = V8 = 2,83.

79. Do gréfico de y = x> + 4x> — 3x — 2, as solu-
¢Oes da equagdo (que interceptam o x no gréfico)

sdox = —4,56, x = —0,44, x =1.
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80. Do grifico de y = x* — 4x + 2, as solugdes da
equagio (que interceptam x no grafico) sio

x=-221,x= —0,54, x = 1,68.

8l.x2+4x-1=7 ou x+4x-1=-7

P +4x-8=0 X +4x+6=0
-4 * V16 + 32 -4+ V16 - 24
x= x=
2 2
x=-2%2V3 sem solucdes reais para

esta equacao.
sem solucgdes reais para esta equacao.
82.Do grificodey =[x + 5| — |x-3|,y =0
quando x = —1.
83. Do grifico de y = [0,5x + 3| e y = x2 — 4, temos
x=—-24loux=209l.
Vx+7ey=-x+5,
temos x = —1,64 ou x = 1,45.
85. (a) Existem duas raizes distintas, pois

b? — 4ac > 0 implica que =V/b* — 4ac sdo 2
ndmeros reais distintos.

84. Do grifico de y

(b) Existe exatamente uma raiz, pois implica que

+Vb? — 4ac = 0, assim a raiz deve ser
b

X = —.
a

(c) Ndo existe raiz real, pois b* — 4ac < 0
implica que +Vb* — 4ac ndo sdo niimeros
reais.

86. As respostas podem variar.
(a) x¥* + 2x — 3 tem discriminante (2)2 — 4(1)

(—3) = 16, assim tem duas raizes distintas.
O gréfico (ou fatoracdio) mostra que as raizes

estioemx = ~3ex = 1.
(b) x* + 2x + 1 tem discriminante (2)2 — 4(1)(1)
= 0, assim tem uma raiz. O gréfico (ou fato-

racdo) mostra que a raiz estd em x = —1.
(¢) x> + 2x + 2 tem discriminante (2)2 — 4(1)
(2) = —4, assim, nfo tem raiz real. O grifico

estd totalmente acima do eixo x.

87. Seja x a largura do campo (em yd), o comprimen-
to € x + 30. Ento, a drea do campo tem largura
de 80 yd e 80 + 30 = 110 yd de comprimento.
8800 = x(x + 30)

0 = x?+ 30x — 8800
0=(x+ 110)(x - 80)
0=x+1100u0=x~80
x=-110oux =80
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88. Resolvendo x? + (x + 5)2 = 182, ou 242 + 10x
—299 = 0, resulta x = 9,98 ou x = —14,98. A
escada estd cerca de x + 5 = 14,98 f7 de altura
na parede.

89. A drea do quadrado € x2. A drea do semicirculo
€ 1272 = 1/2m(1/2x)2, como o raio do semicir-
culo € 1/2x. Entdo, 200 = x2 + 1/27(1/2x)>.
Resolvendo (graficamente é mais fécil) resulta
x = 11,98 ft (x deve ser positivo).

90. Verdadeiro.

91. Falso.

92. A resposta € D.

93. A resposta é B.

94. A resposta é B.

95. A resposta é E.

96. (a) ax’> + bx +c =0

ax+bx=— s,
x4op = -
a
1 by c (1 bV
b)) P+—x+|{=-=) = = <—-—)
2 a a 2 a
(b 2 c b
x2+—x+ — ] = —+—
a 2a a . 4q*

©x+— ==+ b* — 4ac
a 44>
b =VP - 4ac
X+ =
2a 2a
_ i+ Vb? — 4ac
* 2a 2a
_ b= Vb* — dac
* 2a
97.(@) ¢ =2
[X2-4]=2 = x2-4=2 ou $2-4=2
=6 xt=2
x= +*V6 x=*V2
K -4]=2,{+V2, +V6).
(b) c =4
2-4l=4 = x2-4=4 ou x_-4=-4
=8 =0
x=+V8 x=0

(€)c =5

[2-4|=5= x2-4=5 ou x-4=-5
=9 x?=-1
x=%3 sem solugdo

P?—4] =5, {3}

(d) c= —1. O gréfico sugere y = —1 ndo inter-
secciona y = x> — 4]. Como o valor absoluto
nunca € negativo, x> — 4| = —1 nfo tem
solugdes.

(e) Nido existem outros possiveis nimeros de
solugdes desta equagdo. Para qualquer , a
solucdo envolve duas equagdes quadriticas,
cada um pode ter nenhuma, uma ou duas

solugdes.
-b+VD -b-\VD
98. (a) +
2a 2a
_-2b+VD-VD
2a
T _ b
2a a
®) (-b+ VD) (=b- VD)
2a 2a
_(=b* - (VD)
- 44°
b - b - 4ac) _c
B 4q? T a
b . -
99.x+x= — =5.Como a =2, isso significa
a
que b =-10.

c . . .
Xp X xy;=— =3, como a = 2, isso significa que
a

¢ = 6. As solugdes sdo

10 = V100 — 48

1 , que se reduz

1
a2S5+ 5 V13, ou aproximadamente 0, 697 e

4,303.

CAPITULO 6

Revisédo rapida
1L-7<2x-3<7
-4 <2x< 10
2<x<5




2. 5x-2=Tx+4
2x=6
x=<-3

30x+2]=3
x+2=30ux+2=-3
x=loux=-5

4. 4x2-9=(2x-3)2x +3)

5. ¥ —dx=x(x*-4) =x(x-2(x +2)

6. 9x2 - 16y? = (3x — 4y)(3x + 4y)
2-25 (z-5)(z+5 z+5

7 2-5  z2(z-5) z
8 ¥ +2-35 (x+TNDE-5) x+7
"2 -10x+25 (x-5)x-5 x-5
9 X +x+1
"x—-1 3x-—4.
V]
. x(Bx—4) x+1)&-1)
S -DBx -4 (x-1D(GBx—4)
A -4 -1
T x-1D)Bx—4)
2x -1 x—3
O e+ T e-2e-D
& -DE D+ =3+ 1)
- (x — 2)(x + 1)(x — 1)
(@ -3x+ 1)+ (¥ -2x-3)
B x=2)x+1D(x-1)
_ 3x2 -5y -2
S -DE+ D —1)
_ Gx+1)(x—2)
«(x—2)(x+1)(x—1)
(Bx +1)
———(x+1)(x_1),sex¢2.
Exercicios

1. (@):2(0)-3 =0-3 = —3 < 7. No entanto,
substituindo x = 5 resulta 7 (ndo é menor
que 7); substituindo x = 6 resulta 9.
2.(b)e(c):33)-4=9-4=5=5e34)-4=
12-4=8=5
3.(e)d)-1=8-1=T7Te-1<7=11,
etambém4(3)-1=12-1=11le
—1 < 11 = 11. No entanto, substituindo
x = O resulta —1 (ndo € maior que —1).
4.(a),(b)e(c):1-2(-1)=1+2=3e-3=3
=3,1-200=1-0=1le-3=1=3;1-
22)=1-4=-3e-3=-3=3.
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5. Ot
6

-10 1 2 3 4 5 7 8 9

7.

-5-4-3-2-1 01 23 4 5

2x—1=<4x+3

x=<4x+4

—x =4

x= -2
L - pnl)————+—+—+—+—+

-5-4-3-2-1 01 2 3 4 5
3x—1=6x+8

3x=6x+9

-3x=9

x=<-3
9. +—r

-5-4-3-2-1 01 2 3 45

2=<x+6<9
4 =x<3

10, @b O———
5-4-3-2-1 01 23 4 5

—1=3x-2<7
1=3x<9

=x<3

W=

L e o
3

-2-1 0 1 2 4 5

10 —6x+6x —3=2x+1
T=2x+1

6 < 2x

3=x

x=3
12.

[=))
~
o0

«Q

N =+
~
@0
N=l

1 01 23 4
4—4x+5+5x>3x—1
9+x>3x—-1
10+x>3x
10 > 2x
5>x
x<5

5x+7
13.4( 7 )54(-—3)

Sx+7=-12
S5x=-19

19

5

X =

277
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Pré-calculo

5(3x - 2) > 5(—1)
5

3x-2> -5

3x> -3

x> —1

5
34) = 3( ) = 3(-2)

1222y -5=—6
17=2y=—1

21.

2y —

1
2 22.

—1'< <§
=3 23.

0=<2z+5<8

—5=2z<3

_.§< <§

2 T

—-6<5tr—1<0

—-5<5<1

1
1 <<=
5

12<x_5+ ><12 -2
y =2

3x—35)+4C - 20 < —-24
3x—15+12 - 8x < —24

R

3+ 2x

2y -3 3y—1>
10 + <100y — 1
(222 6-1

52y —3)+2@y — 1) <10y — 10
10y — 15+ 6y — 2 <10y — 10
16y — 17 < 10y — 10

16y <10y +7

6y <7

<!
Y= %

3-4y 2y-3
24( ro2

- < )224(2—y)

43 — 4y) — 32y — 3) = 48 — 24y
12— 16y — 6y + 9 = 48 — 24y
—22y +21 = 48 — 24y
-22 =27 - 24y
2y =27

27

y=_

2

2[%@ —4y- 2,(] = 2[53 — x)

x—4—4x =103 — x)
—3x—4=30—-10x
—3x =34 — 10x
Tx =< 34

34

xX=—

7

6 -;—(x+3) +2(x—4)] < 6{%@—3)}

3x+3)+12(x — 4) <2x — 3)
3x+9+12x —48<2x -6
1I5x—39<2x—-6

—x-3<-24 15x < 2x + 33
—Sx < 21 13x < 33
<> 33
5 x<—
13
6(3 ;x + 5% — 2> < 6(—1) 25. Falso.

33—-0)+25x—2)< -6
9-3x+10x—4< -6

26. Verdadeiro.
27. (—o0, =91 U [1, +eo):

Tx+5<-6 x+4=5 ou x+4=-5
Tx < —11 x=1 x=<-9
11
x< =
7

-12-10-8-6-4 -20 2 4 6

8




28. J—oo, —1,3[ W 12,3, oo[:

2x —1>3,6 ou 2x—1<—36
2x > 4,6 2x < =26
x>23 x<—13
ma e e @
-5—-4-3-2-1 0 1 23 4 5
29. 11, 5]

—2<x—3<2 1<x<S5

~2'-1l O' 1 2 3 4 \516' '7 '8
30.[—8, 2]

—5=x+3<5 -8 =x=2
——o +———+—+
—12-10-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
21 -

31.}——,—0[ s
3’3 s

[4 —3x <6

—6<4-3x<6

10 < —3x <2

10 2

— >x> ——

3 3 .
——+—+—0 —-——
-5-4-3-2-1 0 1 23 4 5

32, ]—oo, O[ W 13, +oof

[3—2x>3

3—-2x>3 ou 3-2x<3

—2x>0 -2x < —6

x<0 x>3
S—4-3-2-1 01 23 45

33, J—oo, 111U [7, +oof
x+2 x+2
= -3 ou =3
x+2=-9 x+2=9
x=-—11 x=17
i : @

—24=x—-5=24
-19=x=29

1 o——

—50—-40—-30—-20-10 0 0 1020 30 40 50
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35. 22+ 17x+21=0

2x+3)x+7)=0
2x+3=00ux+7=0

3
x=-——oux=-7
2

O grifico de y = 2x* + 17x + 21 est4 abaixo
do eixo x para —7 < x < —3/2. Portanto,
[—7, —3/2} € a solugdo pois os extremos
estdo incluidos.

36, 6x2 — 13x+6=0

2x —3)3x—2)=0
2x—3=0o0u3x—2=0

3 2
xX=—oux=_

2 3
O grifico de y = 6x? — 13x + 6 estd acima
do eixo x para x < 2/3 e para x > 3/2. Portanto,
]—o0, 2/3]1 W [3/2, +oo[ € a solugdo pois o0s
extremos estdo incluidos.

37. 22+ 7x — 15=0

2x =3)x+5=0
2x—3=00ux+5=0

3
x=—oux=-—5
2

O gréifico de y = 2x? + 7x — 15 estd acima do
eixo x para x < —5 e para x > 3/2. Portanto,
]—e0, =5[ W ]3/2, +oo[ € a solugio.

38. 4x2 —9x+2=0

(4x— D(x—-2)=0
4x—1=0o0ux—2=0

1
x=—oux=2
4
O gréfico de y = 4x> — 9x + 2 estd abaixo do

eixo x para 1/4 < x < 2. Portanto, ]1/4,2[ € a
solugdo.

39.2 —5x —3x2=0

2+x)(1 —3x)=0
2+x=00ul —3x=0

1
x=—-20ux=—
3
O gréfico de y = 2 — 5x — 3x? estd abaixo do

eixo x para x < —2 e para x > 1/3. Portanto,
]1—o0, —=2[ U 1173, +oo[ € a solucio.
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40.21 +4x — ¥*=0

41.

42

43.

44.

45.

46

7-x3+x)=0
7—x=00u3+x=0
x=7 ou x=-3
O graficode y = 21 + 4x — x? estd acima do eixo
x para —3 < x < 7. Portanto, 1—3, +7[ € a solu-
¢do, pois os extremos estdo incluidos.
B—-x=0
2 —1)=0
x(x+ Dx—1)=0
x=0oux+1=00ux—1=0
x=0oux=~-loux=1
O gréfico de y = x> — x estd acima do eixo x para x
> 1 e para —1 < x < 0. Portanto, [—1, 0] U
{1, +oo[ € a solugao, pois os extremos estdo inclui-
dos. -
X = x2 - 30x=0 ‘.
x(x2—=x—30)=0
x(x —6)x+5)=0
x=0oux—6=00ux+5=0
x=0oux=6oux=-5
O grifico de y = x> — x? — 30x estd abaixo do
eixo x para x < —5 e para ) < x < 6. Portanto,
J—eo, =51 U [0, 6] € a solugdo, pois os extremos
estdo incluidos.
O gréfico de y = x* — 4x — 1 é zero para x =
—0,24 e x = 4,24 e estd abaixo do eixo x para
—0,24 < x < 4,24. Portanto, ]—0,24; 4,24[ é a
solugdo aproximada.
O gréfico de y = 12x2 — 25x + 12 € zero para
x = 4/3 e x = 3/4 e estd acima do eixo x para
x < 3/4 e para x > 4/3. Portanto, ] —eo, 3/4] U
[4/3, +oof € a solugdo.
6x* —5x—4=0
Bx—42x+1)=0
3x—4=00u2x+1=0
1
X=—oux=-—
3 2
O gréfico de y = 63> — 5x — 4 estd acima do
eixo x para x < —1/2 e para x > 4/3. Portanto,
]—oo, —1/2[ U ]4/3, +oo[ € a solugdo.
LA —1=0
Cx+DH2x—-1)=0
2x+1=00u2x—1=0
1 1

X=—-oux=—
2 2

O gréfico de y = 4x> — 1 estd abaixo do eixo x
para —1/2 < x < 1/2. Portanto, [—1/2, 1/2] é a
solugdo, pois os extremos estdo incluidos.

47. O gréfico de y = 9x% + 12x — 1 parece ser zero

parax = —1,41 e x = 0,08 e estd acima do
eixo x parax < —1,41 e x > 0,08. Portanto,
]—=eo, —1,41] U [0,08, +oo[ € a solugdo aproxi-
mada, e 0s extremos estdo incluidos.

48. O gréfico de y = 4x2 — 12x + 7 parece ser zero

parax = 0,79 e x = 2,21 e estd abaixo do eixo
x para 0,79 < x < 2,21. Portanto, 10,79, 2,21[ &
a soluc@o aproximada.

49. 4x* —4x+1=0

@x - D2x—1)=0
(2x—1)*=0
2)(“11:0

x==
2

O gréfico de y = 4x> — 4x + 1 est4 totalmente
acima do eixo x, exceto em x = 1/2. Portanto,
]—eo, 172[ W ]1/2, +oo[ € a solugdo estabelecida.

50.x2 — 6x+9=0

x—3)x-3)=0

x—3)2=0
x—3=0
x=3

O gréfico de y = x*> — 6x + 9 estd totalmente
acima do eixo x, exceto em x = 3. Portanto,
{3} € a solugdo estabelecida.

51.x* —8x+16=0

x—4)x—-4)=0

(x—4)72=0
x—4=0
x=4

O grafico de y = x> — 8x + 16 est4 totalmente
acima do eixo x, exceto em x = 4. Portanto, ndo
hd solucdo, isto €, a solugdo € dada por ¢.

52.9x2+ 12x+4=0

Bx+2)3x+2)=0
Bx+22=0
3x+2=0

2

x=-=

3

O grifico de y = 9x? + 12x + 4 est4 totalmente
acima do eixo x, exceto em x = —2/3. Portanto,
todo numero real satisfaz a inequag@o. A solugédo
€ ]—oo, toof.

53. O grafico de y = 3x3 — 12x + 2 € zero para

x = -2,08,x=0,17ex = 1,91 e estd acima
do eixo x para —2,08 < x < 0,17 e x > 1,91.
Portanto, [—2,08, 0,17] U [1,91, +oof € a solu-
¢do aproximada.



54. O grifico de y = 8x — 2x® — 1 é zero para
x=—-2,06,x = 0,13 ex = 1,93 e esta abaixo
do eixo x para —2,06 < x < 0,13 ex > 1,93.
Portanto, 1—2,06; 0,13[ w [1,93, +oo[ € a solu-
¢do aproximada.
55.2x% + 2x > Séequivalente a 2x° + 2x — 5> 0.0
gréficode y = 2x* + 2x — 5 & zero parax = 1,11
e estd acima do eixo x para x > 1,11. Assim,
11,115 +oo[ € a solucdo aproximada.
56.4 = 2x> + 8x é equivalente a 2x> + 8x —4 = 0.
O gréfico de y = 2x® + 8x — 4 € zero para
x = 0,47 e estd acima do eixo x para x > 0,47.
Assim, [0,47, +eo[ € a solu¢do aproximada.
57. As respostas podem variar. Algumas possibilida-
des sdo: .
() x*>0 s,
b)2+1<0
©x2=0
@x+Dx—5=0
@x+Hx—4>0
Oxx-4=0
58. Seja x a velocidade média; entdo 105 < 2x. Re-
solvendo a equac@o resulta x > 52,5, assim, a
menor velocidade média € 52,5 km/h.
59. (a) Seja x > 0 a largura de um retangulo entdo a
altura € 2x — 2 e o perimetro é P = 2[x +
(2x — 2)]. Resolvendo P <200e2x — 2 >0
resulta 1 cm < x < 34 cm.

2[x + (2x — 2)] < 200 e 2x—2>0
2(3x — 2) <200 2x <2
6x — 4 < 200 x>1
6x < 204
x <34

(b) A drea é A = x(2x — 2). J4 sabemos que x > 1
da parte (a). Resolver A = 1200.
x(2x — 2)=1200
2x2 —2x — 1200=0
X —x—600=0
(x—25)(x+24)=0
x—25=0 ou x+24=0
x=25 ou x=-24
O gréfico de y = 2x? — 2x — 1200 est4 abai-

xo0 do eixo x para 1 < x < 25. Assim,
A = 1200 quando x estd no intervalo ]1, 25[.
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60. Substitua 20 e 40 na equagédo P = 400/V para
encontrar a imagem P:P = 400/20 e P = 400/40
= 10. A pressdo pode variar de 10 a 20, ou 10
= P = 20. De maneira alternativa, resolva
graficamente: grafico y = 400/x em [20, 40] X
[0, 30] e observe que todos os valores de y
estdo entre 10 e 20.
61. Falso.
62. Verdadeiro.
63.]x —2| <3
—3<x—-2<3
—-1<x<5
1=15[
A resposta € E.
64. O grifico de y = x2 — 2x + 2 est4 totalmente
acima do eixo x, assim, x> — 2x + 2 = (0 para
todos os nimeros reais de x. A resposta é D.

65. x> > x é verdadeira para todo x negativo ou para
x > 1. Assim, a solugdo € ]—eo, O LU ]1, +eo[. A
resposta € A.

66. x> = 1 implica —1 =< x < 1, assim, a solug#o &
[—1, 1]. A resposta é D.

67. (a) Os comprimentos dos lados da caixa sdo x, 12
— 2xe 15 — 2x, assim o volume € x(12 — 2x)
(15 — 2x). Resolver x(12 — 2x)(15 — 2x) =
125, graficoy = x(12 — 2x)(15 — 2x) e
y = 125 e encontrar onde os gréaficos se
interseccionam: x = 0,94 polegadas ou
