1.7 Calculo integral

Motivagao

Consideremos uma fun¢ao continua f : [a,b] — R tal que f > 0 em [a, b].
Pretende-se calcular a area da regiao R delimitada pelo grafico de f e pelo

eixo dos zz,
R={(r,y) eR* s a<z<b, 0<y<f(zx)},

que se encontra assinalada na seguinte figura.

Y y = f(z)

Designamos esta area por integral de f em [a,b], que denotamos por

b
/ f(@)da.

A fungdo f designa-se por fungao integranda.

Exemplos

1. Se f ¢ a fungao constante de valor k, o valor da area é k(b — a),

Yy
kb---

o3



Portanto,

b
/kd:p =k(b—a).
2. Mais geralmente, se f é uma fungao linear o valor da area é
b
M+ 10,

como se pode constatar imediatamente na seguinte figura.

Portanto,

b
/f(m)da: _ S+ O

e Podemos estender a nogao de integral para fungdes continuas f que
tomam valores positivos e negativos. Nessa altura, define-se integral
de f em [a,b] como sendo a diferenga entre os valores das areas das
regides delimitadas pelo gréifico de f e pelo o eixo dos zz, que se

encontram acima e abaixo do eixo dos xx, respectivamente.
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Formula fundamental do calculo integral

O célculo do valor da area delimitada pelo grafico de uma func¢ao continua
f > 0 e pelo eixo dos xx nao é trivial. Podemos no entanto obter um valor
aproximado dessa area subdividindo o intervalo [a,b] em n subintervalos de
igual amplitude h, [a;,a;41],1=0,...,n—1, com a;11 = a; + h, de forma a

que f seja aproximadamente constante de valor f(a;) em [a;, a;+1].

Y

Nessa altura, um valor aproximado da &4rea é dado pela soma das areas
dos n rectangulos, de base h e alturas f(ag), ..., f(an—1), isto &, pela ex-

pressao

flao) h+ f(a1) h+ -+ flan—1) h = (f(ao) + f(az) + -+ f(an-1)) h.

Intuitivamente a aproximagao sera tanto melhor quanto mais pequeno for a
amplitude h dos subintervalos [a;, a;+1], tendo-se que a soma anterior con-
verge para a area quando h — 0.

Por outro lado, se considerarmos uma primitiva F' de f, obtém-se aten-

dendo & definigdo de derivada,

f(az) _ F/(CLZ') _ }ILILI%) F(ai + h})l — F(al)
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Se h é suficientemente pequeno, vem

Fai) ~ F(a; + h})L — F(a;) _ F(aHl)h_ F(ai).

e portanto,

(f(ao) + flar) + -+ + flan-1)) h
<F(a1)F(a0) +F(a2)7F(a1) F(an)F(an1)> b

h h L h

%

F(a1) — F(ao) + F(az) — F(a1) + F(as) — F(az) + -

o+ F(ap—2) — F(an—3) + F(an-1) — F(apn—2) + F(an) — F(an—1).

Na expressao anterior cada parcela F'(a;) aparece duas vezes e com sinais opostos,

com excepg¢ao das parcelas —F(ag) e F(a,) que s figuram uma vez. Logo,
(flao) + f(a1) + -+ + flan-1)) h =~ —F(ao) + F(an) = F(b) — F(a).

Esta aproximacao seré tanto melhor quanto mais pequeno for a amplitude i dos su-
bintervalos [a;, a;+1]. Pode-se provar que no limite, quando A — 0, se obtém mesmo

uma igualdade. Atendendo as consideracoes anteriores, concluimos finalmente que
Area da regido = F(b) — F(a).

Obtivemos assim uma férmula surpreendente que relaciona dois conceitos apa-
rentemente desconexos, a saber, o conceito de integral que envolve a nogao de area e
o conceito de primitiva, que envolve a nogao de derivada. Esta férmula é conhecida
por férmula fundamental do calculo integral (ou féormula de Barrow).

As conclusoes anteriores mantém-se validas se f tomar valores positivos e ne-
gativos.

Tem-se entao o seguinte resultado.
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Teorema  Sejam f : I = [a,b] — R uma fungdo continua e F' : I — R uma

primitiva de f. Entao

Exemplos
b

1. /kdzk/bmzk[z]gk(ba).

6
3. Pretende-se calcular /\/x + 1dz.
2

fa+1

Record Pffr=
ecordemos que P f'f P

(a# —1). Assim,

6

6
/\/x—i—ldac = /(m—f—l)%dac:
2
2
3

2

3
4. Pretende-se calcular / e “dx.
1

Recordando que P (f'ef) = e/, vem

3 3
/e_md:c = —/fe_mdz =— [e_zﬁ =—(eF—eH=etl-e3
1 1

3
5. Pretende-se calcular / |2 — 2| dx.

1

Tem-se |2 — z| = =
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N y=x—2
24,
1, ,,,,,,,,,,,,,,
T , T~ T xr
1.72~3
4 2 N
—277 AN
’ y=2-—x

Assim

3

/|2—x|d$

1

2
/2—30 Ydx + [ (x—2)dx

1
2 3
- [%ﬂ * QzL

= (4- ,(f

€

6. Pretende-se calcular / Inzdzx.

1
Primitivando por partes vem

I
—

DO | = ]

1
Pl-mz=zlnz—Pzr—=zlnz—z=z(nz—1),
x

e portanto,

€

/1nacdac =[z(lnz—-1)] =e(1—-1)—(-1)=1.

1

arctg :c

1
7. Pretende-se calcular /
0

1
Recordando que (arctgz) = ﬁ eque Pf' f= 5]”2 obtemos

arctg x 1 . 1 o
- arc Tr = —arc x.
1+ 22 14 22 g D) g
Portanto,
1
t 1 1 1 5
/ iif =3 [arCtg%C}é = §(arctg21 — arctg®0) = 3 (g) -
0
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8.

10.

V3
Pretende-se calcular /

1

dz
arctg z(1 + 22)’
Recordando que PfT/ =lIn|f|,

_1
1+x2

P =P =1 tg x|,
arctg x(1 + 2?) arctg x og [arctg |
e portanto,
V3
dx V3
a7~ [loslarctgal] = loglarctg V3] —loglarctg 1

™ ™ 4

= log— —log — = log —.

og7 —log =logg

Pretende-se calcular,

oo T
nE
HH; s

Recordando que (arcsen x)’ 7> € que

1 I’
!/ !/
arcsen = = ,

(arcsen f) = —— f' =

vem
T 1 2x
P——=—-P—————— = —arcsen z2,

Vi—azt 2 1—(22)2 2

e portanto,

zdx 1 a7 1 1 1
= - [arcsen:c } = — | arcsen — — arcsen — | = 0.
2 2 2 2

V1—at £

SR NS

dx
x2—4

1
Pretende-se calcular, /
21

A funcao 1 é uma fungao racional prépria pois é um quociente de dois

xr2 —

polinémios, sendo que o grau do denominador superior ao do numerador. O
polinémio 22 — 4 tem duas raizes simples —2,2 e portanto admite a facto-

rizagio #2 — 4 = (x + 2)(z — 2). Assim existem constantes reais A, B tais
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que

1 1 A B

x?—4 (x —2)(x+2) x—2+x+2

Alx+2)+B(zx—2) (A+B)x+2A-B)

(x—2)(x+2) x? —4 ’
e portanto
A+B=0 B=-A4 B=-1
54 <~
- — _ 1
204-B)=1 4A =1 A= 7.
Daqui resulta que
1 1 1

e portanto

] ]
1 1
= Z[log|xf 2| flog|z+2|}71
1 1
= ;logl—log3—log3+log1) = 7%3.

Propriedades do integral
Sejam f,g: I = [a,b] — R fun¢oes continuas em [a,b], A € R e ¢ € [a,b]. Tem-se:

e Linearidade do integral:

b

1. /b(f(x)+g(z))dz/f(z)dz+]g(x)dx.
b

a

2.

@\
>
~
—
8
~—
<9
8
|
>
—
~
—
8
N~—
S
8
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e Monotonia do integral: se f(x) > g(x) para todo o z € I tem-se,

/bf(x)dx > /bg(x)dx

e Aditividade do integral:

jf(z)dz/cf(x)dx+jf(z)dz.

Por convengao tem-se ainda:

o /af(x)dxz
. /af(x)dx:—/bf(x)dxzo.

Exemplos

1. Sabendo que
1

1
1 1
rdr = - eque 2?dr = =,
2 3
0

0
obtemos pelas propriedades anteriores

1 1 1
/z+5z = /zdz+/5z2d:c
0 0 0

xdx+5 | 22dx =

Il
o —
o _

1
2. Pretende-se comparar os integrais / 2 dx / vz dr sem os determinar.

0
Ora, como a funcio /z > 22 em [0, 1], vem pela monotonia do integral que

/x dxg/ﬁdx.

0

O que aconteceria se os integrais estivessem definidos no intervalo [1, 2]?

61



Como vimos anteriormente, o valor da area da regiao delimitada pelo eixo dos

zx e pelo grafico de uma fungdo continua f > 0 num intervalo [a, b], ¢ dado por

b
/f(:z:)d:z:

No caso f <0, o integral representa o simétrico do valor da area dessa regiao.

Exemplo

Consideremos a fungéo f(z) =sinz em [—m, «]. No intervalo [0, 7] temos f(z) >0
e no intervalo [—, 0] temos f(z) < 0. As areas em cada um dos sub-intervalos sao

iguais mas os integrais tém sinais contrarios. Assim,
T 0 T
/sinxdw = /sinxd:z: + /sinxdm =0.
—T

- 0

y =sinx

A G ”

Aplicacoes do calculo integral

e (Calculo de areas.

e Calculo de volumes de sdlidos de revolugao.

Calculo de areas

Teorema Sejam f,g: I = [a,b] — R sdo fungoes continuas tais que f(z) > g(x)

para todo o x € [a,b]. A 4rea da regido
{@y eR? : a<z<h, g@) <y< fo)
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b
¢ dada pelo integral /(f(x) —g(x))dx.

Se o sinal de f — g nédo for constante no intervalo [a, b] temos que determinar os
pontos onde os graficos de ambas as fungoes se intersectam e decompo6r o intervalo
em subintervalos onde esse sinal se mantenha constante. O valor da area seréa entao
a soma das areas em cada um desses subintervalos. No exemplo descrito na seguinte

figura a area da regiao assinalada vem dada pelo integral

C

d b
/ (9(x) — f(2)) de + / (f(2) — ga)) da + / (9(z) — f(2)) do.
c d

a

Exemplos

1. Calcular a &rea da regiao delimitada por y = |z| e y = 2 — 22,
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y = |z|

Area =

:Cg :CQO 1'3 1'2 !
= [*”E*ﬂ_ﬁ{?f?ﬂo
1\3 12
= eey- SR B e LT

2. Pretende-se calcular a area da regiao

1
{(:c»y) L 0<y< -, 5§y§2x,}.
x4

y
y =2
2.

VL ‘ .
Wy / y=13
e e y=1

T2 '

Para isso necessitamos de determinar os pontos de intersecgao dos gréficos

de cada uma das fungoes. Ora, a intersecgao da hipérbole y = % com a recta
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y = 2x obtém-se resolvendo o sistema

Como y > 0 obtemos o ponto (@, v/2). Analogamente a interseccio da

hipérbole y = % com a recta y = 7 obtém-se resolvendo o sistema
_1 _1 _1
Y=z Y=z Y=z
= -
_ 1 _ =z 2 _

Como y > 0 obtemos o ponto (2, %) Assim,

2
Area = /(2z§)dz+/<l§)dz
x
s

Calculo de volumes de sélidos de revolugao

Vejamos agora como calcular o volume de solidos de revolucao usando o integral
definido.

Seja f : [a,b] — R é uma fungao continua tal que f(z) > 0. Seja V C R? o
solido de revolugao em torno do eixo do zzx definido por f, i.e., o volume da regiao

definida por rotagao da area
{(z,y) s a<2<b, 0<y< fa)},

em torno do eixo do zx.
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Teorema O volume do solido de revolugao definido por y = f(z) é dado pela

férmula,

b
V= /7Tf2($) dx.

Exemplo

Pretende-se calcular o volume do cone de altura h = 1 e cuja base é uma disco de
raio R = 1. O cone é o solido de revolugao definido pela funcao f : [0,1] — R

definida por f(z) = =.

— :

z

O volume do cone é dado por

/ #2710 x
V/TFSCQd:L'TF[—] = —.
3], 3
0
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