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Notas sobre primitivas

Seja f uma funcao real de varidvel real definida num intervalo real I.

Chama-se primitiva de f no intervalo I a uma fungao F' cuja derivada em [ seja f, isto é,

Exemplos:
1. F(x) = 2% é uma primitiva de f (z) = 2z, pois
F'(z) = (2%) = 2a.
2. F(x) = z? — 25 é uma primitiva de f () = 2z, pois
F' (z) = (2% — 25)’ = 2x.
3. Sendo a € R, F' (x) = 2? + a é uma primitiva de f (z) = 2z, pois
F'(z) = (2” + a)l = 2z.
4. Sendo a € R, F'(x) = ax é uma primitiva de f (z) = a, pois
F'(z) = (az) = a.

5. F(xz) = e” + 3 é uma primitiva de f (z) = e*, pois

F' () = (e" +3) = ¢

1
6. F'(z) = arctanz ¢ uma primitiva de f (z) = 22 pois
F'(r) = (arctanz) = !
1+a2%
2\ o 2 .
7. F(z) =1In(1+ 2*) ¢ uma primitiva de f (z) = , pois
1+ 22
F'(z) = (In (1 +x2)), S
1+ a2
]}n+1
8. F(x)= ] (n # —1) é uma primitiva de f (z) = x™, pois
n
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E fécil perceber que a primitiva de uma funcao nao é unica. Basta observar os exemplos 1,
2 e 3 atrds e imaginar muitas situagoes andlogas. As proposi¢oes seguintes caracterizam o

conjunto das primitivas de uma fun¢ao num intervalo.

Proposicao 1 Se, num dado intervalo, uma fungao f tem uma primitiva F, entao f tem

nesse intervalo uma infinidade de primitivas.

Demonstragao: Se F'(x) é uma primitiva de f (z), entdo, V¢ € R, F (z) + ¢ também é
primitiva de f, pois
(F(z)+c) =F(2)+0=f(z). m

Proposicao 2 Se, num dado intervalo I, F' e G sao primitivas de uma mesma funcao f,
entao F' e G diferem por uma constante nesse intervalo, isto é existe ¢ € R tal que

F(z)—-G(z)=c
Demonstragao: Como, Vx € I,

(F(x) = G(2)) =F(2) =G (x) = [ (z) — [ (2) =0,

entdo F'(z) — G () é constante em I. (é sabido que se uma funcao tem derivada nula

num intervalo entao ¢ constante nesse intervalo). m

A partir destas proposicoes conclui-se que o conjunto de todas as primitivas de uma funcao
f num intervalo se pode calcular a partir do conhecimento de uma primitiva. Assim, sendo

F () uma primitiva de f (z), o conjunto das primitivas de f (z) é
{F(z)+c:ceR}

Vamos designar o conjunto das primitivas ou integral indefinido de uma fungao f por
P(f) oupor [ f(z)dx. Sendo F (x) uma primitiva de f (x) temos, entdo, escrevendo de

forma simplificada,
P(f(z))=F(z)+c ceR

ou, em notacao integral,

f(x)de=F(x)+¢, ceR.

A expressao / f (x) dx lé-se "integral de f (x) relativamente a x” e a particula dx, embora

possa assumir um significado preciso, serve simplesmente para indicar a varidvel relativa-
mente & qual se estd a integrar.

Exemplos:

1. Se f (z) = 2z, o conjunto das suas primitivas em R ¢é

P(2r)=2"+c, ceR
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ou
/2xdx:x2+c, ceR.

2. Se f (z) = 3, o seu integral indefinido R em é
P(3)=3x+c¢ ceR

ou

/30[3:23:5—{—0, ceR.

3. Se f (r) = 22, o conjunto das suas primitivas em R &

3
P(£2)23+c, ceR

4. Se f (t) = €', o seu integral indefinido é

/etdt:et+c, ceR.

Nem sempre existe primitiva de uma funcao f num intervalo I. Quando existe diz-se que a
funcao é primitivavel ou integravel em [. O teorema seguinte d4 uma condicao suficiente
para uma funcao ter primitiva, apesar de nem sempre ser possivel determind-la analitica-

mente.

Teorema 1 Se [ é continua num intervalo real I, entao f é primitivdvel em I. (O intervalo

I pode ser todo o conjunto R)

Este teorema garante apenas que as funcoes continuas sao primitivdveis. Nao diz que funcoes

nao continuas nao sao primitiviveis.

Das propriedades das derivadas podem-se inferir propriedades para as primitivas:

Proposicao 3 Sejam f e g funcoes primitivaveis num intervalo I e £ uma constante arbi-

traria. Entao:

1. kf é primitivavel e sendo F' uma primitiva de f, kF' é primitiva de kf, ou seja,

P(kf(x)) =kP(f ().

Em notagao integral, tem-se

/kf(x)dx:k:/f(:p)dx.
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2. f + g é primitivdvel e sendo F' uma primitiva de f e G uma primitiva de g, F' + G é

primitiva de f + g, ou seja,
P(f(x)+g(x))=P(f(x))+P(g(x)).

Em notagao integral, tem-se
/f(a:)+g(a:)dx:/f(:c)dm+/g(a:)d:c.
Demonstragao:

1. Para ver que kF' é primitiva de kf, basta derivar:

(kF) = kF' = kf.

2. Para ver que F' + G é primitiva de f + ¢, basta derivar:

(F+G)=F+G =f+g m

O primeiro resultado permite que constantes "atravessem" o sinal de integral, o que facilita
o cédlculo de muitas primitivas, como veremos na sec¢ao seguinte. O segundo resultado
¢é facilmente generalizado a soma de qualquer nimero de fungoes e permite decompor a
primitiva de uma funcao que inclua somas na soma de véarias primitivas o que, novamente,

facilita muitos cdlculos.

Exemplos:

53
5P (12) = =t ¢, c € R

1. P(5z?) 3

1
1. da Prop.3
2. P(cosz +sinz) = P (cosz)+ P (sinz) =sinz —cosz + ¢, ¢ € R.
2. da Prop.3

3. P (2% + 22* — 32% + 422 — 5z + 6) =

= P+ P(2") = P(3°) + P ()" = P (52) + P (6) =

2. da Prop.3
n P (2) + 2P (%) — 3P (23) + 4P (2?) — 5P (x) + P (6) =
1. da Prop.3
1 2 3 4 5)
= 6x6+5x5—1x4+§x3—§$2+6x+c,cER.
Ex. 8 da pg.57

Proposicao 4 Se f é uma fungao primitivavel num intervalo I, a € I e b € R, existe uma

unica primitiva F' de f verificando a condi¢ao F' (a) = b.
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Demonstragao: Se G (z) é uma primitiva de f, entao a fungao
F(z)=G(x)—G(a)+b
¢ também primitiva de f (proposicdo 1) e
F(a)=G(a)—G(a) +b=0,

0 que prova a existéncia de I’ nas condicoes do enunciado. Se houver duas fungoes
satisfazendo essas condigdes, a sua diferenca é uma constante (proposicao 2) e, como

no ponto a essa diferenca é 0, as duas fungoes tém de ser a mesma. =

Esta proposi¢ao permite resolver os chamados "problemas de valor inicial" ou "problemas

de Cauchy", dos quais, de seguida, damos um exemplo.
Exemplo:

Determinar a primitiva F'(z) da fungdo f () = 2z que verifica a condi¢ao F' (2) = 5.

(Enunciados alternativos: ou que para x = 2 tem o valor 5 ou cujo grafico passa no ponto
de coordenadas (2,5)).

Neste exemplo a =2 e b = 5.

Considerando a primitiva G (z) = 2% da funcdo f (z) = 2z (ex. 1 da pg. 57), pela demons-

tragao anterior, a fungao
F(z) = Gx)—-G(2)+5
= 22 -2 +5=
= 22 +1
¢ a primitiva procurada.

Alternativamente o problema pode-se resolver determinando o conjunto das primitivas de f

e depois calculando a constante ¢ de modo a obter F' nas condicoes requeridas:

Como
P(2z) =2°+¢, cER,

a funcdo F (x) procurada é da forma
F(x)=2"+c

Mas, para F'(2) = 5, tem de ser

pelo que
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Primitivas imediatas

Designam-se por primitivas imediatas aquelas que podem ser calculadas a partir de derivadas
jé conhecidas e por "inversao" das regras de derivagao. A partir da tabela de derivadas

podemos inferir uma tabela andloga para primitivas.

Primitivas
Se r é uma variavel: Se f é uma funcao de z:
a+1 a+l1
L. P(xa):a+1+c. (para o # —1) P(fa.f’):a+1+c. (para o # —1)
2. | P(e")=¢€"+c. Pel.f)y=el +c
Py =2t R+ P(alf) =" e R+
3 (a®) 1na+c(paraa€ ) (a ,f) lna—i-c(paraae )
1
4. P(xl):P(—):1n|x|+c. P f7):1n|f|+c.
x
5. | P(cosz) =sinz + c. P(cosf. f') =sin f + c.
6. | P(sinz) = —cosz + c. P(sinf. f)' = —cos f +c.
1 I
7. =tanz + c. P =tan f + ¢
cos? cos? f
1 1
8 Pl ——= = cotx + c. P——= =cot f+c
sin” x sin
9 P( ! ) inx+ p I in f+
: ——— | = arcsinz + c. ———— | = arcsin c
. Jiop
10 | P ( ! ) + p r f+
——— ) = arccosx + c. ————— | = arccos c.
i I
1 /
11. P(1+x2) = arctanx + c. P(lj—cfz = arctan f + c.
12 | P 1 ta+ P /' tf+
— —= ar . — = ar .
e arccot x + ¢ T arcco c

H4 outras primitivas que podem ser calculadas a partir destas, mediante pequenas manipu-

lacoes envolvendo, por exemplo:
e 0s resultados da proposi¢do 3, que permitem tirar constantes "fora" do integral e
decompor uma primitiva numa soma de duas ou mais primitivas;

e produtos e divistes por constantes de modo a encontrar valores em "falta", mas sem

alterar a funcao;

e operacoes com as funcoes, como dividir o numerador de uma funcao racional pelo seu

denominador, quando o grau do numerador ¢ maior ou igual ao grau do denominador.

e utilizacao de identidades trigonométricas.
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Exemplos:

1. Fungoes cuja primitiva ¢ um logaritmo - linha 4 da tabela de primitivas. Este caso
surge quando se primitiva um cociente que no denominador tenha uma determinada

funcao e no numerador a sua derivada. Por vezes é necessdrio "ajustar" as constantes:

zy (1 2z\ 1 _/2z\ 1_((=®\ 1, ,

2 . oo 1 /
(b) P <¢) _ _op (&) _ _op (H_@) Il + cosal

1+ coszx 1+ coszx 1+ cosz

2. Fungoes cuja primitiva é a poténcia de uma funcgao - linha 1 da tabela de primitivas.
Este caso surge quando se primitiva um produto de uma poténcia de uma funcao pela
derivada desssa funcao. Por vezes é necessdrio ajustar as constantes para se verificar

essa situagao:

(a) P(3(3z—5)") =P ((3z—5) 3z —5)") = (?”UT_@Bch
(b) P (30 —5)") =
= %P (3(3z —5)") =
= %P ((3z — 5) (3v — 5)*)
1 [ (3z—5)° B
3 (T) e
_ (3z-5)°
-3 ¢
(c) P (%) — P(lnz(Inz)) = ln;) +e

3. Casos de aplicacao de outras férmulas da tabela:

(a) P 2sinz _
1 — (cosx)’
— 9P _Tsinw )
1 — (cosx)?
— 9P L@/ -
1 — (cosz)?

= —2arcsin (cos x)



Matemaética - 2008/09 - Notas sobre primitivas

:P<1+<1ﬁx>):
_Sp(%
p (3

(

33{5)2)
a7)
5

3 <1+ V3z
arctan (\/_x

I
N W
v
N
N W
)

~_—
I

3 2
—\/gacta\/g—l—
= 2r n 2x C.

4. Casos em que se efectua uma decomposi¢ao em vérias parcelas:

22
P _
_p 24+1-1 B
N 2 +1 N

_p :L‘2—|—1_ 1 _
2+1 2241

64
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:P(l)_P(inLl) B

= x — arctanzx + c.

)
1+ coszx

P

1 —cosx B
<1+cosx 1—cos:1:)>_
1—cosx
<1—C082 )
1 —cosx
( sin? z )
e )er (o) -
sin? x sin“ x
1

+c

|
s

Il
s

= —cotx +

sinx

5. Utilizagao de identidades trigonométricas

1 + cos 2« . . N
Sabendo que cos? o = —s torna-se fécil calcular a seguinte primitiva:
P (cos?r) =
1 2
B P( + 0205 x) _

Primitivacao por partes

O método de primitivacao por partes permite transformar o cdlculo de primitivas nao ime-
diatas no cédlculo de primitivas imediatas ou de primitivas ja conhecidas. Pela férmula de

derivacao do produto de duas fungoes, sabe-se que, sendo f e g duas fungoes de =z,

(f9)' =fg+fg

Desta férmula sai que

P(fg) = P(f'g+fg) e
& fg=P(fl9)+P(f
& P(fd)=fg—P(f'9)

J) &

A dltima férmula é, entao, utilizada para o calculo de primitivas nao imediatas, habitual-

mente envolvendo o produto de duas fungoes. Para a aplicar é necessario escolher, entre as
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duas fungoes, uma para ser derivada, que tomard o lugar de ” f” e outra para ser primitivada

tomando o lugar de ”¢"”.

Exemplos:

1. P(xe").

Fazendo f =z e g =€", tem-se f' =1e g = e”. Assim

P(ze®) = xe® — P(le") =
~—— ~—
I f9 f'g

= ze¥ —e"+c

2. Por vezes o método também se usa quando sé estd envolvida uma funcao, considerando

para funcao ¢’ a funcao constante 1.
P(lnz) = P(lnz.1)

1
Fazendo f =Inz e ¢ =1, tem-se f' = — e g = x. Assim
x

1
P(lnz.l) = lnzxap—P—x =

\ , N~ T
fg' fg et
I'g
= lnzax—-P(1) =

= zlhz—z+c¢

3. Paran e N, P(a"Ilnx).

1 zntt
Neste caso, f =Inz, ¢ =2", f'=—eg=
T n+1
n+1 1 n+1
P(z"Inz) = Inz - _p(== =
~—— n+1 zn+1
fg’ %,—/
fa f'g
n+1 1
= Inz— - (z") =
n+1 n4+1
.Cl}n+1 xn+1
= Inx.

nt+l  (n+1)

Para facilitar a aplicacdo do método pode ser usado um esquema no qual figurem as varias

funcoes implicadas no processo como, por exemplo, o seguinte:

=17
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4. P (arctanx) = P (arctanz.1)

A escolha de f e ¢ é indicada no esquema seguinte:

1
1+ a2

f =arctanx — f'=

Entao,

P (arctanz) =

= garctanx — P _rT )=
1+ 22

1 2x
= garctanez — =P —— | =
2 1+ 22

1
= rarctanz — 5111(%2—1- 1) +c

5. Em certos casos é necessdrio, no calculo da mesma primitiva, usar mais de uma vez o
processo de primitivacao por partes:
P (e® (2? — 8z +5))

Fazemos uma primeira escolha das funcoes f e ¢ :

f=2*-8x+5 — [ =22-38

Fica:
P(e” (2 —8x+5)) =¢€* (22 — 8z +5) — P(e* (2x — 8))

Para calcular P (e” (2z — 8)) repetimos o processo:

f=2r—-8 — f'=2

Entao:

P(e” (2% — 8z +5)) =

e” (22 —8x +5) — P(e” (2 —8)) =

e® (22 —8x +5) — (¥ (2 — 8) — P (2¢%)) =
(
(

e’ (2?2 —8x +5) —e” (20 — 8) +2e* + ¢ =

e’ (22 — 10z + 15) + ¢



