UTrer

UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA

GUSTAVO THEODORO LASKOSKI

FORMULAS DE TAYLOR E MACLAURIN

CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL |

CURITIBA
JUNHO 2007



GUSTAVO THEODORO LASKOSKI

FORMULAS DE TAYLOR E MACLAURIN

CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL |

Trabalho referente a disciplina de
Calculo Diferencial e Integral | como
enriquecimento curricular no Curso
Superior de Tecnologia em Eletronica
da Universidade Tecnoldgica Federal
do Parana.

Prof2. Girley Gogola

CURITIBA
JUNHO 2007



SUMARIO

1 INTRODUGAOD ...ooiiiiiceii ettt ettt sttt sttt s s be e sree s en s are e 04
2 FORMULA DE TAYLOR ....outiiiiiiceiiectie ettt ettt etassra s stesrassree s 06
2.1 EXEMIPIO oot 07
3 FORMULA DE MACLAURIN ....oviiiiitiecie ettt st 09
3.1 EXEMIPIO e 09
4 SERIES DE REFERENCIA ....cocviiieiiieiesierieteieieie e seseenens 10
4.1 Funcao exponencial com base neperiana ............cocceeevveveenevneennnnn. 11
v 0 ¥ o Tot= To JE-T <Y o 1o N 11
v SRC T S ¥ s ToF=To J ofo B1=) o Lo NP 12
4.5 Outras séries de referéncCia .......oocuveevviiiiiieeiiieeiie e e 13
5 CONCLUSAD ...ovivieiiicticiete sttt sttt se e 14

6 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS ....ovveeeeeeeeeee e eeeeeeeeeeeeee e eeeet e aaaaa s 15



1 INTRODUCAO

Nesse trabalho serdao apresentadas as Férmulas de Taylor e
MacLaurin. As férmulas de Taylor e MacLaurin possibilitam o calculo
aproximado de algumas fungoes logaritimicas, exponenciais e
trigonométricas a partir de uma fungao polinomial. Um exemplo tipico é
comprovado pelo seguinte limite fundamental do célculo:

senx

lim =1

x=0 X

Para todo x com valor muito proximo de zero, a funcao
f(x)=senx ¢é aproximadamente calculada pelo polindmio f(x)=x
Conforme o aumento da ordem do polindmio, é possivel fazer com que a
funcao se aproxime cada vez mais do valor correspondente a curva. Por
exemplo, considere a funcao exponencial natural f(x)=e* para todo x
pertencente aos reais. Para determinar os valores de f(x) préoximos de
zero, basta determinar a reta tangente através de derivada da funcao no

ponto, conforme representado na figura 1.

FIGURA 1 - FUNCAO EXPONENCIAL NATURAL E FUNCAO POLINOMIAL DE 12 ORDEM
Fonte: SWOKOWSKI. Calculo com geometria analitica, pagina 534.



Como f'(x)=e*, o coeficiente angular da reta tangente é

f'(0)=e’=1. Portanto, a equagdo da reta tangente é:

y—1=1(x—0) = x+1

Conforme representado na figura 1, quanto mais proximo do

zero, menor é o erro de aproximacao entre o polindbmio e a funcao. A

X

funcao f(x)=e* pode ser representada por um polin6mio de ordem

superior. O polindmio de segunda ordem pode ser obtido através da
funcéo g(x)=a+bx+ex® logo, g'(x)=b+2cx e g''(x)=2c

Para encontrar os coeficientes de g(x), basta fazer com que
g(0)=£(0),8'(0)=f(0) e g(0)=F(0). Portanto, f(0)=s'(0)=f""(0)=e"=1,

logo, a=1,b=1lec=1/2. O polindmio de segundo ordem que representa o

X

valor aproximado da funcdo f(x)=e* quando x ¢é proximo de zero é:

2
exNg(x):l—Ferx?

Outro método para determinar os polinOmios de ordem

X

superiores para a funcao f(x)=e' ¢ através da integracao da equacao da

reta tangente:

2
f (x+1)dx=1+x+%+c

Se for realizada mais uma integracdao, é possivel encontrar o

X

polinémio de 3 2 ordem que se aproxima da fungdao f(x)=e' quando x

é préximo de zero.

2 3

el txt—+—
2 3!



Na figura 2 é apresentado o grafico da fungdo exponencial
natural e a funcao polinomial do 3° grau. Quanto maior o grau da fungao
polinomial equivalente a funcao exponencial, menor é o erro existente

entre as fungdes num determinado ponto.

FIGURA 2 - FUNCAO EXPONENCIAL NATURAL E FUNCAO POLINOMIAL DE 32 ORDEM

Fonte: SWOKOWSKI. Calculo com geometria analitica, pagina 536.

2 FORMULA DE TAYLOR

Seja f uma funcao e n um numero inteiro positivo, tal que a
derivada f"*"(x) exista para todo x em um intervalo I Se a e x sdo

numeros distintos em I Entao existe um numero z entre a e x tal

que:

(n+1) Z)

(n+1)
= (x—a
2! n! (n+1)! ( )
A soma dos n+1 primeiros termos do membro direito da
equacdo acima é denominado de Polinémio de Taylor (P.(n)) de grau

n de f noponto a, ou seja:



O ultimo termo da férmula de Taylor ¢ denominado de resto

(R,), ou seja:

Rn(x):f<n+l)(z)

Portanto, o Polindmio de Taylor (P.(n)) pode ser escrito como
f(x)=P,(x)+R,(x). Se ovalorde R,(x) for préximo de zero, entdo uma
funcdo f(x) é aproximadamente igual ao Polinémio de Taylor (P, (n)) de

grau n de f noponto a, ou seja:

Como o |f(x)—P,(x)|=|R,(x), entdo o erro existente entre uma
fungdo f(x) e o polinémio de Taylor (P,(n)) é igual ao valor absoluto de
R (x).

n

2.1 Exemplo

Considere a fungao f(x)=In(x), determine a férmula de Taylor

para n=3 e a=l.

Resolucao:
Se n=3, entao é necessario determinar as quatro primeiras
derivadas de f(x), logo:
f(x)=In(x) f(1)=0
frlx)=— =1

f"(X):7 £ ()=-1



£rn= =2
f<4>:—_~i'3 f(4)(z)=_—46
X Z

Inx=0+—(x— -1+ 32' (x—1) 6%-@—1)4

Na figura 3 é apresentado o grafico correspondente as funcgoes

f(x)=Inx e a sua fungdo polinomial equivalente descrita pela equagao

acima.

5
" ffuncao polinomial
3 /

= .

2 2

e o-@ funcao logaritmica
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FIGURA 3 - FUNCAO LOGARITMICA E FUNCAO POLINOMIAL EQUIVALENTE
Fonte: Autoria propria. Open Office 1.1.2 (2007)

De acordo com a férmula de Taylor, o erro entre uma funcao

f(x) e uma funcao polinomial equivalente aumenta quando o valor de

x se afasta do ponto no eixo das abscissas cuja imagem vale zero. No

caso da funcao f(x)=Inx (figura 3), o erro aumenta quando o valor de
x se afasta do ponto x(1,0).



3 FORMULA DE MACLAURIN

A formula de MaclLaurin é um caso especial da formula de

Taylor quando =0, ou seja:

£100) 2 fNO) L fUE) e

: 5 X"+
T 21 T ()

O valor de z estd entre 0 e z, e assim como o polinémio de
Taylor, o ultimo termo do membro direito do polindOmio corresponde ao

resto.

3.1 Exemplo

Considere a funcao f(x)=senx, determine a férmula de

MacLaurin para n=8.

Resolugao:
Como n=8, é necessario encontrar as oito primeiras derivadas

da funcao f(x)=senx.

f(x)=senx £(0)=0
f'(x)=cosx f'(0)=1
f''(x)=—senx £''(0)=0
£ (0)=—cosx F0)=-1

As proximas derivadas seguem a mesma sequéncia acima, ou

seja:
Fx)= (2= (x)=senx FU0)=7"(x)=0
£1(x)=f%(x)=f"(x)=cos x £210)="(x)=1
£ ()= (x)=—senx F10)=0
F(x)=f"(x)=—cosx F7(x)=—1
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Os coeficientes  x*,x* x’¢x* sdo nulos pois as derivadas
correspondente a cada termo quando x=0 sao nulas. Entdao a férmula de

MacLaurin para a fungao f(x)=senx é:

35 7
X X X COSZ g
SenxX=xX———+——— ‘

31507t 9l

Na figura 4 é apresentado o graficos correspondentes as
funcoes senoidal f(x)=senx e a sua funcdo polinomial equivalente

representada pela equacao acima.

g-& fungdo senoidal

Sopppppo

-12 funcao
polinomial

T T T T | ENSCE I N A | T 1T T T T 11 T 11
o, ¢ A S R R I
T B R % S KR G 6

FIGURA 4 - FUNCAO SENOIDAL E FUNCAO POLINOMIAL EQUIVALENTE
Fonte: Autoria propria. Open Office 1.1.2 (2007)

4 SERIES DE REFERENCIA

A partir das Formulas de Taylor e MacLaurin foram obtidas as
séries de referéncias para as fungoes trigonomeétricas, exponenciais e

logaritmicas. Entre as principais séries, pode-se citar:
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4.1 Funcao exponencial com base neperiana

(x=a)’  (x—a) (x—a)""

+ oA
21 3! (n—1)!

Pela formula de Taylor: e'=1+(x—a)+

(x)°

(x)°
TR (n D1

X

Pela formula de MacLaurin: e*=1+x+

Na figura 5 sao apresentados os graficos da fungdo exponencial
f(x)=e" e da funcdo polinomial correspondente a formula de MacLaurin

da funcao f(x)=e* para n=6.

3250
3000 o
2750 fungaoe
2500 exponencial
2250
2000
— 1750
= 1500
1250
1000
750

" ungao

500 e o
o pO Imomia
250 o //

0 T
)

|

T T
Cn Fp Ta Th T Fh O
ST S ST S B

T
. 3
2 2

X
FIGURA 5 - FUNCAO EXPONENCIAL COM BASE NEPERIANA E FUNCAO POLINOMIAL
Fonte: Autoria propria. Open Office 1.1.2 (2007)

4.2 Funcao seno

A fungdo senoidal f(x)=senx foi apresentada na figura 4,
sendo utilizada a férmula de MacLaurin para n=8. As férmulas Taylor e

MacLaurin para » termos da fungao f(x)=senx sao:
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. x—a x—a
Férmula de Taylor: senx:sena+(x—a)~cosa—(7~sena—<T-cosa+...

3 5

;
, . X X X
Foérmula de MacLaurin: senxzx—§+§—?

4.3 Funcao co-seno

A funcao se diferencia da funcao senoidal pela mudanca das
identidades trigonométricas e de sinais de cada termo, pois a derivada da
funcdao g(x)=senx é g'(x)=cosx e a derivada de f(x)=cos(x) é

f'(x)=—cosx. Portanto, as férmulas de Taylor e MacLaurin da funcao

f(x)=cos(x) sao:

(x—a)’ (x—a)’

Féormula de Taylor: cosx=cosa—(x—a)-sena—T-coscH—T-sena+...

’ . X
Férmula de MacLaurin cosx=1——+——"—+

Na figura 6 sao apresentados os grafico das funcao
f(x)=cos(x) e da funcao polinomial correspondente a formula de

MacLaurin da funcao f(x)=cos(x) para n=6.

-16 £ .
‘l uncio
olinomial
_18 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T |p
e 2 e s %53 = 2 2 ® ) o
I - T T N N A = )

X
FIGURA 6 - FUNCAO CO-SENO E FUNCAO POLINOMIAL
Fonte: Autoria propria. Open Office 1.1.2 (2007)
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4.5 Outras séries de referencia

Algumas séries de referéncia sao apresentadas utilizando
apenas a férmula de MacLaurin, pois a utilizagdao da féormula de Taylor
resulta numa funcao maior que a funcao original. Por exemplo, € o caso
das fungoes seno e co-seno que resultam numa fungdao com somatério de
funcdes seno e co-seno. As principais séries desenvolvidas a partir da

formula de MacLaurin e com aplicabilidade sao:

)(n—])

(x)°

« : . (x)° (x
Funcao exponencial: e'=1+x+——+—+.. +—F+...
21 3l (n—1)!
3 5 7
Funcao seno: senx=x——t 2 4
' 315 7T
X2 )C4 x6
Funcao co-seno: Cosx=1—2—!+4—!—a+

3 5 7

= x 2x 17x
Funcao tangente: tgx=x+—+—+
3 15 315

Funcéo arc seno: arcsenx—x+x—3+ 35 n 3-5x
¢ ' 23 245 2467

~ X X x
Funcao arc tangente: arctgxzx—?+?—7+...

3 5

~ . s X X X
Funcao seno hiperbadlico: senhx=x+§+§+?+...

2 4

6
~ . ar X X X
Funcao co-seno hiperbdlico: coshx:1+§+z+a+...
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5 CONCLUSAO

Nesse trabalho foram apresentados as férmulas de Taylor e
MacLaurin. Essas féormulas possibilitam o célculo aproximado de algumas
funcoes logaritmicas, exponenciais e trigonométricas a partir de uma
funcao polinomial. A férmula de MacLaurin é um caso particular da
formula de Taylor e tem a principal vantagem de desenvolver séries de
funcoes polinomiais. No caso da férmula de Taylor, o desenvolvimento de
algumas séries resultam em expressoes mais complexas em nao
apresentam muitas vantagens. As formulas de Taylor e MacLaurin sao
utilizadas para determinar as tabelas das fungdes trigonométricas,
logaritmicas e exponenciais. Além disso, as férmulas de Taylor e
MacLaurin tem aplicagbes em sistemas microprocessados, pois
possibilitam o céalculo aproximado de algumas fungdes com menor

complexidade e consequentemente menor tempo de processamento.
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