Notas sobre a Formula de Taylor e o estudo de
extremos

O Teorema de Taylor estabelece que (sob certas condigdes) uma fungao pode ser aproximada
(na proximidade de algum ponto dado) por um polinémio, de modo que o erro que se comete

ao substituir a fungao pelo polinémio seja pequeno. Comecamos por considerar o caso de
funcoes de uma sé variavel.

1 Funcoes de uma variavel

1.1
E sabido que a funcao exponencial é definida por meio da série:
T _ 1 1 2 1 3 1
e’ = +m+5x —|—§x +... (1)

Quando |z| < 1, os valores de 22, 3, etc. sdao menores (em médulo) que |z|. E de esperar que,
para valores de x pequenos, se tenha

e =14z, (2)

onde o simbolo ‘~’ se 1é “é aproximadamente igual a”, e deve ser entendido de modo informal.
(Note que a validade da aproximacao (2) nao é evidente, uma vez que a quantidade desprezada
é a soma de parcelas pequenas mas em nimero infinito.)

Do ponto de vista geométrico, trata-se de aproximar o grafico da fungao exponencial pela
recta de equacao y = 1+ (observe que esta recta é a tangente ao grafico no ponto de abcissa
0). Definindo a funcao p; : R — R por

mE)=z+1,

o grafico desta funcao é precisamente a recta em causa.

Suponhamos agora que pretendemos saber se a fungao exponencial tem um extremo no
ponto x = 0 (sabemos que nao é verdade, mas trata-se de tentar estudar a questao com base
na aproximacao (2)). Se houver um minimo local em z = 0, teremos

e” > ¢’
para todo x pertencente a alguma vizinhanca de 0; isto é, em alguma vizinhanca de 0 a
diferenca e® — € serd sempre positiva ou nula. Assim, o que se pretende é saber se o sinal
daquela diferenca é sempre o mesmo (e qual) ou se depende de x estar a direira ou a esquerda
de 0.

Admitindo que a funcao pode de facto ser aproximada pela funcao p; em alguma vizi-
nhanca de 0, é de esperar que o sinal da diferenca seja 0 mesmo quando se substitui a fungao
exponencial pela funcao p;. Para esta funcao, vemos que:

<0 sex<0

pi(z) —pi(0) = = { (3)

>0 sexz >0
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Por conseguinte, a funcao p; nao tem extremo local em 0 (era evidente, uma vez que o seu
Y s Y

grafico é uma recta de declive ndo nulo). Para ver se podemos estender esta conclusao a fungao

exponencial, hd que substituir a igualdade aproximada (2) por uma igualdade rigorosa:

e =1+x+r(x) (4)
A funcéo 7 (resto de 12 ordem) é definida precisamente como

ri(z) =€ —pi(z) .

(Note que a igualdade (4), por si s, ndo nos dd nenhuma informacao! O importante é saber
como se comporta a fungao r;.) Estudemos agora o sinal da diferenga e¢® — e° (quando x # 0):

e* =1+x+ri(x)
e’ —e =x+r(z)

:x(l—i— M) (5)

T

A diferenga entre este caso e o de (3) é que o factor x vem multiplicado por 1 + # Ora,
se o valor de ”T(I) for pequeno comparado com 1, o sinal de 1 + # serd igual ao sinal de
1, e portanto o sinal de (5) serd igual ao sinal de z. Deste modo poderemos reduzir o estudo
da existéncia de extremo da funcao exponencial ao da existéncia de extremo da funcao pq, e
concluiremos que nao existe extremo.

A questao serd, entdao: que condicao deveria o resto r; satisfazer para garantir que o valor
de # é pequeno comparado com 17 Observe que estamos a supor que 71 () é pequeno (para
que a aproximagao (2) seja valida), mas é preciso que seja pequeno mesmo quando comparado
com z. Podemos formalizar este requisito exigindo que:

ri(x
lim 1) (6)
z—0 X
De facto, se isto for verdade, entao o valor de ”g(f) serd menor que 1/2 (por exemplo) para

todo x pertencente a alguma vizinhanca de zero, e para estes valores de x vira

1 r1(z) 1
1--<1 <14+ =
2 + x + 27
isto é, o valor de 1 + 1@ gorg positivo.

xT
E facil provar que a condi¢ao (6) é efectivamente verificada (demonstre este facto, recor-

rendo a uma majoragao da série e atendendo a que para célculo do limite sé interessam os
valores de x tais que |z| < 1).

1.2

Consideremos a fungao f definida em R pela expressiao f(z) = 2cosz, e vejamos o que se
passa no ponto x = 0 (sabemos que tem um méximo local, mas o que se pretende é chegar a
este resultado com base nas consideragoes anteriores).

A funcao f é dada por:

f(z) = (1—%x2+%x4—éx6+...> (7)
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Isto sugere que se tenha
flz) =2 (8)

para x pequeno. Em rigor, fazendo pi(z) = 2 e r1(z) = f(z) — p1(x) teremos f(x) = pi(x) +
r1(z); o importante é que
r
lim 1) =0,
x—0 x
isto é, para valores de x préximos (mas diferentes) de zero o resto é pequeno quando comparado
com o préprio x.
Para verificar se existe extremo em x = 0, estudemos o sinal da diferenca f(x) — f(0):

Sabemos que r(z) é muito pequeno (em médulo) quando x é muito préximo de zero, mas nao
sabemos qual o seu sinal; por conseguinte, esta aproximagao (isto é, a aproximagao (8)) de
nada serviu.

No entanto, a expressao (7) sugere que se aproxime a fungao por um polindémio de grau 2,
o que significa que o grafico de f é aproximadamente uma pardbola na vizinhanca do ponto
de abcissa 0:

f(r) ~2—2?
fla) =2 — 2% +ry(z)
Temos agora

r2(x):2<%x4—éx6+...> , (9)

e prova-se (recorrendo a definigao de 73) que:

lim r\Y) (f )
x—0 I

=0 (10)

Vird entao:

_ x2<_1 s ”@) (11)

O valor de Ti(f ) nao afecta o sinal da soma —1 + 7"2:6—(;), desde que x esteja numa vizinhanca

suficientemente pequena para que ‘%‘ < 1 (o que é possivel devido a (10)). Portanto, para
x # 0 (nessa vizinhanga) o valor de (11) serd sempre negativo, o que significa que f tem um
maximo local em x = 0.

Note-se que chegamos a este resultado sem utilizar a expressao (9)—apenas a propriedade
(10) foi necesséria. Repare ainda que as fungoes f e py tém o mesmo valor na origem, e que o
mesmo sucede as suas derivadas de 12 e 22 ordem.
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1.3

Os procedimentos anteriores generalizam-se a uma classe vasta de fun¢oes (nao necessariamente
definidas por séries de poténcias). O Teorema de Taylor estabelece que se uma funcao f for
diferencidvel n vezes num ponto a entao é valida (numa vizinhanca de a) a aproximacao

/ (‘T ) ~ pn(‘T ) )
ou, em rigor,
f(@) = pa() +1(2)
onde p,, é o polinémio de Taylor (de ordem n) da fungao f relativo ao ponto a, definido por

1 1 1
pule) = fla) + 33 £ @) = 0) + o (@) = ) 4+ [ @)~ a)"
e a fungao r, (resto de Taylor de ordem n da fungao f relativo ao ponto a) satisfaz a condigao:

) rn(T
lim L =0
Tz—a (:E — a)”
Dados f, n e a, o polinémio p, anterior é o tnico polinémio para o qual o resto r, satisfaz
aquela condigdo. Tem a propriedade de todas as suas derivadas (até a ordem n) no ponto a

coincidirem com as respectivas derivadas de f no mesmo ponto.

Como usar a férmula de Taylor para estudar a existéncia de um extremo de f no ponto a?
Comecemos por recorrer a formula de 12 ordem:

f(@) = fa) + f'(a)(z — a) + ri(x)

@)= fla) = o =) (10 + ) (12)

Supondo que f'(a) # 0, o sinal de f'(a) + {;EZ)) serd o mesmo de f’(a) (numa vizinhanga de
a suficientemente pequena); logo, o produto por x — a tera sinais diferentes consoante = > a
ou r < a, pelo que nao existe extremo no ponto a. Conclui-se assim que para existir extremo
num ponto (em que a funcao seja diferencidvel!) a derivada deve ser nula (facto que ja era
conhecido de Anélise I).

Supondo agora que f'(a) = 0, a férmula (12) nada permite concluir. Se a funcdo f tiver

segunda derivada finita, podemos recorrer a aproximacao de 22 ordem:

F@)— (o) = F@)(x — a) + £ 1"(a)(x — ) + (o)
—x—CLQ l//a 702(1’)
—w- Py + 2

Se f"(a) # 0, a diferenca f(x)— f(a) tem sempre (numa vizinhanga de a) o mesmo sinal, uma
vez que ¢ igual ao produto de (z —a)? (sempre nao-negativo) por um valor que tem um mesmo

sinal (o sinal de f”(a)). Neste caso conclui-se que existe extremo em a (de que tipo?).
Se f"(a) = 0, estamos numa situacao semelhante & anterior, e hd que tentar uma aproxi-

macio de maior ordem. (Que acontece se f(0) # 0? E se f”(0) = 0 mas f®*(0) # 0?)

Note que pode acontecer que todas as derivadas de f no ponto a existam mas
sejam nulas (sem que a func¢do seja nulal); também pode suceder que todas as
derivadas se anulem até certa ordem e nao exista derivada de ordem maior—nestes
casos, o método € inconclusivo.
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2 Funcoes de varias variaveis

Para funcoes reais f definidas em subconjuntos de R™, o Teorema de Taylor tem enunciado
semelhante ao do caso m = 1, embora a notagao possa complicar a sua leitura.

2.1

Comecemos por retomar o caso m = 1 com a mudancga de variavel h = r — a; a formula de 32
ordem (por exemplo) assume a forma:

Flath) = f(a) + hf'(a) + £ (a) + 531" (@) + rs(h)

(Repare-se que continuamos a designar o resto pelo mesmo simbolo r3—em rigor, deveriamos
escrever r3(a + h), ou entdo substituir ‘r’ por outra letral)
Utilizando a notacao (Df)(a), (D*f)(a), etc., obtemos:

flath) = f(a) + H(D)(@) + G h2(D?1)(a) + b (D*F)(a) + ro(h)

O valor de f(a+h)—r3(h) (que podemos designar por p3(h), com o mesmo abuso de linguagem
j& mencionado a propdsito do resto) pode ser escrito na forma:

pa(h) = (f+<hD>f+ Loepypy X (h3D3)f)()

Tente compreender cuidadosamente o significado do 22 membro! Por exemplo, a expressao
‘h2D?’ nao designa um nimero, nem uma funcdo, mas sim uma operacio—a operacao que
consiste em “derivar duas vezes e multiplicar pelo nimero h?”; uma expressao como ‘(h*D?) f’
designa uma funcao—a funcao que se obtém aplicando a operagao anterior a funcao f; por
fim, ‘((h*D?)f)(a)’ j4 designa um nimero—o valor da fungao anterior no ponto a.

No que se segue, escrevemos (h*D?)f em vez de ((h*D?)f)(a)—em geral,
subentende-se que todas as fungoes estao aplicadas a um dado ponto a.

Na mesma ordem de ideias, a expressao ‘(hD)?’ designa a operacao que consiste em “derivar e
multiplicar por h, duas vezes” (ou seja, (hD)? = (hD) o (hD)). Como é claramente o mesmo
que “derivar duas vezes e multiplicar por h?,” obteremos ainda:

palt) = (14 (D)F + 55 WDPS + 5 (DPS ) = (14 (D) + ZODP + 5 (hDP )  (13)

A ultima expressao obteve-se “pondo em evidéncia” f. Isto é legitimado pela definicao de soma
de duas (ou mais) aplica¢oes: sendo T, S aplicagoes (como hD, (hD)?, etc.), a soma T + S
associa a cada f a funcao Tf 4+ Sf.

2.2

Passando ao caso das fungoes de m variaveis, a férmula de Taylor (de ordem n) serd

fla+h)=p,(h)+ry(h), (14)

5/15



Anaélise Matematica 11 Férmula de Taylor 2° Semestre  2002/2003

onde a = (ay,...,a,) e h = (hy,...,hy). A funcdo p, é ainda um polinémio (nas varidveis
hi,...,hy) e o resto verifica a condigao:
r,(h
m_,
h—0 ||h]|

A expressao de p,, é:!

) = (14 (094 0TV 4k 09 )1 (15

Para melhor compreender o significado da expressao do 22 membro, compare com (13) e recorde
que para funcgoes de vérias variaveis o gradiente desempenha o papel que cabe a derivada em
diversas férmulas relativas a funcoes de uma sé variavel. Em vez do escalar h, temos agora
o vector h, e o “produto” hD é substituido pelo “produto interno” h - V. A expressao ‘h -V’
designa a operagao que a funcao f faz corresponder a funcao (h - V)f, definida como:

(h-V)f = (0-Vf) = (b ch) - (2 ) = bt b2
Por sua vez, o valor desta funcao no ponto a sera:
(h-W)f)(a) = (gl + -+ hmgl)(a) = igh(a) + - + hug-(a)
Considerando m = 2 (como exemplo), podemos ainda escrever:
h'v:(hlahQ)'(%v%) :h1a%+h23% (16)
O segundo membro representa a operagao tal que:
(hgs +hagy) f = Mgt + ha3y

Que significard (h - V)?? Tal como acontecia com (hD)?, trata-se de aplicar duas vezes a
mesma operagao a funcao f:

(h-V)’f=(h-V)o(h-V))f= (h-V)((h V) = (higs +hafo) ((higy + hags) f)
= (M2 + ha ) (55 + ho8L) = ha (S5 + ho8L) + ha (a5 + ho8L)

2
= ML+ hahy 2L + hohi 2L + h35 L (17)

A férmula de Taylor de ordem n é véalida quando a funcao f é n vezes diferenciavel no ponto a.
(A funcao é duas vezes diferenciavel em a sse as suas derivadas de 12 ordem sao diferencidveis
em a, é trés vezes diferencidvel sse as suas derivadas de 2% ordem sao diferenciaveis, etc.)
Nestas condigoes, prova-se (Teorema de Young) que nas derivadas mistas de ordem nao
. 7’ d N . ~ 2 2
superior a n é possivel trocar & vontade a ordem da derivacio—2L = ZL  ete.
O0zxdy Oyox’
Assim, (17) equivale a:

*f O f R f
. 27 _ 12 2
(- V)2f = hi5 5 + 2hiha 8y+h28y2
0? 0? 0?
_ <h28 5 + 2hahy s - 5 +h§—ay2>f (18)

INao se pretende demonstrar aqui a férmula.

6/15



Anaélise Matematica 11 Férmula de Taylor 2° Semestre  2002/2003

Por outro lado, retomando a igualdade (16) podemos escrever:

0 9\’
h-V)?=(hio+ha=— 19
R (e (19
Comparando com (18), vemos que o quadrado no 2¢ membro de (19) pode ser desenvolvido
como se se tratasse do quadrado de uma soma de nimeros reais:

0 0\ 9\ 9\’ 9 0
hi—+h h + | ha— | +2hiho——
( Yo 28y) ( 18x) 2oy 1201 dy
0? 0? 0?
=hi=—— + h3= +2hh
Lox2 T 2 oy2 "2 020y
Para entender estas igualdades, ha que recordar que os “produtos” representam de facto com-
posicoes de aplicacoes; ora, as propriedades dos niimeros reais utilizadas na deducao da férmula
do binémio de Newton sao ainda validas para as aplicacoes em causa, desde que se substitua
o produto de niimeros pela composicao de aplicagoes. Por conseguinte, a férmula do binémio
permanece valida, para qualquer poténcia; por exemplo:

m.vﬁz<mfi+m§>3

ox Jy
03 03 03 03
3 2
_hla 3 T3 h28 20y + 3 20x0y 2+h28 3

Para calcular (h - V)3f, podemos aplicar o 2° membro anterior a f, directamente; se for
conveniente, também podemos atender a que

(h-V)*f = (h-V)((h-V)*f) ,

ou seja:
0 0 82f 0*f L, O f
(h-V)°f (h18_+h28_y) (h 19,2 2h1hg8 ay +h28y )
0 0
2.3

O estudo dos pontos de extremo local de uma funcao de m variaveis faz-se de modo semelhante
ao do caso m = 1. Em primeiro lugar, para que f tenha um extremo no ponto a é necessario
que o gradiente de f se anule nesse ponto, desde que a funcao seja diferencidvel no ponto:?

Pensemos no caso m = 2, para fixar ideias. Se f tem extremo local em (a, b),
entao a fungao g tal que g(z) = f(z,b) também tem extremo local em = = a—se a
fungao f aumenta (por exemplo) quando nos afastamos um pouco do ponto (a, b),
aumenta, em particular, quando nos afastamos de (a,b) ao longo da recta y = b.
Logo, ¢'(a) = 0, ou seja, 8gc(a b) = 0. Pela mesma razao, g—z(a, b) = 0.

20 argumento seguinte mostra que ndo é necessirio que a funcao seja diferencidvel no ponto—basta que
existam as derivadas parciais.
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Por conseguinte, para além dos pontos em que o gradiente nao exista, os tnicos “candidatos”
a pontos de extremo sao os pontos em que o gradiente se anula—pontos de estacionaridade.
Para cada um destes pontos, recorre-se a férmula de Taylor para tentar estudar o sinal de
f(a+h)— f(a).

Os exemplos seguintes ilustram as diversas situagoes que podemos encontrar. (Todos os
exemplos se referem a funcgoes f : R? — R. O caso geral é essencialmente idéntico.)

Exemplo 1

1
Funcao: =
ungdo: f(x,y) Ty

Pontos de estacionaridade?

of 2x af 2y

dr (422422 dy  (1+a2+y?)?
V=0 (z,y) =(0,0)

Férmula de Taylor:

F(hi o) = £(0.0)+  (h-V)f +%(h-V)2f+r2(h1,h2)
—— !

=0 no ponto (0,0)

V[ 0%f 0% 92 f

Termo de 22 ordem?

o0 f
M(O,O) = -2

o0 f

6—y2(0,0) = -2
0 f
0yox

(0,0)=0
Férmula de Taylor:

(s ha) = F0,0) = o (=242 = 208) + vyl o)

2 ra(hy, hy)
gz (o2 el h)
‘4M+%( m+h%wg)

—np? (-1 )

|2
——
—0qd. h—0

N J/

TV
<0 para ||h|| pequena

Logo, (0,0) é ponto de maximo local. (Para esta funcao, era facil ver imediatamente que a
fungdo tem um tnico extremo, na origem, e que se trata de um méaximo global.)
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Exemplo 2
Fungdo: f(z,y) =zy+x+1

Pontos de estacionaridade?

Derivadas de 22 ordem:

of

530, -1) =0

Férmula de Taylor:

’f
oy?

of

=y+1

ox

Vfi=0% (z,y) = (0,-1)

(0,-1)=0

0 f
0xdy

_ 9
- Oyox

(0,—1) 0,—-1) =1

1
ﬂ0+m,4+hg—fm;4y:5@%0+h§0+2m@y+mwb@)

hihs
h2+h3

A expressao

h1h2 T'Q(h)

= |[|” ( -
b hi+h3  |/h[?
N———

—0

(. J

~
7

nao tem sempre o mesmo sinal (compare com o Exemplo 1, onde

havia uma constante no lugar desta expressao). Por exemplo, para (hy, he) = (r,7), com

hiho

r > 0, vem

> 0, e para (hy, hy) = (r, —r) vem

hiho

< 0. No caso (hy,hy) = (r,7)

h2+h3 hi+h3
teremos: 9 (h)
T T9
hy, =14 hy) — f(0,—1) = ||h|]?
f( 1, + 2) f( ’ ) H H (T2+T2 T2+T2)
——
1/2 —0qd.r—0

Note-se que lim,_, ﬁ

= 0, por se tratar de um limite relativo de limy_,q

ro(h)

TR Por

conseguinte, quando h é da forma h = (r,r) a diferenca f((0,—1) + h) — f(0,—1)
é positiva (para h suficientemente pequeno). De modo semelhante se vé que aquela
diferenca é negativa quando h é da forma h = (r, —r). Assim, a fun¢ao nao tem extremo
na origem.

Exemplo 3
Funcdo: f(z,y) = 2 + 2y* + xy

Pontos de estacionaridade?

of of

— =2 =4

ox Ty dy y+e

Vi=0& Ty =17 < (z,y) = (0,0)
dy+x=0 y=0
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Derivadas de 22 ordem:
82f
a 2

0% f
Dy?

02 f
oxdy

Z2(0,0)=2  —==(0,0)=4 (0,0) =1

Férmula de Taylor:
Flhs.ha) — £(0.0) = l(h V)f 4 rafh)

! ()
g (- 977+ e 2

—HhH2 2h3 4 2h1hy + 4h%  1a(h)
hi + h3 [Ih?

(21)

Tal como nos exemplos anteriores, a questao que agora se poe é a de saber o sinal de
)
h) -~ . A . .
(21). Supondo que —Tfh(HQ) nao tem influéncia (tal como acontecia nos exemplos anteriores),

hé que estudar o sinal de 2h3 + 2hihy + 4h3:

2h7 + 2hihy + 4h5 = 2(h] + haha + 2h3) = 2((h] + hihe + 1h3) + Ih3)
=2((h1 + 3ho)? + Ih3) > 0

Como se vé, o valor de (2h? + 2h1hy + 4h3) /(h} + h3) é sempre nao-negativo, e s6 é nulo
quando (hy, hs) = (0,0). Isto parece indicar que (0,0) seja ponto de minimo local; no
entanto, hd que saber se é possivel desprezar o termo r3(h)/|[h||?. O ponto essencial

desta questao ¢ que o conjunto dos valores de (2h3 + 2h1hy +4h3) /(h} +h3) (para h # 0)

ro(h)
R

nao afecta o sinal de

tem um valor minimo M. Como M ¢ necessariamente positivo, o termo M + é

r2(h)
]2

positivo para h numa vizinhanca de zero apropriada; ora, se

2h2 +2h1h1+4h 9 (h)
G A T
2h§+2h1 hy-+4h32
h2+h2

M+ 7 i (h), também nao afecta o sinal de uma vez que se ‘”(h ‘ <M

hi}?
2h3+2h1 hy+4h3
h2+h3

também Hfhﬁ]%’)‘ < , pois M <
Quanto a existéncia do minimo M: Fagamos v = h/|hJ|, para h # 0.

Entao: ) )
2hi 4 2hyho + 4h5

hi + h3
Quando h passa por todos os valores possiveis (excepto 0), o vector v cor-
respondente passa por todos os pontos da circunferéncia de raio 1 e centro
em 0. Ora, a fungio vy — 20? + 2v,vy + 4v2 é continua; pelo Teorema de
Weierstrass, a fungao tem minimo quando (vq,vy) varia num conjunto (nao
vazio) limitado e fechado (como é o caso da circunferéncia ||v|| = 1).

= 202 + 20,0, + 403

Que outros tipos de casos serao possiveis, além dos vistos nos exemplos anteriores? Se o valor
de (h - V)f (no ponto de estacionaridade subentendido) for sempre negativo (nulo apenas
quando h = 0), é claro que f terd méximo local no ponto em questao (como exemplo, basta
considerar a fungao do Exemplo 3 com o sinal trocado).

Assim, para tentar classificar um dado ponto de estacionaridade, estudamos o termo de 22
ordem da férmula de Taylor. Sabemos o que concluir nos casos em que:

e (h-V)?f >0 para todo h # 0
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e (h-V)2f <0 para todo h # 0

e (h-V)2f > 0 para algum valor de h e (h-V)?f < 0 para algum outro valor de h
Pode acontecer que:

e (h-V)%f =0 para todo h

Neste caso, havera que estudar a férmula de 32 ordem, tal como acontecia com as funcoes de
uma s variavel. Porém, podemos encontrar duas outras situagoes:

e (h-V)%f >0 para todo h, com (h-V)%f = 0 para algum h # 0
e (h-V)?f <0 para todo h, com (h-V)2%f = 0 para algum h # 0

Note que o caso “(h - V)2f = 0 para todo h” é um caso particular dos dois ultimos.

Exemplo 4
Fungdo: f(z,y) = z%senxz + y?shy
Pontos de estacionaridade?
Vf = (z%cosx + 2rsenx,y*chy + 2yshy)

Para (z,y) = (0,0) vem Vf = (0,0). (H4 uma infinidade de pontos de estacionaridade,
mas vamos estudar apenas o ponto (0,0).)

Termo de 22 ordem:

0? & v
8_;;:4xcosx—x28enx+2senx 8—;;:4ychy+y28hy+28hy c%voz:y:()

No ponto (0,0) vem (h-V)?f = 0 para todo h.
Termo de 3% ordem:
(h-V)’f = (h-V)((4zcosz — z°senz + 2senz)hi + (dychy + y*shy + 2shy)h3
+2-0-hihy)
= (g +hagt) ()
= h¥(—6xsenz + 6cosz — x*cosx) + hi(6chy + 6yshy + y* chy)
No ponto (0,0):
(h-V)?£)(0,0) = 6h3 + 6h3
Férmula de Taylor:

(s, ha) = £(0,0) = 55 (6h + 6h) + ry(h)

6 b3+ h3  ra(h)
— ||h 3 2 2
& (3! P ||h||3)
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Estamos numa situagdo semelhante & do Exemplo 2. Para (hq, hy) = (r,7) (com r > 0),

vem h3 +h3 = 2r® > 0. Isto é, quando o vector h tem coordenadas iguais (por exemplo)

sye 6 h?Jrhg , o . ~ i
e positivas, o valor de 3 ap © positivo (independentemente de r ser ou nao pequeno);

r3(r,r) 6 h3+h3

para r suficientemente pequeno, o valor de e nao afecta o sinal de 31 R Logo, a

fungao aumenta quando se passa de (0,0) para um ponto (r,r) suficientemente préximo
(desde que r > 0).

Analogamente, considerando (hi,hy) = (r,r) com r < 0 vemos que a fun¢ao diminui.
Por conseguinte, a fungado nao tem extremo no ponto (0,0).

A conclusao deste exemplo estende-se a qualquer funcao para a qual o
primeiro termo da férmula de Taylor que nao se anule para todo h seja o de
32 ordem. De facto, em vez de h} + h3 teremos uma expressao da forma?®

3

> aighihs

i,j=0

(j+k=3)
onde pelo menos algum dos coeficientes a;; ndao é nulo. Escolha-se (hy, hs)
de modo que o somatorio nao seja nulo. Multiplicando h por r, o somatoério
vem multiplicado por r3. Logo, escolhendo r > 0 e r < 0 obtemos valores de
(rh - V)3f de sinais diferentes.
Mais geralmente, a conclusao mantém-se em situacoes deste tipo, quando

o primeiro termo da formula de Taylor que nao se anule para todo h seja de
ordem impar (ndo necessariamente de 32 ordem).

Exemplo 5
Fungdo: f(x,y) = 2" +y*

O tnico ponto de estacionaridade é a origem. Neste caso, o primeiro termo da féormula de
Taylor que nao é identicamente nulo é o de 42 ordem:

(s ) = F(0,0) = 5 (240 + 24h) + (i o) (22)

Como se vé, existe um minimo local na origem.

Neste exemplo, acontece que o resto de 42 ordem ¢é idénticamente nulo. Por
outras palavras, estudar o sinal do termo de 42 ordem é equivalente em dificuldade
(ou facilidade) a estudar directamente o sinal do 12 membro de (22). Isto deve-se
ao facto de a funcao ser ela prépria um polinémio, o que, obviamente, nao é o caso
geral.

3Se 0 espaco em questdo for R”, obtemos uma expressao da forma Z?j k—1 Nihjhra;ji, € o resto do argu-
mento é semelhante.
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Exemplo 6

Funcao:

fl,y) = (z—y)? =o' =y
V= (2 —y) —42°, =2(x —y) — 4y°)
Vf =0< (fL“,y) = (070) \ (xvy) = (17 _1) \% (.Clﬁ,y) = (_1’ 1)

Termo de 22 ordem, no ponto (z,y):
(h-V)?f = (2 — 122*)h% + 2(—2)hyhy + h3(2 — 12¢7)
Para (z,y) = (1,—1) ou (z,y) = (—1,1), obtemos:

(h-V)?f = —10h7 — 4h hy — 10h3
Férmula de Taylor, para (z,y) = (1,—1):

1
f(L+hy,—14hy) — f(1,-1) = 5(—10h§ — 4h1hy — 10R3) + ro(hy, o)
—10h} — 4hihy — 10h3 = —10(h} + 2hyhy + h3)
= —10(h} + 2hiho + 5h3 — 5=h3 + h3)

= —10((h + o) + 203)

Conclui-se que (1, —1) é ponto de maximo local.

A conclusdo é a mesma para o ponto (—1,1).

Férmula de Taylor, para o ponto (0, 0):

1
f(hi, hy) — £(0,0) = 5(2h§ — 4hyhg + 2h3) + 72(h, ho)

2 (= he)? | ra(h)
- (P i)

O valor de (h; — hy)? é sempre nao-negativo, mas pode ser nulo sem que (hy, hy) = (0,0)
(por exemplo, quando (hy, he) = (1,1)).

Ao contrario do que poderia parecer a primeira vista, ndo se pode concluir que exista
um minimo local na origem. Comparando com o que acontecia no Exemplo 2, e fazendo

v = h/|/h]|, vemos que o minimo de (v; — v3)? na circunferéncia ||v|| = 1 é zero, pelo
que nao podemos desprezar T”ﬁﬁ‘;

No entanto, para uma dada direcgdo de h, diferente da direccao de (1,1), o valor de
(h1 — h2)?/||h||? serd positivo, e a parcela % nao afectard o sinal daquele valor desde
que || hl| seja suficientemente pequena. Por exemplo, para h = r(1,2) vird f(h) > f(0)
para todo r > 0 suficientemente pequeno. Se encontrarmos outra direccao de h para
a qual f(h) < f(0) desde que h seja suficientemente pequeno, poderemos concluir que

nao temos um ponto de extremo. Ora, a tnica direcgao para a qual ha possibilidade de

13/15



Anaélise Matematica 11 Férmula de Taylor 2° Semestre  2002/2003

isto acontecer é a direcgao do vector h = (1, 1), pois para qualquer outra a situagao seria
idéntica a do caso h = (1, 2).

Assim, ha que recorrer a uma férmula de Taylor de ordem superior, a qual s6 nos
interessard para vectores h colineares com (1,1):

(h- V)’ f = (—242)h} + (—24y)h;
Para (z,y) = (0,0), vem (h-V)3f = 0.
(h-V)*f = —24h] — 24h;

Foéormula de Taylor de 42 ordem:
1 1
f(hi, hy) — £(0,0) = 5(2h§ — 4hyhg + 2h3) + E(-%h;‘ — 24h3) + 14(hy, hy)
Quando h; = hsy, vem:

1
f(hy, hy) — £(0,0) = 5(—24h;l —24h3) + r4(h1, ho)
_ HhH4 (1_24(h11 + h%) + T4(h>>
4 | [h[*
4 |py4(v2)* [

1/4

E claro que a parcela r4(h)/|/h|[* ndo afecta o sinal da soma (desde que ||h|| seja sufici-
entemente pequena).

Concluindo: Parah = r(1,2) etodor < 1 (com ¢; > 0 apropriado), temos f(h)—f(0) >
0. Parah =r(1,1) e todo r < €5 (com g5 > 0 apropriado) temos f(h)— f(0) < 0. Logo,
0 nao é ponto de extremo: se fosse ponto de maximo (por exemplo), existiria € > 0 tal
que f(h) — f(0) < 0 sempre que ||h|| < &; mas para h = (r,7) e r apropriado (mais
precisamente, r < min{e,, ¢/v/2}) viria f(h)—f(0) < 0 (porque r < &) e f(h)—f(0) > 0
(porque ||(r,7)|| <€), o que é uma contradigao.

Exemplo 7

Fungdo: f(z,y) = y* — 42y + 32*
Ponto de estacionaridade: (0, 0)
Termo de 22 ordem: (h-V)?f = 2h2

Férmula de Taylor:

1
f(hi,hs) — £(0,0) = 52@ + 79(hy, hy)
h2 Tg(h)
— (s + )
[h)>  ||h[]?
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O valor de h3 é sempre nao-negativo, mas pode ser nulo sem que h seja nulo: caso de
ho =0 (h = (1,0), por exemplo).

A situagao ¢ semelhante & do Exemplo 6 (caso do ponto de estacionaridade (0,0)).
Escolhida uma direcgao que nao seja a do vector (1,0), a diferenga f(h)— f(0) é positiva
desde que ||h|| suficientemente pequena. Serd que ao longo da direcgao de (1,0) aquela
diferenca é negativa?

Férmula de Taylor para h colinear com (1,0):

F(his ha) — £(0,0) = 27213 + 1y (hy, 0)

{ T

F(hr,0)
1 72]’L4 T’4<h1 0)
_ ||h||4(— AICE (23)
I ERTE

O valor de 72h{ ¢ positivo (para ser nulo, teria de ser h; = hy = 0, e este caso estd
excluido). Para ||h|—ou seja, |h;|—suficientemente pequeno, a parcela r4(h)/||h||* nao
afecta o sinal de (23). Logo, f(h1,0) — f(0,0) > 0.

Poderemos concluir que a func¢ao tem um minimo local na origem? Tal
conclusao estaria errada!

O que se provou é que para cada direc¢ao do plano a diferenga f(h) — f(0) é positiva
desde que h tenha essa direcgao e tenha norma suficientemente pequena. Mas o grau de
“pequenés” a exigir de [|h|| (isto ¢, o valor de € tal que ||h|| < € implique f(h) > f(0))
pode depender da direccao; como o numero de direcgoes distintas é infinito, pode ser
impossivel obter um valor de £ que seja apropriado para todas as direcgoes (se estivés-
semos interessados em apenas duas direccoes, bastaria escolher o menor dos dois valores
de ¢ correspondentes).

Em situagoes deste tipo, o recurso a formula de Taylor nao permite classificar o ponto
de estacionaridade.

No caso presente, é possivel resolver o problema por inspeccgao:

fla,y) = f(0,0) = y* — 4oy + 32"
= o® — 4oy + 42* — 42t + 32
=(y— 21’2)2 —a?
= (y —22° — 2*)(y — 22° + %)
= (y —32%)(y — 2%)

Para pontos (z,y) situados entre as pardbolas de equagoes y = 322 e y = 22, vem
y—3r2 <0ey—2>>0 (isto é, f(z,y)— f(0,0) < 0). Para (z,y) acima da pardbola
de equacao y = 32, vird f(z,y) > f(0,0). Logo, em qualquer vizinhanca da origem
existem pontos em que a diferenga f(x,y)— f(0,0) é positiva e pontos em que a diferenga
é negativa; por conseguinte, a funcao nao tem extremo na origem.
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