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, , r?—3 )
1. Considere os conjuntos A ={z € R: =—— >0} e B = {3"/2:n € N}.

1 — x|

(a) Mostre que A = [—/3, —1[U]1,/3].
(b) Calcule int(AU B) e fr(AU B). Serd AU B um conjunto aberto? Justifique.

(c¢) Determine, ou justifique que nao existe, o supremo, o infimo, o méximo e o minimo
de B.

(4,5 valores)

2. Calcule os limites das seguintes sucessoes, apresentando todos os calculos efectuados:

(a) V3" +n;

n—+1
Y e

k=0

(3 wvalores)

3. Considere

() v € R\{-2}.

T r+2
Mostre, usando o Principio de Inducao Matematica, que

n!
@) = (' gy Y EN.

(2 wvalores)

4. Calcule, justificando
lim ((1'2 4 1)1/arctanx> '

z—0

(1,5 valores)
(v.s.tf)



5. Considere a funcao
|zle” sex <1

fz) =

sex >1
z+1

a) Determine o dominio de f.

(
(

)
b) Estude f quanto a continuidade em = = 1.
(¢) Determine a fungao derivada f’.

)

(d) Calcule, justificando, lim f(z).

Tr——00

(6 valores)

6. (a) Seja f: R — R uma fungao diferencidvel em todos os pontos de R. Suponha que
li "() = 0.
L S =0

Use o teorema de Lagrange para provar que

hT(ﬂx+D—f@»:O
(b) Use a alinea anterior para justificar que

lim ((z+1)*—2%) =0,

r——+00
onde a €]0, 1].
(3 valores)



1.

(a)

RESOLUCAO
(com notas explicativas)

Dado que
?—-3=0&z=+v3ouz=—V3,
el—Jz|=0&1—-2=00ul—(—2)=0&zx=1ouz=—1,

podemos construir o quadro de sinais seguinte:

—0 —V3 -1 1 V3 +00
x? —3 + 0 — — — — — 0 +
1 — |z — — — 0 + 0 — — —
)

-3

v — 0 + Ss — Ss + 0 —
1 — |z|

3

|z]

0s que pertencem a [—\/g, —1 [ U } 1, \/ﬂ Logo,
A= [—ﬁ,—l[u]l,\@] .

Temos que B = {\/5, 3,v/33,3%, ... }

Assim,int(AUB):}—\/g,—l[ }1 \/_[efrAUB { V3, 1,1}UB.
AU B nao é um conjunto aberto pois ha elementos de AU B que nao pertencem
a int(A U B) como, por exemplo, 3.

Como 3™? é uma sucessdo crescente e lim 3™? = 400, o conjunto B ndo é
n——+o00

majorado nao tendo, por isso, nem supremo nem maximo.

Uma vez que 32 é uma sucessao crescente o primeiro elemento desta sucessao,
V/3, é um inffmo de B e, dado que pertence ao conjunto, é também o minimo de
B.

Un+1

Dada uma sucessao {u, }neny em que u,, > 0, V,en, sabemos que, se lim =b
n—-+o0o Un
entao lim u, =b.
n—-+o00
+1
. Un+1 . 3" +n+1
Uma vez que 3" +n > 0,V,en, calculemos lim —— = lim ——— .
n—-+0o Uy, n—-+o0 3"+ n
Dividindo ambos os termos da fraccao por 3"*!, obtemos
1 3n+1
llm 3TL+ + n + 1 _ llm 3n+1 _|— 3n+1 + 3n+1
n—+00 3" +n n—+0o0 3311 + 3n+1 ’
. p .
uma vez que, como sabemos, lim % =0,Vp € N,Va > 1, podemos concluir que
n—-+0o00

0
lim 3ﬁ+1 +,3n/+1 +/3»r{+/1(_ 14040
i 3 .y

0
37 n
R e

3

= 3.




Logo, lim /3" +n = 3.

——+00

(b) Temos,

~ n+l  n+l n+1 n+1
2 it v ettt e

n+1
Vant+n

n
Uma vez que temos n+1 parcelas, que
V3n4

é a parcela mais pequena, podemos concluir que:

é a parcela maior enquanto

Por outro lado,

n+1)?
(nt1? %‘i‘%‘i‘ 14040 1 VB

lim ——— = L

n—+oo4/3nt 4+ notoo ¥3n4n 32?” oo %ﬁ’ v3+0 V3 3
\/ 7+ 4

Analogamente,

1
n 2 n
ma1p e g0

1
nl—1>r—ir-100 3n4 nl—l’rfw—@ N nl—l*r‘{loo \/;3 - \/g B % -
n 3
4

Assim, pelo Teorema das Sucessoes Enquadradas, podemos garantir que

lim "—n_|_1 —ﬁ
n—too k=Bt 4k 3

3. A propriedade que queremos provar é P(n) : f((z) = (—1)”#,%1 e N.
Comecemos por provar que P(1) é valida. Temos:

1= (1) = k=

T +2 (x+2)2 (x4 2)1+1

logo P(1) é vélida.
Hipétese de Inducdo: P(k) é valida, isto é, f®)(z) = (—1)k( M

z+2)kt1:

Hipdtese de Indugio: P(k + 1) é valida, isto ¢, f*1(z) = (=1)* 5

(Dito de outra forma: vamos mostrar que P(k) = P(k + 1))

Sabemos que

FED @) = (fP ()"



d.

Por hipdtese de inducao,

/ _ . .
(fk(:r))/:((_l)k%) PR R (CR

(x+2 (= +2)%+D)”
LB+ Dz +2)F w1 (K+1)
= (—1)k+ (m n 2)2k+2 = (—1) W

Temos, entao, que P(k) = P(k+1) e, pelo Principio de Indu¢ao Matematica, podemos

concluir que
|

n n n:
£ @) = (-1 (g ¥ € N

Ao calcular lim ((a:z +1)Y arcmm) obtém-se uma indeterminagao do tipo 1.
xTr—>

Uma vez que 22 + 1 > 0,Vz € R, podemos efectuar a seguinte manipulacao algébrica,

1/arctan x
lim ((x2 + 1)1/amanx> = lim elog<($2+1) ) — lim ez 10g(a%+1)

z—0 z—0 z—0

log<m2+1

N—

hn}) arctan
—_= ezr—

O, $2
Ao calcular lim s(a*+1) obtém-se uma indeterminacao do tipo 2. Vamos aplicar a regra
x50 arctanz 0
de Cauchy ao cdlculo deste limite considerando f(z) = log (2% + 1) e g(z) = arctan z.
2z 1
/ _ / — .
f(x)—x2+1eg(x) 1+ 22

Estamos em condigoes de aplicar a regra de Cauchy porque,

e f e g sdo diferencidveis num intervalo do tipo | — a,al, a > 0 porque as derivadas
tomam valores finitos neste intervalo.

1
e ¢(x)= e #0em | —a,al, a>0.
x
o lir% fx) = 1iII(ng($) =0
/ 2x
Como, lim f/(x) = :""21+ L — lim 22 = 0 existe, concluimos que também existe lim Lx)
=0 ¢'(z) g o0 =0 g(x)

e tem igual valor. Assim
log<12+1)

. 1/arctan z lim ———~
lim ((:1:2 + 1) / ) = ea—o wctans . — o0 —

z—0

(a) O dominio da fungao f é dado pelo seguinte conjunto:

Di={zeR:z<1lV(@>1Az#-1)}=R



(b)

Sabendo que
2

1
17) = 1i = 1li =
f7) = lim flo) = o =5

= f(1)
e que
f(17) = lim f(z) = lim |z]e® =e,

r—1~ r—1—

podemos concluir que f nao é continua em 2 = 1 porque f(17) # f(17).

Podemos reescrever a funcao f do seguinte modo:

—xe’  se <0
flz) = ze® se 0<z<l
2
w“—H se x> 1.

Pela alinea anterior podemos imediatamente concluir que f nao é diferenciavel
em x = 1, uma vez que nao é continua neste ponto.

Temos ainda que estudar a diferenciabilidade no ponto x = 0. Assim, calculamos

f(z) = f(0) ze®

rin+\ . 1: BT e
0 )_azlg(gl+ z—0 —xli)r(r)1+ T !
e 0 .
#(07) = lim f@) =0 _ o z2e
r—0~ xr — 0 r—0~ X

Donde concluimos que f nao é diferenciavel em x = 0.

A funcao derivada s6 esta definida onde f é diferenciavel, logo

—(1+x)e” se <0

fl(z) = (14+z)e® se O0<z<1

(I;jf)ﬁ se x> 1.
. . . . —X
lim f(z)= lim |z|e® = lim —ze® = lim :
T——00 T——00 T——00 r——o00 7%

Podemos fazer a mudanca de variavel, y = —x, obtendo

lim = =0
y~>+oo ey

Nota: Este limite poder-se-ia ter calculado aplicando a Regra de Cauchy.

Consideremos o intervalo genérico da forma [z,z + 1], com 2z € R*. Como f é
diferencidvel em R* podemos concluir que f é continua em [z, 2+1] e diferencidvel
em |z, x + 1[. Assim, pelo Teorema de Lagrange sabemos que existe ¢ €]z, z + 1]

tal que
fle+1) - fz)
e I

f(e) =
Ou seja, existe ¢ €]z, z + 1] tal que
f'e)=flx+1)— f(o).

6



Como ¢ > z, se x — 400 entao ¢ — +0o. E agora facil de concluir que

lim f(x+1)— f(z)= lim f'(¢c)= lim f'(c) =0.

r—-+00 r——+00 c——+400

Considerando f(x) = x*, sabemos que se trata duma fungao diferenciavel em R™
e, calculando a sua derivada obtemos, f'(r) = ax®"!. Basta agora calcular o
limite de f'(x) quando x tende para +oo,

a

lim f'(r) = lim az®' = lim =0,

——+00 z——+00 z—+oo0 gl—a
uma vez que 1 —a > 0.

Assim, dado que a funcao considerada esta nas condigoes do resultado enunciado
na alinea anterior, podemos imediatamente concluir que

lim f(r+1)— f(x)= lim (z+1)*—2*=0.

T——+00 Tr— 400



