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1. Considere a funcao real de variavel real definida por
flz)=(e" = 1)%

(a) Escreva a férmula de Taylor de ordem 3, no ponto a = 0, da funcao f.
(b) Prove que

f(z) > 22, para x > 0.

(c) Obtenha os pontos de inflexdo e determine o sentido das concavidades da funcao

f.

(5 wvalores)

2. Considere a fungao real de variavel real definida por

flz) = /z eVidt — 222,
(a) Calcule f'(z).

(b) Mostre que f tem um minimo relativo em = = log 2.

(3 valores)

3. Calcule o valor dos seguintes integrais:

(a) /0 log(2? + 1)daz;

log 3 9
(b) / ———dz. (Sugestdo: Use uma mudanca de varidvel adequada).
log 2 er —e®

(4,5 valores)

4. Calcule a area do dominio plano do 1° quadrante limitado pelas rectas y = z, r = 0,
1
= 2 e pelo gréfico da fungao f(z) = —.
x

(2,5 valores)
(v.s.f.f)



5. Determine a natureza do seguinte integral impréprio:

+oo \/E+sin2(:v)d
(1
- 3+ 2r—1

(2,5 valores)

6. Mostre que, se f é uma fungao continua em R e a é uma constante real nao nula entao

/OTf(ax)dx _ é/OT f(x)dz.

(2,5 valores)

RESOLUCAO

(com notas explicativas)

1. (a) A funcdo f pertence a C*(R). Assim, calculamos as derivadas até a terceira
ordem:

z)=(e"=1)%  f(0)=0
'(2) = 2(e" — 1)e* =2e** — 2¢*,  f(0) =0
"(z) = 4€* — 2¢”, 1"(0)=2

”/(LU) — 86296 o 261

T

Escrevemos agora a formula de Taylor, de ordem 3, no ponto a = 0, da funcao f;
existe ctalque 0 <c<zouxr<c<Oe

3

Fla) = F0)+ F O + 7" (0) 5 + 1" ()5

ou seja existe ctal que 0 <c<zouzx <c<Oe

f(z) = 2% + (4e* — ec)g.

(b) Queremos provar que f(z) > z? para x > 0. De modo equivalente, queremos

provar que
3

x
x? + (4e* — ec)g > 1%
com 0 < ¢ < x. O que é e equivalente a provar que

3
(4620—6‘3)% >0, 0<c<ua.

Mas, para z > 0 também temos que 23 > 0 e que
4e* —ef = e(4e° — 1) > 0

para ¢ > 0. Donde facilmente concluimos que

3
(4620—60)% >0, 0<c<ux,

e por conseguinte que f(x) > x? para z > 0.



()

Analisemos os zeros da segunda derivada de f. Assim
f(z) =4e* — 2" =e*(4e”" —2) =0 4" —2=0&

1
ex:§<:>x:—log2.

Para obter os pontos de inflexao e o sentido das concavidades analisemos o sinal
da segunda derivada de f.

Para = < —log2 temos que f”(z) < 0. Assim, f tem a concavidade voltada para
baixo no intervalo | — oo, —log 2[. Para z > —log 2 temos que f”(z) > 0. Assim,
f tem a concavidade voltada para cima no intervalo ] log 2, +oo[. Como a funcao
f muda de sentido da concavidade no ponto — log 2 entao o grafico de f tem um
ponto de inflexdo em (—log2, f(—log?2)).

Considerando as fungoes F(z) = / eVidt e g(z) = 2* tem-se f(x) = F(g(z)) —
1

2. Vamos primeiro calcular a derivada de F(g(z)). Atendendo a que h(t) = eV*

é uma fungao continua em [0, +0o0], entdo ela é continua em qualquer intervalo
da forma [1,a], a > 1 (ou [a,1], 0 < a < 1). Assim, pelo teorema fundamental
€T

do célculo integral, a funcao F(z) = eVidt ¢ diferencidvel em [1,a],a > 1

1
(ou [a,1], 0 < a < 1) e tem-se, F'(x) = h(z) = eV®. Como F(z) é diferencidvel
em [0, +o0l, g(x) = 22 é diferencidvel em R e tem contradominio [0, +o00], entao
F(g(x)) ¢é diferencidvel em R. Como

entao
(@) = (F(2?)) — (227).
Como (F(z2)) = F'(z2)(2?) = h(22)2z = 2ze¥**, concluimos que

f'(z) = 22eV™ — 4z = 2zel”l — 4z, Yz € R

Note que se x > 0, f'(x) = 2ze” —4x e f"(x) = 2(1 + x)e” — 4, donde se conclui
que f é de classe C? em R*. Podemos concluir que a funcao f tem um minimo
relativo em z = log2 se f'(log2) = 0 e f’(log2) > 0. De facto, f'(log2) =0 e
f"(log2) =4log2 > 0.

Este integral devera ser resolvido por partes. Para tal consideremos f(x) = 1
donde uma sua primitiva serd F(z) = x e g(r) = log(z* + 1) cuja derivada é

g'(r) = 245

Considerando a seguinte expressao para a integracao por partes / fg=Fg—

/ Fg' tem-se



1 1 9,
log(z? + 1)dz = [xlog(” 11-/ dr =
/0 og(z* + 1)dx [zlog(2? +1)], 1 02xx2+1 T
22" +2—2
= [1log(2) — 0] — ——dx =
tiog -0 | T
222 + 1) — 2
= log(2) — ——d
0g(2) /ﬁl 2 @
= log(2) — 2 — dr =
o82) = [ 2= e
= log(2) — 2 [z — arctan(z)]) =
=log(2) — 2[1 — arctan(l) — 0] =
—log(2)—2+g

(b) Faga-se a subtitui¢do e” =t < z = log(t), donde dz = }dt.
Procedamos a mudanga dos extremos de integragao: dados z = log(3) e x = log(2)
tem-se, respectivamente, t =3 e t = 2.

Assim o integral em questao pode escrever-se como

3 3
2 1 2
/ —dt = / dt.

Como o polinémio t? — 1 tem duas raizes reais, entao

2 A N B Alt+1)+B(t—-1) (A+B)t+(A- B)
2—-1 t-1

f+1 21 21

Pelo método dos coeficientes indeterminados
{A+B:O®{A:1

A—-B=2 B=-1
Donde,
52 51 1 5
dt = —— — ——dt =l|log|t — 1| = log |t + 1]|;, =

=log2 —log4 —log1+log3 =log 3.

4. O dominio plano pretendido esta representado a sombreado na figura seguinte:

O calculo da area pretendida envolve o calculo das areas das regioes representadas
pelas letras A e B.

Regiao A

Nesta regiao estao envolvidas as fungoes y = 2 e y = x sendo o ponto de interseccao
calculado com y =2 ey = % Assim temos:

2 & L

- = r==.

x 2

O primeiro ponto de interseccao é, portanto, P, = (%, 2). Como no intervalo [0, 1] a
funcao y = 2 é maior do que a funcao y = x, a area da regiao A, é dada por

1 271

2 x 1 1 1 1
29— 1) dr=|20——| =2.2—>.- —1- =

/O( x) dx [:1: } 55" 1



[ER]
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Regiao B

Nesta regiao estao envolvidas as fungoes y = % e y = x sendo o ponto de intersecgao

calculado comy =z ey = % Assim temos:

1
l—re =11 =+1.

8

O segundo ponto de interseccao é, porque estamos no primeiro quadrante, P, = (1,1).

Como no intervalo [%, 1] a funcao y = % é maior do que a funcao y = x, a area da
regiao A, é dada por

/; (% - x> do = [1og(:c) —~ %2]1 = log(l)—%—(log (%) _ % : le) _ —%—log (%)%

Uma vez que a area pedida é a soma da area da regiao A com a area da regiao B temos
que a area total é dada por:

1

2 e 11 1 1 1
/O(Q—x)dx—i-/; (E—x> d:c—l—g—§—log<§>+§—§+log(2).

. O limite superior do integral é +o00. Serd o integral improprio de primeira espécie ou
misto? Para o sabermos, serd necessdrio verificar se o polinémio p(x) = 23 + 2x — 1
se anula no intervalo [, +o0c]. Visto que p'(z) = 322 +2 > 0,Vz € R, a fungio p é
crescente em R. Como p(7) = 73 + 27 — 1 > 0, entdo p(z) > 0,Vz > .

Neste momento estamos em condigoes de garantir que o integral em estudo é de primeira
espécie.

Ora, para qualquer z > 7,

0<\/E+Sin2($)< Vr+1
— 23422 —1 T a3+2x -1




dado que sin®(z) < 1, para qualquer z € R.

Estudemos entao o integral

3+ 2x —1 .

s

Comparemo-lo com
400 1
—=dx

que é um integral de primeira espécie convergente, pois « =3 — 2 = 2 > 1.

2= 2
Ora,

CoFES L (ErWE L BV
lim —5— = lim s = 1 -
T—+00 7= z—+too 13 +2x — 1 z—+ooxs + 2 — 1

Dividindo ambos os termos da fraccio por x?, obtemos
0

B R/ R R
Iim ———%— = lim L

x——400 ] + 5 — = T—-+00 0 0 L
2 1+ Z+ ¥

Dado que o limite é finito e diferente de zero, podemos concluir que os dois integrais
sao da mesma natureza. Pelo que, o integral

+o0o 1
\/E——i_dx
3+ 2z —1

™

é convergente.

Pela desigualdade (1) podemos entao afirmar que o integral
too /1 + sin®(x)

—d

3+ 2x—1

™

é convergente.

T
. Vamos fazer uma substitui¢ao no integral, / f(ax)dz. Consideremos a substitui¢ao
0

t t 1
r = —, a fungao ¢(t) = — é uma funcio de classe C' em R, de facto ¢'(t) = — e a # 0.

Atendendo a que os limites de integragao na variavel x sao 0 e T', os correspondentes
limites de integracdo na variavel t sao 0 = ¢ 1(0) e aT = ¢ (T, respectivamente.
Efectuando a substituicao no integral tem-se:

/OT flax)dx = /Oan(t)édt = 2/0” F(t)dt.

1 aT 1 aT
- / f)ydt = - / f(z)dz (mudar a varidvel de integragao nao altera o integral)
a Jo a Jo

/OT flax)dx = %/OGT f(z)dz

Como

concluimos que,



