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Nota: Esta é apenas uma resolugao, de entre muitas outras possiveis.

Pergunta 1

a) Da substituicao sugerida t = v/1 4 22, resulta x = Vt2 — 1 e fli—f = t§71'
Logo,

/*w-/vﬁ—l ! dt-/;dt-
(3 + 22)V/1 + 2 2+t V2 -1 2 +2

)0 ()

1
1 7 V2 (
= — —Y= dt = — arctan [ —= | +C = — arctan
V2

com C' constante real.

z+1 z+1
G(m)/Mmdx/(x_l)de.

Verifica-se que

b)

z+1 A B
(z —1)(z —2) “eo1 a2
donde resulta © + 1 = A(z — 2) + B(z — 1).
Uma possibilidade para determinar os valores de A e B seria particularizar
esta equagao para:

r=1 = 2=—-AcA=-2
r=2 = 3=B0B.

G(f)_/< 3 2 )dx—31n|x—2—21n|x—1+c,

r—2 z-1
com C' constante real.

Sabendo que G(3) = 0, podemos concluir que C' = 21In(2). Assim,

G(z) =3In|z —2| —2In|z — 1| + 2In(2).



Pergunta 2

a)

A fungao integranda estd bem definida desde que ¢ # —1. Atendendo aos
extremos de integracao, sabemos que:

te[l,e* '] se z>1ou
tefe® 1] se x<1.

Como e*~! > 0,Vz € R, podemos concluir que a funcdo H estd bem
definida para qualquer valor real.

A equagao da recta tangente ao gréafico de H no ponto (1, H(1)) é dada
pory = H'(1)(x — 1) + H(1).

Consideremos )
z tg(2t — 1
G(z) = / arctg(2t” —1)
. t+1

Atendendo a continuidade da fungdo integranda no respectivo dominio, o

Teorema Fundamental do Calculo Integral garante que
() = arctg(2z? — 1)'
z+1

Sabemos que H(x) = G(e* 1), pelo que o Teorema de Derivagio da

Funcao Composta garante que

arctan(2e?*=2 — 1)
e~ 41

r—1

H'(x) =

Assim, o declive da recta tangente ao gréfico de H no ponto x = 1 é

H'(1) =T

Como

1 2
tg(2t% —1
H(l):/ wets@ =L =
1

temos que a equagao da recta tangente pretendida serd y = §(z — 1).
Comecemos por determinar os zeros de

arctan(2e**2 — 1)
er~1 41

z—1

H'(x) =

Uma vez que e*~1 > 0,V € R, tal equivale a resolver

In(2)
2

1
arctan(2e**2—1) =0 2e** ?-1=0s22-2=1In (2> Sr=1-

A determinacao do sinal de H’' depende apenas do comportamento da

funcdo arctan(2e2*=2 —1). A esquerda do ponto xg = 1— n@) esta funcéao

2
é negativa, logo a fungdo H é crescente. A direita de xg = 1 — lng), a
fungio arctan(2e2*=2 — 1) é positiva, pelo que H é crescente. Atendendo

a continuidade da funcao H, o ponto g = 1— % é um ponto de minimo

local da funcao.




Pergunta 3
A drea da regido serd dada por

0 —1n(2) In(2)
/ (2—e~7) da+t / (2—e") do = 2 / (2—e") da = [20—e"|"® — 41n(2)—2.
—1n(2) 0 0

Pergunta 4

8) f@) = V= all2, f(a) = L1/, f(a) = —1a3/2, fO) () = Ea-52,
Logo, f(1) =1, f'(1) = 3, f"(1) = —3.f"(1) = §.

O polinémio de Taylor de grau 3 que aproxima a funcao f(z) perto do
ponto x =1 é:

P(z) =1+ %(m —1)— é(x— 12+ %(w —1)3

b) V110 = 10v/1.1 ~ 10P(1.1) = 10.488125.

Para estimar o erro cometido temos de majorar o valor absoluto do resto
de Lagrange

|R| = iﬂ‘*) (¢)(1.1 —1)* 72 (11 - 1),

128

‘5

para ¢ €]1,1.1[. Atendendo ao intervalo de valores admissiveis para c,
concluimos que

|R| <0.1%,
pelo que o erro cometido na aproximacao considerada sera inferior a uma
milésima.
Pergunta 5

Trata-se de uma indeterminagao de tipo 0/0.

Consideremos f(z) = ™*) — 1 e g(x) = sin(2z). As funces f e g sao difer-
enciaveis em R pois resultam de compostas de funcoes diferenciaveis. Por outro

lado, ¢'(x) = 2cos(2z) # 0 em qualquer vizinhanca de 0 de raio inferior a 7.

Estao assim reunidas as condigbes que permitem aplicar a Regra de Cauchy.

Como ) o)
lim £ _ gy, 7 00s(z) 1
-0 ¢'(x) =-0 2cos(2x) 2

a Regra de Cauchy permite-nos concluir que

esin(x) -1 1

im ————— = .
-0 sin(2z) 2



Pergunta 6

a) Vamos usar o método de primitivagdo por partes.
M M
/ xe Tdx = [fxefx]éwf/ (—e ) da = [~ze " —e 7)) = 1-(M+1)e ™.
0 0

b) Recorrendo & alinea anterior,

M

lim ze dr = lim (1—(M+1)e M) =1.
M —+o00 0 M — 400

Note-se que

M+1
li =
M—1>r2<>o eM 0,

como se verifica facilmente aplicando a Regra de Cauchy.

De facto estamos na presenca de uma indeterminagao de tipo co/oo. Con-
siderando f(M) = M+1e g(M) = eM, temos que f e g sdo diferencidveis
emRe g (M)=eM+£0,YM € R.

1
Como lim —- = 0, a Regra de Cauchy permite-nos concluir que
M—+c e

M+1
=0

lim
M—+o00 €



