Analise Matematica I C - 1° Teste
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Nota: Esta é apenas uma resolugao, de entre muitas outras possiveis.

1. Considere o conjunto

A=dzecr: —2 <ol
1 —|z]

(a) [1.5val] Apresentando todos os cdlculos, mostre que A =]—o0, —1[U]0, 1].

Resposta: Atendendo a que o quociente de dois niimeros é positivo
quando ambos apresentam o mesmo sinal temos:

W>O®(x>0/\l—|x\>O)\/(33<0/\1—|x|<0)(:>

SE>0A1-2>0)V (z<0AN1+2<0)&
S@>0AN1>2)V (z<0Az<-1)&z €] —o0,—1[U]0, 1].

(b) [1.0 val.] Determine a fronteira de A e de AN Q.

Resposta: A fronteira de um conjunto é o conjunto constituido pe-
los seus pontos fronteiros. Um ponto diz-se fronteiro a um conjunto
quando qualquer sua vizinhanga intersecta o conjunto e o seu com-
plementar. Considerando a densidade dos numeros racionais nos
numeros reais vem fr(A) = {-1,0,1} e fr(ANQ) =] —o0, —1]UI0, 1].

(¢) [0.5 val.] O conjunto A NQ é fechado? Justifique.

Resposta: O conjunto A N Q néo é fechado pois ndo é igual a sua
aderéncia. Por exemplo, o ponto z = 0 é um ponto fronteiro, logo
pertence a aderéncia de A N Q, mas nao pertence a AN Q.

(d) [0.5 val.] Seja (up)neny uma sucessdo de termos positivos no conjunto
A. Justifique que (up)nen admite pelo menos uma subsucesséo con-
vergente.

Resposta: Sendo (uy,)nen uma sucessdo de termos positivos no con-
junto A, sabemos que Yn € N,u, €]0,1[. Assim, (up)neny é uma



sucessao limitada. Qualquer sucessao limitada admite pelo menos
uma subsucessao convergente, donde o resultado pretendido.

(e) [0.5 val] Se adicionalmente as condi¢oes da alinea (d), souber que
% > 1,Vn € N, o que pode afirmar acerca da convergéncia de
(un)nen? Justifique.

Resposta: Pela alinea anterior ja havidmos concluido que (uy)nen €
uma sucessao limitada. A condigdo adicional, uu—:l > 1,Vn € N sig-
nifica que Vn € N, up 41 > uy, 1020 (U, )nen é uma sucessdo monétona
crescente. Como toda a sucessdo mondtona e limitada é convergente,
podemos concluir que (u,)nen € convergente.

Calcule o valor dos limites seguintes:

(a) [1.5 val] Eril V2 4 3n;

(oo}

Resposta:

2 n
lim /27 +37" = lim + 1 lim 3 ‘”/ <) +1
n—-+oo n—-+o0o n~>+oo 3

Como a sucessdo (%) ¢ um infinitésimo podemos concluir que

lim /274 3" = 3.

n—-+oo
n+5

- n—+5
Resposta: Para n € N, a soma Z ——
i V4n® +k

pode escrever-se como

z": n+5 nt5 , ntS ., nt5
SIStk VAnd +1  /and + 2 Van® +n
Daqui facilmente se conclui que a menor e maior parcelas sao #\/%

n+5 :

22 respectivamente. Atendendo a que na soma em causa
Vans+1’ p q

existem n parcelas, podemos considerar o seguinte enquadramento
para a sucessao:

,Vn € N.

n? + 5n Z n—+5 n2+5n
34n6+n \/4n6+k 4nb +1

Calculemos o limite da sucessdo minorante e da sucessdo majorante.
Temos:

’+5 1435 1
n-ton lim L =

n—-+oo ‘3/4716 +n n—+oo 3 44 % \3/41



n? +5n . 1+2 1
lim =

LT i v L1 Vi
nb
Pelo Teorema das Sucessoées Enquadradas podemos concluir que

n

. n+5 1
lim =

n—rtoo £ J/dnS + k 7y

(¢) [1.5 val] hm Viog(n +1)(2 + cos(n)) — \/log(n)(2 + cos(n)).

Resposta: Atendendo a que (2 + cos(n)) é uma sucessdo limitada, com
termos no intervalo [1,3], o cdlculo do limite inicial conduz-nos a uma
indeterminagao do tipo co — co. Assim,

lim +/log(n + 1)(2 + cos(n)) — v/log(n)(2 + cos(n)) =

n—+oo

. VIog(n ¥ D)2 + cos(n)) + /1og(m) (2 + cos(n))
= lim log(n + 1)(2 + cos(n)) — 4/log(n)(2 + cos(n =
n—+oo (\/ g(n + 1)(2 + cos(n)) \/ g(n)(2 + cos( ))> Vi1og(n + 1)(2 + cos(n)) + v/log(n)(2 + cos(n))

L log(n + (2 + cos(n) ~ log(m)(2 + cos(n))

n—+o0 \/log(n + 1)(2 + cos(n)) + /log(n)(2 + cos(n))

L () + o)

n—+oc  /log(n + 1)(2 + cos(n)) + y/log(n)(2 + cos(n))
i log(1 + )(2 + cos(n))

n—oo Viog(n + 1)(2 + cos(n)) + /log(n)(2 + cos(n))

log(1 + %)

Vlog(n + 1)(2 + cos(n)) + y/log(n)(2 + cos(n))
e (2 + cos(n)) é uma sucessao limitada, podemos concluir que

¢ um infinitésimo

Como

lim +/log(n + 1)(2 + cos(n)) — y/log(n)(2 + cos(n)) = 0.

n—+00

[2.5 val.] Utilizando o Principio de Indugao Matematica, mostre que a
seguinte igualdade é verdadeira:

- 1 n
= Vn € N.
; k(k+1) n+1’
Resposta: Comecemos por mostrar que a afirmagao é valida para o primeiro

dos numeros naturais. De facto,

R
Sok(k+1)  1(1+1)  1+1




é uma proposicao verdadeira.

Suponhamos agora que a afirmacao é valida para um certo natural n € N
(hipétese de indugao):

Zn: 1 _n
kzlk(lﬁ—l) n+1

Mostremos que tal implica que também seja valida para o natural seguinte,
n+ 1 (tese de indugao):

"i 1 o+l
k(k+1) n+2

k=1
Assim,
n+1 1 B n 1 N 1
—k(k+1)  —k(k+1) (n+1)(n+2)
1

(por hipétese de indugao)

n
_l’_

n+l (n+1)(n+2)

nn+2)+1 n?+2n+1

S (n+D(n+2)  (n+1)(n+2)
(n+1)?2  n+1

S (n+1)(n+2) n+2’

como queriamos demonstrar.

Pelo principio de indugdo matemadtica, fica assim demonstrada a veraci-
dade da condicao considerada.

4. Considere a funcao f real de varidvel real definida por

.132

flz) = 1422’
2 6_27‘, sex >0

sex <0

(a) [1.5 val] Determine o dominio da funcdo f e estude a sua con-
tinuidade.

Resposta: O dominio da funcdo f é R, pois em R~ a funcdo 1 + 22

nao se anula. Tal implica que a funcgao 1.2 é continua por ser

. . A
o quociente de duas funcoes polinomiais. Logo f é continua para

xz < 0. Se x > 0, a fungdo é continua por ser o produto de uma
fungao polinomial pela composicdo de uma exponencial com uma
fungao polinomial. Para analisar a continuidade no ponto z = 0
calculemos os limites laterais para a funcao neste ponto.

2
x
li = li — =
xgg* f(x) mgg* 1 + .’1,‘2 0
lim = lim 2% % =0
A, () =l e



Dado que estes limites sdo iguais e iguais a f(0), f é continua em
x = 0. Assim, podemos concluir que f é continua em R.

[2.5 val.] Estude f quanto & diferenciabilidade, determine os seus in-
tervalos de monotonia e extremos locais.

Resposta: Para x < 0, a fungdo f é diferencidvel pois é definida
como o quociente de duas fungoes polinomiais, logo diferenciaveis.
Para x > 0, a fungao é diferencidvel por ser definida como o produto
de uma fungao polinomial pela composta de uma fungao exponencial
com uma func¢ao polinomial, todas fun¢oes diferencidveis. A derivada
de f em z # 0 é dada por

22(1 + 2?) — 223

(14222
2re 2" —21%e % sex > 0.

sex <0

f'(x)

2z
(1+22)%’
22(1 —x) e, sex > 0.

sex <0

No ponto x = 0 temos
2

T
£0) = tim LW ZTO oy 1xe? gy, T
r—0— X z—0— X r—0— 1 —|—Z‘2
_ 2 —2x
f7(0) = lim 711(3:) £(0) = lim re = lim ze 2 =0,
z—0t xT z—0t T z—0t

portanto, f/(0) = 0.

fllz)=0& (z=0A2<0)V(z(l—-2)=0Az>0)sx=1.

Estudemos o sinal da primeira derivada para determinarmos a mono-
tonia da funcao e eventuais extremos locais.

0 1
fa) | —lol+] 0| -
fl@) [N |0 /A e? |\

A funcao é decrescente nos intervalos | — oo, 0[ e ]1, +00[ e é crescente
no intervalo 0, 1[. Atendendo a que a funcao é continua em R e aos
intervalos de monotonia considerados, podemos concluir que existe
um minimo local em z = 0 e um méximo local em = 1.

[1.5val] Calcule lim f(z). Determine, justificando, o contradominio
r—r—00
de f.

Resposta: Calculemos o limite pretendido:

2
1
lim f(z)= lim ’ 5= lim — =
T——00 z——o0 1 4+ T—=—00 —5 +1




Atendendo as expressoes que definem a fungao podemos concluir que
esta é nao negativa em R. Como f(0) = 0 e f(1) = e"2, a con-
tinuidade de f e o Teorema de Bolzano permitem-nos garantir que o
contradominio de f serd o intervalo [0, 1].

Embora nao solicitado, apresenta-se um possivel esbogo para o grafico
de f na figura seguinte.
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5. Considere duas fungoes f e g, pares e continuas em R, tais que f(0) < g(0)
e f(4) > g(4).

(a) [1.0 val] Mostre que os gréficos de f e g se intersectam em, pelo
menos, dois pontos distintos.

Resposta: Considere-se a funcdo h(zx) = f(x) — g(z). Garantir a
existéncia de intersecgoes para os graficos de f e g equivale a garan-
tir a existéncia de zeros para h.

Sendo f e g fungoes continuas em R e h definida como a sua diferenca,
h serd igualmente continua em R. Sabemos ainda que h(0) = f(0) —
g9(0) < 0e h(4d) = f(4) — g(4) > 0, pelo que podemos afirmar que
h(0).h(4) < 0.

O Teorema de Bolzano garante entao que existe pelo menos um ponto
¢ €]0,4] tal que h(c) =0, o que significa que f(c) = g(c). Atendendo
a paridade de f e g podemos concluir que f(—c) = f(c) = g(c) =
g(—c). Logo f e g intersectam-se pelo menos em dois pontos distintos,
respectivamente c e —c.

(b) [2.0 val.] Sabendo adicionalmente que

zgl}rloog(x) =%
lim @ =k>1
v—too g(x)



prove que os graficos de f e g se intersectam em pelo menos, mais
dois pontos distintos, além dos referidos na alinea (a).

Resposta: Como lim f(x) = —oo entdo existe o > 0 tal que para
T—+00

x> a, f(xz) < 0. O mesmo se aplica a g(z), pelo que se pode concluir
da existéncia de 8 > 0 tal que para = > 3, g(x) < 0.

Como lim M =k > 1 sabemos que:
a—+oo g(x)
f(z)
V5>0,3’y>0,‘v’m€R,x>7:k‘—5<g(x) <k+4.

Fixemos § = kK — 1 > 0. Podemos concluir que existe v > 0 tal

que para T > 7, 583 > 1. Para z > maz{a,B,v} vem L& > 1

9(x)
e g(z) < 0, pelo que f(z) < g(z). Consideremos xy > 4 tal que

fxo) < g(xo)-

Considerando novamente a fungao diferenca h(x) = f(z) — g(z), h é
uma funcdo continua em R, h(4) = f(4)—g(4) > 0 e h(xg) = f(xo)—
g(xo) < 0. Novamente, o Teorema de Bolzano garante a existéncia
de pelo menos um ponto d €]4,z¢[, logo distinto de qualquer um
dos pontos cuja existéncia foi determinada na alinea anterior, tal que
h(d) = 0. Tal equivale a garantir a existéncia de pelo menos uma
interseccao para os graficos de f e g. A paridade das fungoes f e g
garante uma nova intersecgdo em | — xg, —4[.



